Was gibt es in Vorlesung 6 zu lernen?

* Beispiele fur Schwingfahige Systeme
- Federpendel
- Schwerependel
- Torsionspendel

* Energiebilanz Schwingungen

e gedampfte Schwingungen
- In der Realitat sind praktisch alle
Schwingungen gedampft (Reibung)
- fir schwache Dampfung nimmt die Frequenz
ab und die Amplitude wird mit der Zeit
Kleiner
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Was gibt es in Vorlesung 6 zu lernen?

e erzwungene Schwingungen

- schwingfahiges System wird von auf3en
periodisch angeregt

- Antwort hangt stark von Dampfung und
Anregungsfrequenz ab

- Im Resonanzfall (Anregung mit der
Eigenfrequenz) konnen sehr grolie
Amplituden erreicht werden
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Federpendel

. /D
mit w=,—
m

o Je grélRer D (harter die Feder), desto hoher die Frequenz

v
_|_
S
v
Il
=

« Je grolRer die Masse, desto langsamer die Schwingung

Typische Anfangsbedingungen:

Auslenken und ohne Schwung loslassen
=>5(t=0)=5, und 5(t=0)=0

=>5(t) =5, cos( Et)
m
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Schwerependel

Das Schwerependel ISt ein
Rotationsproblem und wird durch
Winkel, Tragheitsmomente und

Drehmomente beschrieben.

Die Erdbeschleunigung g bewirkt ein
Drehmoment M, das durch das
Tragheitsdrehmoment M, kompensiert
wird:

TN

Il

3
(o]}

v

Drehmoment durch Gewichtskraft: M =1 x Mg =—-Img sin(p)€,

—

Tragheitsdrehmoment: M, = —O¢p =-ml*@pe i
Newton: M, + M =0 => —ml°@€, —Imgsin(p)€, =0

a9
S sin(g) =0 Fast Schwingungsgleichung!
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Schwerependel

@ +Igsin((0) =0

fur kleine Winkel gilt: sin(p) = ¢

=> gb+%go:0 <=> p+w'p=0 mita):\/?:

« Schwingungsdauer unabhangig von der Masse

* Frequenz steigt mit Schwerebeschleunigung
(Pendel schwingt auf dem Mond langsamer)

e Je kurzer der Faden, desto schneller die
Schwingung

Experimente: Masseunabhangig, I-Abhangigkeit,
Schwingungsdauer, Gewehrkugel auf Pendel
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Torsionspendel

Spiralfeder_
ot
Drehachse <—> )
mm Teller mit Tragheitsmoment 0

Die Spiralfeder bewirkt bei der Auslenkung ein Drehmoment (Torsionsmoment):

M =—-D"g (Torsionskonstante D*;
[D*]=Nm/rad)

Ruhelage ¢ =0

[ X Das Tragheitsdrenmoment ist gegeben

durch Mt :_@('5'
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Torsionspendel

Nach Newton gilt wieder: M +M =0

=> @(;+ D'p=0 => (;+%(p:0

é+w2¢=0 mit =

Sehr &hnlich dem Federpendel!

Experiment mit verandertem 0
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P+0*0=0 mit w= b

Das Torsionspendel kann man verwenden, um unbekannte
Tragheitsmomente 0,, zu bestimmen. Dazu misst man bei leerem Teller
D* und ® und bestimmt 0., , dann setzt man die Masse mit dem

Tragheitsmoment 0,, auf den Teller und misst ®".

Aus den Beziehungen : -
+@, und o =,D'/0,,,

C =0

gesamt leer

erhalt man dann 0,,.

Experiment zur 0,,-Bestimmung
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Der einfachste elektrische (Parallel-) Schwingkreis aus Kapazitat C und
Induktivitat L fuhrt auf denselben Typ von Differentialgleichung:

o B

Nach der Maschenregel gilt: U, + U.= 0, also kann man schreiben:

LI +% =0 mitl =Q ergibt sich

L1 ‘ .
Q+—Q =0 sogenannte Thomson sche Schwingungsgleichung

LC

Q(t)=Q,sin(wt) und = \/g

Ladung auf dem Kondensator variiert harmonisch mit der Zeit!
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Energiebilanz Schwingung

Als Beispiel nehmen wir wieder das einfache Federpendel
(Auslenkung s, und v=0 bei t=0):

m s(t)
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Energiebilanz Schwingung

Als Beispiel nehmen wir wieder das einfache Federpendel
(Auslenkung s, und v=0 bei t=0):

Dehnung: S(t) =5, cos(awt)
Geschwindigkeit: S(t) = -5,wsin(wt)

Daraus folgt fur die kinetische und potenzielle Energie:
m s(t)

E . = % D(53(1))* = % Ds, cos’(wt)
£ =1 m(5(t))* = L ms? 2 sin’ (wt) = 1 bs? sin? (wt)
kin 2 2 0 ? 2 0

1 : 1
Epee = Eiin + Epoe = 5 Ds, (sin’(at) + cos” (wt)) = 5 Ds, = const

Physik fur Maschinenbauer 11
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Energiebilanz Schwingung

E A

E = % Ds, cos’(awt) , E, = % Ds. sin”(wt)

pot

ges

E :EDsé = const NSNS N NS /Bt

« Gesamtenergie konstant

» Bestandige Umwandlung von kinetischer in potenzielle
Energie und umgekenhrt

 potenzielle und kinetische Energie sind 90°
phasenverschoben

« kinetische und potenzielle Energie oszillieren mit 2f
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Graphische Darstellung:

EpotimaX U\b)\—; =0

E,;,=max

E ,—max

Ein=0

USwW.

Empfehlung: www.walter-fendt.de/ph14d/
www.walter-fendt.de
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Gedampfte Schwingung

Die ungedampfte Schwingung ist eine Idealisierung, in der Praxis verlieren
alle Schwingungen mit der Zeit an Amplitude (Reibung, Luftwiderstand).

Experiment gedampfte Schwingung auf Folie

> 5t
AAe W < @, Die Reibung fiihrt zu einer Abnahme
" der Amplitude und einer erst leichten,
/ t dann  stirkeren @~ Zunahme  der
— Schwingungsdauer T.
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Gedampfte Schwingung

Um die Bewegungsgleichung aufzustellen, braucht man ein Modell fur die

Reibungskratft:
- Reibungskraft am Aufhangepunkt (Fadenpendel) => F = const. (klein)
- Luftreibung => F ~ v (niedrige Geschwindigkeit) dominant

Ansatz flir die Reibungskraft
F,=-RS

Dies ist der haufigste Fall fur die Reibung. Ein entsprechender Ansatz
fuhrt auch im gedampften elektrischen Schwingkreis zum Erfolg.
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Bewegungsgleichung

Mit dieser zusatzlichen Kraft lautet die neue Bewegungsgleichung
(Federpendel):

ms+Rs+Ds=0

Das 1st die Standard-

Differentialgleichung einer

R ) gedampften Schwingung.

S+—s+m,s=0
m

oder mit D/m = o,

LOosunq:

Nach dem experimentellen Ergebnis oben vermuten wir, dass man die
LOsung schreiben kann mit dem Ansatz:

s(t)=e "'w(t) mitw(t)=s,sin(at+¢) &: Dampfungskonstante

Physik fur Maschinenbauer
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Verifizierung:
Ableiten nach der Zeit ergibt:

$(t) =—oe 'w(t) +e >w(t) und
§(t) = 5% "'w(t) — se~"Wi(t) + e Vi(t) — Se~ " u(t)
= 5% 'w(t) — 25 Vi(t) + e Wit)

Einsetzen in die Bewegungsgleichung (multipliziert mit m) ergibt:
e (5 mw(t) — 28mwi(t) + mvi(t) — RoOw(t) + Rvi(t) + Dw(t)) =0

oder nach Division durch et und Umsortieren:

MW(t) + (R — 28mM)Wi(t) + (D + m> — RS)w(t) = 0

Physik fur Maschinenbauer 17
WS 10/11



Verifizierung:

Einsetzen von w(t)
—me” sin(wt + @) + (R —26m)w cos(wt + @)
+H(D+ms* —RS)sin(wt + @) =0

sin und cos sind linear unabhingig

=> sin- und cos-Terme miissen separat zu 0 werden =>

Physik fur Maschinenbauer
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Verifizierung:

Einsetzen von w(t)

—me” sin(wt + @) + (R —26m)w cos(wt + @)
+(D+ms” —RS)sin(wt+ @) =0

sin und cos sind linear unabhingig

=> sin- und cos-Terme miissen separat zu 0 werden =>

R-20m=0 =>

—Mw*+D+md*—RS=0 => @’ =

PR
2m

D+ms*-R  D+ms?-2ms*

m m

=> @ = ‘/E— 5 = \/ w, —5°| da D_ @, (ungedampftes System)
m m
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Diskussion der gedampften Schwingung

1.) Grenzfall ungedampfter Schwingung (6 = R/2m=0), dann gilt wieder
O = M,

2.) schwache Dampfung, d.h. 82<<D/m, dann ist die Frequenz nahezu
unveréndert bei o, und s(t) = sy e°tsin(®,t);

3.) starkere Dampfung, d.h. 82 = (0.1....0.99)®2.
Die Frequenz ist deutlich verlangsamt, die Amplitude klingt schnell ab

4.) sehr starke Dampfung mit 0% >®,?; Die Frequenz wird imaginar, d.h. es
gibt keine Schwingung mehr. Die Auslenkung “kriecht® in die

Ruhelage zuriick. Der Fall 02 = 0,2 ist der aperiodische Grenzfall, hier
kehrt die Auslenkung am schnellsten in die Ruhelage zurlck.

T e

L N ¥
vy

\ / t ap. Grengfall >

—
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Experiment: Pohlscher Resonator mit verschiedener Dampfung

- schwache Dampfung
- starke Dampfung
- Kriechfall

- aperiodischer Grenzfall

Die Dampfung des Torsionspendels wird mit einer Wirbelstrombremse
realisiert, die Reibungskraft ist proportional zur Geschwindigkeit des Cu-
Korpers und dem Magnetfeld des Elektromagneten.

Physik fur Maschinenbauer 21
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Erzwungene Schwingung

Was passiert, wenn wir ein schwingfahiges System von aul3en anregen?

e Betrachten nur eine periodische aul3ere Kraft! (erzwungene
harmonische Schwingung)

* Vereinfachend wollen wir annehmen, dass die aul3ere Kraft F, mit

sin(m,t) variiert (Fourier-Reihe ist ja immer moglich)

F, = F, sin(a,t)

Bei einem Federpendel kann man eine solche Kraft z.B. an der
Aufhangung wirken lassen:

Experiment: Handpendel

Physik fur Maschinenbauer 22
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Erzwungene Schwingung: Federpendel

¢+ F, = F, sin(a,t)

Physik fur Maschinenbauer
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Erzwungene Schwingung: Federpendel

¢+ F, = F, sin(a,t)

Bewegungsgleichung aus Kraftegleichgewicht:
F+F+F,+F, =0
—~DS -mS — RS + F, sin(w,t) =0

in skalarer Form:

F . : R D
§+25$+w;s =—Lsin(w,t)| mit 26=— und @ =—
m m m

standardisierte DGL einer erzwungenen Schwingung

Physik fur Maschinenbauer 24
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Erzwungene Schwingung: Pohlscher Resonator

Experiment: Pohlscher Resonator

Beim Pohlschen Resonator wird ein dulleres Drehmoment

durch ein Verdrehen der Spiralfeder erreicht:

—_ —_

M, =M, sin(w,t)

a

Damit ergibt sich folgende DGL in skalarer Form:
—D'p-0p—Rp+M,sin(w,t) =0
Dies 1463t sich als standardisierte DGL schreiben:

M, . ]
§+20$+ w5 =—"sin(w,t)| mit S=¢ , 25=B und a)gzE
® ® ®

*

Physik fur Maschinenbauer
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Erzwungene Schwingung: Losung DGL

F .
§+25$+w,s =—"sin(w,t)
m

Aus Beobachtungen wissen wir, dass eine Losung der Form
S(t) =s, sin(w,t — D)

existiert, denn die dullere Frequenz @, wird dem Schwinger
aufgezwungen. Phasenverschiebung ® zwischen Kraft und
Schwingung moglich. Einsetzen in DGL:

. . F, .
~w;s, sin(w,t — @)+ 28w,S, cos(w,t — D) +—a; S, sin(w,t — D) = —Lsin(w,t)
m

. F, .
s, (@, — @>)sin(w,t — D)+ 26w,S, cos(w,t — D) =—Lsin(w,t)
m

Physik fur Maschinenbauer 26
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Erzwungene Schwingung: Losung DGL

. F, .
s, (@, — @>)sin(w,t — D)+ 26w,S, cos(w,t —P) = —Lsin(w,t)
m

Umformen mit Additionstheoremen fiir sin und cos (ohne Beweis)

Es gilt: sin(w,t — ®) = sin(w,t) cos(P) — cos(w,t) sin(D)
cos(w,t — @) = cos(w,t) cos(D) + sin(w,t) sin(D)

. . F
sin(a,t) {(a)(f — 2)8, cos(P) + 20w, sin ® — —0}
m

+cos(aw,t) [—(a)g — )8, sin(®) + 25w, S, cos CD] =0

Physik fur Maschinenbauer 27
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Erzwungene Schwingung: Losung DGL

: . F
sin(w,t) {(wg —.)S, cos(D) +20w,S, sin O — —0}
m

+cos(aw,t) [—(a)g —@2)$, sin(®) + 25w, S, oS CD] =0
sin und cos linear unabhingig => Da Losung fiir
alle t gelten muss, miissen Klammern einzeln zu Null werden:

—(w; — @?)S, sin(®) +25w,s, cos D =0

in® 20m,5 200
— = — => |tan® = ——2
cos® —(w; —wy)s, W, — O,

Diese Beziehung bestimmt eindeutig die Phasenverschiebung

zwischen Kraft und Auslenkung!

Physik fur Maschinenbauer 28
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Erzwungene Schwingung: Losung DGL

Gesucht 1st jetzt die Amplitude s,. Aus der sin-Klammer folgt:

: F
(w§ — 60;)80 cos(D) + 26w, S, sin® ——=0
m
S,M _ 1
F, (o —w})cos(®)+ 20w, sin

Zur Auswertung wieder Identitit fiir Winkelfunktionen

<=>

: tan @ 1 : 200
sind = , cosd = mit tan ® = ——=2—
J1+tan’ @ J1+tan® @ W, — @,
. . . 25(0 (02 — a)z
ergibt sich sin® = 2 und cos® = 0__a
\/(a)g ~—0)) +45°w; \/(wg—a)az)2+452a)a2
Physik fur Maschinenbauer 29
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Erzwungene Schwingung: Losung DGL

2 2 _
00, und cos® = Qo @
\/(0)5 —@,)" +45" o, \/(w§ ~@2) +45°w;
s,m 1

F (605 — a)a2 )cos(P) + 20w, sin O
L SM _ J(@ - @2) +46° 0!
Fy (o) —w,) +46° o,
SyMm B 1

F, \/(a)(f ~0.) +45°w;

sin®d =

einsetzen

1n

Beziehung zwischen Amplitude der treibenden Kraft
und der Amplitude der Schwingung
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Erzwungene Schwingung: Diskussion Losung

20 : :
tan® = — e —| beschreibt Phasenbeziehung
Wy — W,

1. Fur endliche Dampfung und o, << @, ergibt sich

tan® — +0 (gegen 0 aber >0)

also ® -0

Bei kleiner anregender Frequenz folgt die Auslenkung ohne
Phasenverschiebung der Kraft.

2. Fur endliche Dampfung und o, >> w, ergibt sich

tan® — —0 (gegen 0 aber <0)

also ® — 180°

Bei1 grofler anregender Frequenz haben Auslenkung und

Kraft eine Phasenverschiebung von 180°.

Physik fur Maschinenbauer 31
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Erzwungene Schwingung: Diskussion Losung

2 . .
tan® = 25(06‘ - | beschreibt Phasenbeziehung
Wy — W,

3. In Resonanz, d h. @, = @, und endlicher Dampfung, ergibt sich
tan® — +oo
also @ — 90°

In Resonanz ist die Phasenverschiebung gerade 90°.

Physik fur Maschinenbauer
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Erzwungene Schwingung: Diskussion Losung

Tangens
f
|
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Erzwungene Schwingung: Diskussion Losung

s,m 1
F, \/(a)o2 ~0.)’ +46°w;

beschreibt die Amplitude der Schwingung

1. Fir o, - @, und 6 — 0 ergibt sich
s, = o "Resonanzkatastrophe"
2. Fur @, >> w, (und endliches o) ergibt sich
S, = 0 (keine Schwingung, System kann nicht folgen)

3. Fur o, << o,
F

0 =
2
mao;

F

0

S, = "Anregungsamplitude"
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Erzwungene Schwingung: Diskussion Losung

Amplitude B éise
D , |

T

o0
G steigend

NN

..........
....
.
o
ot
.o
[
-t
T

i o o e v = — v —— .

S
e

Film: Resonanzkatastrophe Takoma-Briicke
Experimente: Zungenfrequenzmesser;
Pohlscher Resonator quantitativ
in Resonanz

bei starker Dampfung
bei hoher und niedriger Frequenz
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Was sollten Sie aus Vorlesung 5/6
mindestens gelernt haben/lernen?

« Schwingungen
- periodische Bewegung um eine stabile Gleichgewichtslage
- wenn Ruckstellkraft ~ Auslenkung erhalt man eine
harmonische Schwingung

« Schwingfahige Systeme
- Federpendel
- Schwerependel
- Torsionspendel
- elektrischer Schwingkreis

Physik fur Maschinenbauer
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Was sollten Sie aus Vorlesung 5/6
mindestens gelernt haben/lernen?

« harmonische Schwingungsgleichung
- allgemeine Form

S+wsS=0

Federpendel W = \/7

Schwerependel @ = \/ii

D
®

3|0

*

Torsionspendel @ =

Physik fur Maschinenbauer
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Was sollten Sie aus Vorlesung 5/6
mindestens gelernt haben/lernen?

o f, T,®
- T = Periodendauer (Zeit flr eine Schwingung), [T] =S
- f = Frequenz, Schwingungen pro Sekunde, [f] = st =Hz
- ® = Kreisfrequenz
- =27t , f=1/T

* Energiebilanz harmonische Schwingungen
- die Gesamtenergie bleibt konstant
- kinetische Energie wird in potenzielle Energie und umgekehrt
umgewandelt
- Eyin Und E, oszillieren mit 2f

Physik fur Maschinenbauer
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Was sollten Sie aus Vorlesung 6
mindestens gelernt haben/lernen?

 Gedampfte Schwingung
- In der Realitat sind alle Schwingungen gedampft

allgemeine Form der Schwingungsgleichung
§+0S+aw;, =0
allgemeine LOosung

s(t) =s,e sin(wt + @)

- Je nach Verhaltnis von d und ®, sind verschiedene Félle zu
unterscheiden

Physik fur Maschinenbauer
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Was sollten Sie aus Vorlesung 6
mindestens gelernt haben/lernen?

 Gedampfte Schwingung: mogliche Féalle

ungedampit: 0 =0, v =0, starker gedampft: 6 << 0,1..0.99q, , o < v,

S

WL

S

VU

s
v TR

schwach gedampft: 6 << o, ,

o~ o, ~ [sehr stark geddmpft: 6 > @,

. |aperiodischer Grenzfall: §° = w;

t ap. Grenzfall \

LA
VUV
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Was sollten Sie aus Vorlesung 6
mindestens gelernt haben/lernen?

e erzwungene harmonische Schwingung
- schwingfahiges System wird von aul3en mit einer

periodischen Kraft mit @, angeregt
- Amplitude der Schwingung héngt von der Dampfung 0,

von der Eigenfrequenz ®, des Systems und der
Anregungsamplitude ab

- Im Resonanzfall (o, ~ ®,) kann sehr effektiv Energie
eingekoppelt werden, d. h. es werden sehr grol3e
Schwingungsamplituden bei kleiner Anregungsamplitude
erreicht (schwache Dampfung: Resonanzkatastrophe)

- die Phasenverschiebung ® zwischen Anregung und
Schwingung hangt von ®,/®, ab
- im Resonanzfall ist @ = 90°
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Was sollten Sie aus Vorlesung 6
mindestens gelernt haben/lernen?

e erzwungene harmonische Schwingung

Amplitude Ph ése
Dy

50 T

Gsteigend

NIy

............
.o’
P
Sl
pes
s
pr”
e
.....

...,_.‘..-- é‘ =y

I
E
Dy
e
-----
..

- in diesem Graphen stecken viele Informationen; diese sollten
Ihnen klar sein
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