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HINWEIS: Ich wiirde mich noch iiber weitere Mitschriften freuen, da es wiinschenswert wire, zu jeder
Vorlesung mindestens zwei Exemplare zum Abgleich vorliegen zu haben. Ich erkenne zwar die grobsten
Rechtschreib- und Abschreibefehler direkt und beseitige diese umgehend, jedoch werden mir sicherlich
auch einige Fehler entgehen.

Ich behalte mir wie immer vor, Formulierungen abzuéndern, falls dies dem besseren Verstindnis dient.
Die wichtigsten dieser Abweichungen sind gelb hinterlegt und stammen nicht aus dem Originalskript,
sondern sind Kommentare/Hinzufiigungen meinerseits.

Danke allen, die bisher auf Fehler im Skript hingewiesen haben; ihr helft, das Skript zu perfektionieren!

Beziiglich konstruktiver Kritik, Kommentaren, Fehlern im Skript etc. erreicht ihr mich iiber:
Bl Lukas Steenvoort, Lukas.Steenvoort@rub.de oder einfach vor/nach der Vorlesung im Horsaal.

v

Die aktuellste Version dieses Skripts findet ihr stets unter http://is.gd/Ana2Skript.

Das Skript zur Analysis I findet ihr wie bisher unter http://is.gd/AnalSkript.
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3 Differential- und Integralrechnung

Integration bei variabler oberer Grenze

Sei f : [a,b] — R, a < b, eine Regelfunktion. Sei = € [a, b]. Dann ist auch die Einschrénkung von f auf
xr

la, z] eine Regelfunktion. Das Integral dieser eingeschriinkten Funktion wird mit [ f(¢)d¢ bezeichnet.
a

(3.22) Hilfssatz .
Sei f: [a,b] — R eine Regelfunktion. Dann ist die Funktion F : [a,b] — R, F(z) = [ f(t)dt stetig.

. Jede Regelfunktion ist
Beweis < beschrinkt (Bem (3.10))
Folgt unmittelbar aus der Abschitzung |F(z) — F(y)| < ||f|l - |z — y| (Ubungsaufgabe!) O

Uneigentliche Integrale

Es sei D = [a,b) ein nichtleeres halboffenes Intervall E] und f : D — R eine Funktion.
b T

Wir versuchen nun, das Integral durch [ f(z)dz = lirri | f(#)dt zu definieren.

T—0 g

a

(3.23) Definition

Sei D ein nach oben unbeschrianktes Intervall (also eine rechte Halbgerade) und F' : D — R eine Funktion.
Sei b € R. Wir sagen, der Grenzwert von F(z) fiir £ — oo existiert und ist gleich b ( lim F(z) =b),
T—00

falls es zu jedem € > 0 ein hinreichend grofies C' € R gibt, so dass |F(z) — b| < € fiir alle z > C gilt.

Bemerkung
Betrachtet man auf dem Intervall Dy := {z > 0: 1 € D} die Funktion G : Dy — R, G(z) = F(2),
so gilt offensichtlich lim F(z) =b < lim G(z) =b.
T—00 z—0
Insbesondere gelten fiir den soeben eingefithrten Grenzwertbegriff die iiblichen Rechenregeln.
Ist der Definitionsbereich D ein nach unten unbeschrénktes Intervall, so definiert man analog;:
lim F(z)=b & |F(x)—b| <eVx < —C fiir ein hinreichend grofies C' = C'(€) € R, € > 0 beliebig.

T—r—00

(3.24) Definition

Sei f : [a,b) — R eine Funktion, so dass die Einschrinkung von f auf jedes abgeschlossene Teilintervall
xT

von [a,b) eine Regelfunktion ist und der Grenzwert lin}) J f(®)dt, z € [a,b) existiert.
T—0 ¢

b T
Dann definiert man das uneigentliche Integral [ f(z)dz := lin}jf ft)dt, x € [a,b).
T—0 ¢

a

(3.25) Bemerkung

Das gewohnliche Regelintegral kann als Spezialfall des uneigentlichen Integrals aufgefasst werden:

b x
Ist f : [a,b] — R eine Regelfunktion, so gilt [ f(z)dz = lin%f f(t)dt, x € [a,b). Dies folgt aus (3.22).
a =04

'Hierbei soll der Fall b = oo nicht ausgeschlossen werden.
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b b
Analog definiert man fiir f : (a,b] — R: [ f(z)dz = liin J f(®)dt, x € (a,b], falls die Einschrinkung

f][l,,b] fiir jedes x € (a, b] eine Regelfunktion ist und obiger Grenzwert existiert.

Mochte man ein zu beiden Seiten uneigentliches Integral der Funktion f : (a,b) — R, a < b definieren,
b & Yy

so wihlt man ein beliebiges £ € (a,b) und definiert: [ f(¢)dt = ligl ff(t)dt+lintll)ff(t)dt, x,y € (a,b);

p T—a y—by

somit fiihrt man beidseitig uneigentliche Integrale auf einseitig uneigentliche Integrale zuriick. Das
beidseitig uneigentliche Integral existiert genau dann, wenn die beiden einseitigen Integrale existieren.
Man zeige als Ubungsaufgabe, dass die Definition unabhéngig von £ ist.

Absolute Konvergenz uneigentlicher Integrale

(3.26) Definition

Eine Funktion f : D — R auf einem (nicht notwendigerweise abgeschlossenen) Intervall heifit absolut
integrierbar, falls ihre Einschrankung auf jedes abgeschlossene Teilintervall eine Regelfunktion ist
und falls |f| uneigentlich integrierbar ist.

Wie fiir unendliche Reihen gilt:
(3.27) Satz

Sei f : D — R eine Funktion auf einem nicht notwendigerweise abgeschlossenen Intervall, deren

Einschrinkung auf jedes abgeschlossene Teilintervall eine Regelfunktion ist. Genau dann ist f absolut
b

integrierbar, wenn es eine gemeinsame obere Schranke fiir die Integrale [ |f(z)|dz, a < b, a,b € D gibt.
a

Beweis b

Klar, falls f > 0, denn dann ist das uneigentliche Integral gleich sup { [ fl@)dz:a<b, a,be D}.

Allgemein betrachten wir die Zerlegung f = f1 — f- mit fi := 3(|f| —i—af), f-=3(f1= 1)
—_——

N———
>0 >0

(3.28) Satz (Majorantenkriterium fir uneigentliche Integrale)

Sei f: D — R, D= (a,b), a < b, eine Funktion, deren Einschrinkung auf jedes beliebige abge-
schlossene Teilintervall von D eine Regelfunktion ist. Ferner existiere eine uneigentlich integrierbare
Funktion g : D — R mit |f(x)| < g(x) Vax € D. Dann ist auch f uneigentlich integrierbar.

Beweis: folgt aus (3.27)!

(3.29) Beispiel

oo
J z*da: wann existiert das uneigentliche Integral?
1 b
Fiir « € NU{0} = Ny haben wir bereits gezeigt: [z*dz = %, 0<a<hb.
a
b bt il fiir o # —1,;
Wir zeigen spéter mittels Differentialrechnung: [ f(z)dz = atl 7L
a log(b) — log(a) fir a = —1.

z zotl 1 fii 1
Es folgt insbesondere: [t*dt = <*! ir o # —1;
1 log(x) fiir o = —1.

Damit wir einen Grenziibergang fiir £ — oo vornehmen koénnen, muss die Integralfunktion F, —

x
gegeben durch F,(z) = [t*dt — beschriinkt sein; dies ist nur fiir a +1 <0 < « < —1 der Fall.
1
o

In diesem Fall ist f z%dx = —p%a.
1
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Anwendung uneigentlicher Integrale auf Konvergenzuntersuchungen zu
Reihen

Es gibt zwei wichtige Verfahren, die Konvergenz von unendlichen Reihen zu untersuchen:
(i) Das Majorantenkriterium, speziell mit der geometrischen Reihe:

Damit konnten wir beispielsweise Potenzreihen in den Griff kriegen.

(ii) Vergleich unendlicher Reihen mit uneigentlichen Integralen.
[&.°]

(ii) erldutern wir am Beispiel > n™% s € R.
n=1
Behauptung: Die Reihe konvergiert fiir s > 1 und divergiert fiir s < 1.
Beweis: Deﬁniere die Treppenfunktionen f:[1,00) = R, f(z)=n""firn<x<n+1, neN.

N+1
Dann gilt: Z ns= [ f(z)dz
n=1 1

Va > 2 und s > 0 gilt weiter die Abschétzung (z —1)7° > f(z) > 2™*°
(Fiir s < 0 divergiert die Reihe ohnehin.)

N+1 N+1 N+1
Es folgt (wegen der Monotonie des Regelintegrals) [ (z —1)"%dz > [ f(z)de > [ z~*dz,
2 2 2
N N+1
N
also /x_sdx > > n> / z %dx.
1 =2 2
—— —_——
log N fiir s=1 log(N+1)—log2 fiir s=1
NTTD fiir 41 (UES IR By

Nun gilt ja: > n~° konvergiert genau dann, wenn die Folge (7},) der Partialsummerﬂ beschrénkt bleibt.
Dies ist genau dann der Fall, wenn —s+1 <0 < s> 1 ist.

Untersuchen wir nun die sogenannte RIEMANNSCHE ZETA-FUNKTION ¢ : (1,00) = R, s— > n™*.
Wie verhélt diese sich in der Nihe von 17 n=1
Aus unseren Abschétzungen iiber die Integrale folgt: lim (s —1)((s) = 1.

s—1t
Riemann zeigte sogar, dass die Funktion ¢ : (1,00) — R, s — (s — 1){(s) eine Entwicklung in eine

Potenzreihe besitzt, welche in ganz C konvergiert.

oo
Offenbar gilt: Eine unendliche Reihe ) a, konvergiert genau dann absolut, wenn die Funktion

n=1
f:[l,00) = R, f(z) =a, Vz € [n,n+1), n €N absolut integrierbar ist.

(3.30) Satz (Integralvergleichskriterium)

oo
i > a, eine (unendliche) Reihe reeller Zahlen. Es existiere eine Funktion f : la,00) — R,
n=1

f(z) > 0 Vz > a auf einer rechten Halbgeraden, so dass das uneigentliche Integral f f(z)dz existiert.

a
Gilt |a,| < f(z) Vz € [n,n+ 1), n € N mit Ausnahme von hochstens endlich vielen n, so konvergiert

die Reihe absolut. Umgekehrt konvergiert die Reihe > a, nicht absolut, wenn eine Funktion
g:la,00) = R, g(x) >0 Vz > a existiert, so dass gilt:
(i) |an| >z Vo € [n,n+1), n € N bis auf endlich viele Ausnahmen; und

(ii) g ist eine Regelfunktlon auf [a,t] Vt > a, aber f g(x)dx ist nicht beschrinkt fiir ¢ — oo, d.h. das

uneigentliche Integral f g(z)dx existiert nicht.

T, = ZZ:1 \k s,

>0
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2 Differentialrechnung

Problem: Messen der Steigung einer Funktion.

A A
h(zo)
C
To +
h
- .II‘() - xT i)
Eine konstante Funktion =~ Eine lineare Funktion Eine quadratische Funktion h(z)
f(z) = C mit Steigung 0. g(x) = = mit Steigung 1. mit Sekante durch x und z.

Idee: Approximation der Tangentensteigung in xg als Grenzwert der Sekantensteigung fiir z — xg.
Voraussetzung: Alle im Folgenden auftretenden Intervalle enthalten mehr als einen Punkt!

(3.31) Definition

Eine Funktion f : D — R (D C R Intervall) heiit in einem Punkt 2y € D differenzierbar, wenn der
f(@)=f(z0)

T—T0
f an der Stelle z. Ist f in jedem Punkt von D differenzierbar, so heifit f differenzierbar (schlechthin).
Die Ableitung kann dann selbst wieder als Funktion f’: D — R betrachtet werden.

_ d
Man schreibt auch f' = gL = &

Grenzwert f'(zg) := lim existiert. Man nennt diesen Grenzwert dann die Ableitung von
T—T0

kann als Funktion auf D\ {x¢} aufgefasst werden.

Bemerkung: Auch der leferenzenquotlent Lfﬁwo)

(3.32) Hilfssatz
Ist eine Funktion in x( differenzierbar, so ist sie in x¢ auch stetig.

Beweis: Fiir alle z € D\ {zo} gilt f(z) — f(z0) = (x — z¢)LE=L20)

T—x0

Da die Grenzwerte lim (x — z¢) = 0 und lim %ﬁ(}wo) = f'(zo) wohldefiniert sind, existiert auch

T—x0 T—T0
der Grenzwert leIgO (f(z) = f(zo)) = (xlirgo(x - x0)> : (xlggo(x — xo)%ﬁmov =0-f'(z9) = 0.

Grundlegende Rechenregeln der Differentialrechnung.

(3.33) Bemerkung

Seien f, g zwei Funktionen, die in einem Punkt zg des gemeinsamen Definitionsbereich differenzierbar
seien. Dann sind auch die Funktionen f + g und C'f (C € R) in z( differenzierbar und es gilt:

(f +9)'(x0) = f'(x0) + ¢'(z0), (Summenregel)
(Cf)(xo) =Cf'(x0). (Faktorregel)

Beweis: Folgt unmittelbar aus den Permanenzeigenschaften des Grenzwertbegriffs. E]

1 Zwecks besseren Verstindnisses umformuliert. Originaler Wortlaut: , Da sowohl der Grenzwert des Differenzenquoti-

enten als auch der Identitéit existiert, existiert auch der Grenzwert von f(x) — f(zo). f(z) — f(z0) — 0 fiir z — zo.“
? (f + ) (wo) = Jim UFDE=Ur0)n) _ jipg (2ol (o) taten) — fn (Lo)=Se0) 4 a@ao0)) = /(gy) + g/ (o).

T—Zo T—x( T—Zo T—x(Q T—Zo
(CF) (z0) = lim Cf)(zgziicf)(zo — lim Cf(I) Cf(zo) — lim (C f r) f(wo)) C - lim (I) f ro) = Cf'(w0).
Tz 0 Tz T—=x( Tz
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(3.34) Satz

Seien f, g zwei Funktionen von einem Intervall D nach R, die in einem Punkt zg € D differenzierbar
seien. Dann sind auch die Funktionen f - g, g (falls g(z) # 0 Yz € D) differenzierbar in xo und es gilt:
(f - 9) (o) = f'(x0) - g(x0) + f(x0) - ¢'(x0) (Produktregel)

(5)'(560) = fl(m)g(x;()moj;gxo)g (o) (Quotientenregel)

Beweis:

Die Produktregel beweist man durch eine einfache Nullergénzung. Es gilt:
f(@)g(@)—f(zo)g(xo) _ f(z)g(z)—f(20)g(x)+f(z0)g(x)—f(a)g(zo) _ f(zx)—f(x0) 9(z) + f(z )9(90 ( 0 Eg folgt:

T—T0 r—xo r—xo

(£9)/(x0) = lim [0 Flrolalee) — tpy (LEZ1E0) () 4 () 2540000 ) = F0)g(eo)+F20)g (20).0

T—T0 T—rT0
Auch bei der Quotientenregel fiihrt eine Nullerginzung zum gewiinschten Ergebnis:
f(z) _ f(=zg) f(@)g(zg)—f(z0)9(x)
9@ g@0) _ 9(=)a(zq) _ f(@)g(zo)—f(zo)g(z) _ f(z)g(zo)=f(zo)g(zo)+f(x0)g(zo)—f(z0)g(x)

z—x0 z—x0 g9(@)g(zo)(z—w0) g(z)g(zo)(z—w0)
= g(x)gll(wo) : ( (= ; ;J;( )Q(SE()) - f(ZEO)g(x;:gigxo)).
fz)  f(zg) lim (f(x):f(x())g(xo)—f(x()) g(x):g(oco))
: AL iy 9@ gleg) _ z—wg P70 70 7 f'(z0)g(zo)—f(z0)g' (zo0)

Somit folgt: () (zo) = lim #5250 = =660 =" Gey U

14.4.2014
(3.35) Beispiel
(i) fn:D—=R, fo(x)=2", neN.
Behauptung: f!(z) = na™"L.
Beweis: Induktionsanfang (n = 1): hi ; g(m) e =1Vo#ag, z,m0 € D.
h@=h) _ 1 s

T—x0

Somit ist fi(zp) = lim
T—T0

Induktionsschritt (n — n + 1): Nach der Produktregel und Induktionsvoraussetzung gilt:
(fnr1(2)) = (fr(@) - ful@)) = fi(2)fn(@) + fr(@) fr.(2)
=1-2"+z-nz" ! = (n+1)2" O

Mithilfe der Quotientenregel konnen wir zeigen, dass die Rechenregel sogar fiir alle n € Z gilt. E|
Sie gilt sogar fiir alle z € R, dies beweisen wir jedoch

(ii) Mithilfe von (i) und der tiblichen Rechenregeln kénnen wir auch Polynome

P(z) = apz™ + ap_12" '+ ...+ a1z +ag, n €N, ag, a1, ,a, €R;

P'(2) = napz™ '+ (n — Dap_12" 2 + ...+ 2a27 + ay.

und rationale Funktionen ableiten.

R(z) = ggg = Polynome, Q(x) # 0 ¥z € D

iii) Wie lautet die eitung der Exponentialfunktion; ist sie iberhaupt differenzierbar?

iii) Wie lautet die Ableit der E tialfunktion; ist sie iiberhaupt diff ierbar?
Es liegt nahe, die Reihenentwicklung zu untersuchen:

0 00 N ! o " / 0 ™ n—l 00 4N
exp(x) = —, somit — | = — | = = = — = exp(x).
Xp( ) ngo n! (ngo n') 71;0 (n') ngl n! Z (n - 1) nZ=:0 n! Xp( )
Jedoch stellt sich die Frage — diirfen wir Potenzreihen ﬁberhaupt ghedwelse differenzieren?
Da wir dies spéter erst beweisen Werden verwenden wir den klassischen Ansatz — setze 6 = x —xq:
— ) 1 on—1 o

exp(:ta):iiﬁp(xo) _ eXp(ac )exp( )— =3 Zn 1 n' — 220:1 S = ZSLO:O (oI
Da die Potenzreihe im Inneren des Konvergenzradius stetig ist, darf der Grenzwert gliedweise
gebildet werden: (exp(x))’ = lims_,o % = 1; somit ist exp iiberall differenzierbar und es gilt
(exp(x)) = exp(z). Nun stellt sich die Frage nach (log(z))’, also der Umkehrfunktion von exp.

'Fiir n = 0 ohnehin trivial, da fo konstant ist und somit f} = 0[=0-2™'] gilt.
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(3.36) Satz (Kettenregel)

Seien f: D — Rund g : D' — R zwei Funktionen auf den Intervallen D und D’.

Es gelte f(D) C D', d.h. man kann die Zusammensetzung gof : D — R, (gof)(x) = g(f(z)) definieren.
Sei f in einem Punkt xp und ¢g im Punkt f(zg) differenzierbar.

Dann ist auch g o f in xq differenzierbar und es gilt: (go f) (xo) = ¢'(f(20))f (x0)

9(f(z)=9(f(z0)) __ 9(f(2))=g(f(z0)) & flz)=f(z0)

Das Problem ist jedoch, dass f(x) — f(xg) = 00 sein k('jnnte( )Algc() ?g)ehen wir aflders vor:
Definiere die Funktion A : D'\ {yo} = R, A(y) := % mit yo = f(xo).

Die Funktion A ldsst sich stetig in yg fortsetzen, wenn man A(yp) := ¢'(yo) setzt.
Somit gilt nun A(y) - (¥ — vo) = 9(y) — 9(vo), auch fiir y = yo.

Wegen y = f(x) gilt:  A(f(2)) - (f(x) — f(x0)) = g(f(x)) — g(f(x0))-

Nun teilen wir durch z — zo: A(f(x))f( 2)=f(zo) _ g(f@)=9(f(0))

Da A und f im Punkt xq stetig sind und f in xg zudem dlfferenmerbar ist, gilt:

(9(F @) = lim (A(f(@)LO=ED) = (lim A(f()) ( im LE2000) — g/ (F@0))f(@0). O

Beweis: Die naheliegendste Idee wére

Nun betrachten wir die Anwendung der Kettenregel fiir den Spezialfall von Umkehrfunktionen.
Sei g = f~1; D' ist somit der Wertevorrat von f. Es gilt y = f(z) < ¢(y) = =, also g(f(z)) = =.

Differenzieren beider Seiten ergibt nach der Kettenregel: ¢'(f(z)) - f'(z) =1 & ¢'(f(x)) = f’%x)'

Beispiel: f(z) = log(z), g(y) = exp(y).

Wegen ¢'(f(z)) = exp(log(z)) = x folgt m =z & (log(z)) =1.
Zuerst ist jedoch zu zeigen, dass log differenzierbar ist, da wir sonst die Kettenregel nicht anwenden
diirfen — also: sind Umkehrfunktionen differenzierbarer Funktionen im Allgemeinen differenzierbar?

(3.37) Satz

Sei f : D — R eine streng monotone Funktion auf einem Intervall D, deren Ableitung existiert
und l'iberall von Null verschieden ist. Dann ist auch die Umkehrfunktion g differenzierbar und es gilt
g (z) = 7 (g(x)) fiir alle x aus dem Wertevorrat von f, also dem Definitionsbereich von g.

Beweis: Sei yp = f(x0), o € D.
Der Differenzenquotient lautet somit % Da f streng monoton ist, gilt f(x) # f(xo) fiir z # xo.

; — — 9(f(z))=g(f(x0)) _ __ z—z s |
Einsetzen von y = f(x), yo = f(xo) ergibt £ OE f(mo)o = ey " Tl O

log ist also insbesondere differenzierbar.

(3.38) Bemerkung

Die Voraussetzung f’'(z) # 0 Va € D ist in der Tat notwendig.
Betrachte beispielsweise f(z) = 23; diese Funktion ist streng monoton und differenzierbar; f/(0) = 0.
Die Umkehrfunktion /z hingegen ist nicht differenzierbar, sie hat in 0 eine senkrechte Tangente.

(3.39) Beispiel

Ry - R, z— 2% acR.

Es gilt 2 = exp(alogz); somit (2%)' = (exp(alogz)) = exp(alogz) - a-L =22 (
Diese Formel hatten wir zuvor bereits fiir a € Z bewiesen.

) = ar® L

g]1Q

Lf"(x) ist somit insbesondere # 0.
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(3.40) Definition

Fiir eine Funktion f : D — R, D Intervall, nennt man ¢ € D ein lokales Maximum, falls eine
Epsilon-Umgebung U, (a) existiert, so dass f(x) < f(a) fiir alle z € Uc(a) N D gilt. Den Begriff des
lokalen Minimums definiert man analog. Zusammenfassend nennt man beide lokale Extremwerte

(3.41) Satz

Sei f: D — R, D C R Intervall, eine Funktion, welche in a € D differenzierbar ist.
Der Punkt a sei kein Randpunkt von D. Wenn a lokaler Extrempunkt von f ist, so gilt f/(a) = 0.

Beweis: f habe 0.B.d.A. ein lokales Maximum in a. Dann gilt fiir eine geeignete Umgebung Uc(a):

f(x) = f(a) | <0 firz>a, z€Ula)ND, ) . flz)— f(a)
— T~ somit muss lim ——————=
>0 firz<a, z€Udfa)ND; a—a T —a

= 0 sein. O
r—a

(3.42) Beispiel

f:Ry =R, f(x) =2 Es gilt:

f'(z) = (exp(zlogz))’ = exp(zlog z)(zlogz) = 2%(llogz + z - 1) = 2%(logz + 1).

Wegen logz +1=0 & 1= —logx = log% ist die Ableitung genau dann 0, wenn x = % gilt.

Wegen logz+1>0 < logae > -1 & x> % ist die Ableitung fiir z > é positiv; fiir x < % negativ.

Somit ist f auf (0, 1) streng monoton fallend und auf (1, 00) streng monoton wachsend.

Somit nimmt f in x = % ein lokales Minimum an, der Wert ist f(%) =e /e,

Fiir x — oo wichst % iiber alle Grenzen. Untersuchen wir nun das Grenzwertverhalten fiir x — 0.

Wie wir gleich zeigen werden, gilt ili%(x log x) = 0. Da exp stetig ist, folgt :llg(l)xx = iii%exp(az logzx) = 1.

Einige wichtige Grenzwerte:

(i) Seia € R. Es gilt li_)m ﬁ—; = 0; die Exponentialfunktion wéchst also stiarker als jede Potenz von .
T—00

Beweis: Ubungsaufgabe! (hierbei ist die Potenzreihenentwicklung von exp hilfreich!)
(ii) Aus (i) folgt, dass der Logarithmus fiir z — oo schwécher als jede Potenz von x wichst.

Sei also a > 0. Dann gilt 262 — 0 fiir  — oo.

:Ea
Beweis: Es reicht, logz < 2%/? < z < exp(x“/ 2) fiir hinreichend grofie x zu zeigen.

Wegen y = 2%2 < y2/* = z ist die Ungleichung somit fiquivalent zu y2/¢ < exp(y) < yzza <1.
Da nach lim yza = 0 gilt, ist yi;a < 1 fiir hinreichend grofie y (bzw. x) erfiillt.

Yy—00

(iii) Mit log% =—logzx & log% + log x = 0 folgt aus (ii) fir jedes a > 0: x%logx — 0 fiir x — O.

3 Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Zunichst eine Erinnerung an den Zwischenwertsatz:
Eine stetige Funktion auf einem Intervall, die an zwei Stellen die Werte y; und yo annimmt, nimmt
auch jeden Wert zwischen y; und y2 an.

(3.43) Satz (Satz von Rolle)

Sei f:[a,b] = R, a < b, eine stetige Funktion, die im Inneren (a, b) differenzierbar ist.
Dann existiert ein Punkt £ mit a < £ < b, so dass die Ableitung von f an der Stelle § mit der Steigung
der Sekanten durch A = (a, f(a)) und B = (b, f(b)) iibereinstimmt, d.h. f/(§) = [)=f(a)

b—a

L Ist a ein Minimum oder Mazimum, so sind die Bezeichnungen Extremwert oder Extremum gebriuchlich.

Mit dem Begriff Extrempunkt hingegen bezeichnet man iiblicherweise das Paar (a, f(a)).

a

2 Sei namlich y = %; somit % logz =y~ - (—logy) — O fiir y — 0, respektive x — oo.
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Beweis: 1. Teil: Reduktion auf den Fall f(a) = f(b) = 0.
Man betrachte hierzu die Differenz der Funktion f und der Geraden durch A und B:
F(z) = f(z) - [f(a) + 0= (4 — 4)]. Offenbar gilt F(a) = F(b) = 0.

Gerade durch A und B
Hat man eine Stelle £ gefunden mit F'(£) = 0, so ist alles gezeigt, denn es gilt ja
@) = F'(z) + {8219,
2. Teil: Es sei nun f(a) = f(b) = 0.
Wir miissen nur eine Zwischenstelle ¢ mit f/(£) = 0 konstruieren.
Sei f hierbei nicht die Nullfunktion, sonst wére die Aussage trivial.
Das Maximum von f sei positiv (ersetze sonst f durch —f).
Dieses Maximum wird an der Zwischenstelle £ € (a,b) angenommen; die Randpunkte
kommen némlich wegen f(a) = f(b) = 0 nicht infrage.
Dann muss aber nach Satz (3.41) in diesem Punkt gelten: f/(£) = 0. O

(3.44) Bemerkung

Sei f differenzierbar auf einem Intervall D und f’(x) = 0 fiir alle € D. Dann ist f konstant.

Beweis
Seien a < b zwei beliebige Punkte in D. Nach Satz (3.43) existiert ein £ € (a, b) mit w = f'(&).
Da f/(§) nach Voraussetzung gleich Null ist, folgt f(a) = f(b).

(3.45) Folgerung
Seien f und g zwei differenzierbare Funktionen auf einem Intervall. Wenn die Ableitung von f und g
iibereinstimmen, so unterscheiden sich f und g hochstens um eine Konstante C: f(z) = g(z) + C.

Beweis: (f —g)' = f'—¢ = 0. Nach (3.44) ist (f —g) konstant: (f —g)(x) =C = f(z)=g(x)+C.O

Anwendungsbeispiel:
Sei f eine differenzierbare Funktion auf einem Intervall, so dass gilt: f' = f.
Dann existiert eine Konstante C' € R mit f(x) = C - exp(z).

() )/ _ f'(x) exp(z)—exp(z) f(z) _ 0(3':4>4)L konstant. U

Beweis: Nach der Quotientenregel gilt: (exp(w) (exp(@)? o

=0, da nach Voraussetzung f'=f

(3.46) Satz (Verallgemeinerter Satz von Rolle)
Seien f und g stetige Funktionen auf dem Intervall [a,b], a < b, die im Inneren (a,b) differenzierbar
sind. Dann existieren Zwischenstellen £ mit a < £ < b, so dass f/'(§) = ¢'(£) z EZ;:?; ((g)) gilt.

Hierbei ist g(a) # g(b) vorauszusetzen. Fiir g(z) = z ist dieser Satz offenbar genau Satz (3.43).

Beweis: Ubungsaufgabe. Man betrachte die Funktion F(z) = f(z) — [f(a) + ggz;:g((s)) (9(z) — g(a))].
Anwendung;:

(3.47) Satz (Regel von Bernoulli-de L’Hépital)

Es seien f und g zwei Funktionen auf einem Intervall D; a € D. Die Funktionen seien zumindest in

allen Punkten = € D, z # a differenzierbar. Aulerdem gelte f(a) = g(a) = 0. Die Ableitung ¢’ habe
f'(z)

keine Nullstelle fiir  # a und der Grenzwert lim moge existieren.
r—a

g’ ()
Dann existiert auch der Grenzwert von f(2) flir £ — a und es gilt lim f(@) lim £ :(x).
g(x) r—a 9@) T z5g 9 (@)

10
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Beweis

Aus dem Satz von Rolle folgt zunéchst g(z) # 0 Va € a, denn zwischen jedem z # a und a existiert
g(@)—g(a) _ g(=)

r—a :pa_g

'(€) # 0. Nach dem verallgemeinerten Satz von Rolle
f@) _ f@)—f(a) _ f'(n)

g(@) — gl@)—gla) — ()"

Hierbei gilt a < n < x bzw. < n < a. n hingt natiirlich von z ab, daher schreiben wir n = n(z).

Es gilt lim n(z) = a, somit folgt lim £ Lloas lim L O

eine Zwischenstelle £ mit

existiert zwischen jedem z # a und a eine Stelle 1 mit

24.4.2014
Anwendung

Die iibliche Rechenregel lim gé g g((Zg funktioniert nicht fiir g(a) = 0! In diesem Fall wendet man die

T—a

Regel von Bernoulli-de L’Hoépital an. Das Prinzip kann auch angewendet werden, wenn die Vorausset-
zungen von (3.47) auch fiir f’, ¢’ anstelle von f, g erfiillt sind — dann folgt lim Ho) — iy L@
a—a 9(@) z—a 9" (%)

Uusw.

Bemerkung: Analoge Rechenregeln existieren, wenn f und g fiir x — a iiber alle Grenzen wachsen.

4 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Gegeben: f: D — R, D C R Intervall.
Problem: Wir suchen eine Stammfunktion F': D — R, also eine differenzierbare Fkt. F mit F' = f.

Wir wissen aus (3.45): Falls eine Stammfunktion F' existiert, ist sie bis auf eine additive Konstante
eindeutig bestimmt. Im Allgemeinen ist das Problem sehr komplex, jedoch wird es einfacher, wenn
wir nur stetige Funktionen f betrachten.

Wir werden ndmlich sehen: Eine stetige Funktion hat immer eine Stammfunktion.

(3.48) Hilfssatz (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Sei f : [a,b] = R, a < b, stetig. Dann gibt es eine Zwischenstelle £ € [a, b] mit ff f(x)dz = (b—a)f(§).

Beweis

Seien M bzw. m der groBite bzw. kleinste Wert, den f in [a, b] annimmt. [1]

Dann gilt: m(b — a) <fbf )dx < M (b — a). Es folgt: m< ff Ydz < M.

Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein & € [a,b] mit = f f )dx = f(£). O

(3.49) Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

Sei f:D—R (DCR Intervall) stetig und a € D beliebig.
Die Funktion F': D — R, F(x f f(t)dt ist eine Stammfunktion von f.

Beweis

Wir bilden den Differenzenquotienten an einer beliebigen Stelle zo € D: Z@=Fl@o)  _1_( [o f()dt).
Der Mittelwertsatz der Integralrechnung impliziert:

f;o f)dt = (z — x0) f(§) mit £ = £(z) zwischen z¢ und x, also F@)=Flzo) _ f&).

Fiir x — g strebt £ = £(x) gegen xp; da f stetig ist, folgt also 11[1;C ﬁf(m) = f(=o).

Somit existiert F’(zg) = lim w und es gilt F'(xg) = f(zo).

T—rT0

' M und m existieren nach Satz (2.21)!

11
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(3.50) Folgerung

Sei f: D — R (D C R Intervall) differenzierbar mit stetiger Ableitung f’.
Dann gilt f f(z)dz = f(b) — f(a), a,b € D.

Beweis: Wir wissen bereits, dass F': D — R, F(x f f'(t)dt eine Stammfunktion von f’ ist.
Da f ebenfalls Stammfunktion ist, muss gelten F= f + C, C € R Konstante.
Speziell fiir z = a erhalten wir: 0 = F(a) = f(a) + C, somit C = —f(a).
Nun folgt fiir z = b: fab f/(t)dt = F(b) = f(b) — f(a). O

(3.51) Bemerkung

Aus der Produktregel der Differentiation und der Kettenregel ergeben sich zusammen mit dem Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung folgende Regeln fiir die Integration:

(i) Partielle Integration
Seien u, v : [a,b] — R, [a,b] stetig differenzierbar (d.h. differenzierbar und die Ableitungen sind stetig).
Dann gilt: f; o (z)v(x)dr = uv‘z — f:u(x)v’(x)da:.

(ii) Substitutionsregel
Sind eine stetige Funktion f : D — R, D C R Intervall und eine stetig differenzierbare Funktion
g:la,b] = R, a < b gegeben, so dass g([a,b]) C D ist, so gilt: f:f(g( )¢ (x)dx = fg(b y)dy.

g(a
Beweis
Sei F' Stammfunktion von f. Die Funktion H : [a,b] — R, H(z) = F(g(x)) = F o g(x) ist dann
eine Stammfunktion von der Funktion A : [a,b] — R, h(x ) (g(a:)) '(x).
Dann ist [ f(9(x))g(x)de = H(b) — H(a) = F(g(b)) — = 4 Fly

(3.52) Beispiele

(i) Ein Beispiel fiir eine differenzierbare Funktion, deren Ableitung stetig aber nicht differenzierbar ist:

12?2 firr <1 .
f'R—=R, f(z)= b ) wesh (Ubungsaufgabe!)
r—5 firz>1
(ii) Beispiel fiir eine differenzierbare Funktion, deren Ableitung nicht stetig ist:
x?sin(L)  fiir 2 £ 0
‘R—=R, f(z)= z ’
! i@ {0 fiir z = 0.

Offensichtlich ist f stetig in z = 0 (denn sin(2) € [-1,1] fiir 2 # 0 und 2? — 0 fiir  — 0).
Ist f in x = 0 differenzierbar?

2gin(L
f(z;:g(o) =2 :(x) = xsin(1 ) 2290, somit ist f differenzierbar in 0 mit 1(0) =0.

Fiir z # 0 gilt f/'(z )—szm( ) + 22 cos(l)( %) = 2zsin(2) — cos(2).

x2
Fiir z — 0 gilt zwar 2z sin(1) — 0; hm cos(1) jedoch ist undefiniert!

(iii) Es existieren auch Funktionen, die uberall stetig aber nirgends differenzierbar sind.

Das bekannteste Beispiel ist die Weierstraf3-Funktion.
(iv) Die typischen Stellen, in denen eine steige Funktion f nicht differenzierbar ist, sind Knickstellen.

Das sind Stellen xp, wo zwar die einseitigen Ableitungen lim+ W und lim W

T =T
existieren, jedoch verschieden sind. Jedoch existieren auch stetige Funktionen, wo noch nicht

zsin(2) fiir z # 0,
0 fiir z = 0.

=sin(1) hat dort keine einseitigen Grenzwerte.

einmal die einseitigen Grenzwerte existieren, beispielsweise f(x) = {

Diese Funktion ist stetig, aber L:g()

P = f(b) - f(a)

12
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5 Vertrdglichkeit der Differentiation mit Grenzprozessen

Sei (fn)nen eine konvergente Folge differenzierbarer Funktionen. Unter welchen Voraussetzungen ist
auch f = lim f, differenzierbar? Zudem mdochte man, dass f' = lim f gilt.
n—oo n—oo

Erinnerung: Ein analoges Problem hatten wir bei stetigen und integrierbaren Funktionen untersucht.
Dort war die gleichméfige Konvergenz eine hinreichende Bedingung dafiir, dass die jeweilige Eigen-
schaft beim Grenziibergang erhalten bleibt. Bei der Differenzierbarkeit ist dies leider nicht der Fall.

Gegenbeispiel: f: R — R, f(z) = |z|. f ist in 0 offensichtlich nicht differenzierbar.
{|:v] fiir |z] > 1,

Da? + ﬁ fir |z| < %

Die f,, sind differenzierbar (in % und —% haben sowohl |z| als auch %xZ—i—% die Steigungen 1 bzw. —1).
AuBerdem konvergiert f,, gleichmifBig gegen f, denn || f, — f|| < ﬁ

Also muss der gleichméflige Grenzwert differenzierbarer Funktionen nicht differenzierbar sein!

Noch deutlicher zeigt dies der sogenannte Approximationssatz von Weierstraf. E]

Sei (fn)nen gegeben durch f,(x) =

Wie sehen also hinreichende Konvergenzbedingungen aus, damit die Differenzierbarkeit erhalten bleibt?

(3.53) Satz (Differenzierbarkeit von Grenzwerten)

Sei (fn)nen eine Folge differenzierbarer Funktionen auf einem Intervall F.

Angenommen, folgende Voraussetzungen seien erfiillt:

(i) Die Folge (fn(a))nen konvergiert in wenigstens einem Punkt a € D.

(ii) Die Funktionen f], n € N sind stetig.

(iii) Die Folge (f})nen konvergiert gleichméBig.

Dann konvergiert auch (f,)nen gegen eine differenzierbare Funktion f, und es gilt: [/ = Jggo 1.

Beweis
Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt f,(z) = [ f/(t)dt + fn(a).
Da (f])nen nach (iii) gleichméBig konvergiert und das Regelintegral stabil gegeniiber gleichméBiger
Konvergenz ist, konvergiert (f,,(z))nen fiir alle z € D.
Setzt man nun f := lim fy, folgt weiter: f(z) = [7( lim f}(t))dt + C, mit Cy = lim fy(a).
n—0o0 n— 00 n—r00
Da der gleichméflige Limes stetiger Funktionen stetig ist, ist li_)rn 11 stetig.
n—oo
Somit ist f nach dem Hauptsatz (3.49) differenzierbar mit f' = lim f . O
n—oo

(3.54) Bemerkung
Ist D in Satz (3.53) ein endliches Intervall, so konvergiert die Folge (f)nen gleichméBig gegen f.

[fu(@) = f(@) = | [ (fo(®) = f/ @)t + fula) — fla)] < | [ (£,() = f/()dt] + | fu(a) — f(a)]
<z —al- [, = f'll +1fnla) = fa)l.

Da D endlich ist, ist | — a| beschriinkt, somit sind wir fertig.

(3.55) Folgerung .

Eine Potenzreihe p(z) = > a,a” stellt im Inneren des Konvergenzintervalls (—r,r) (sei r # 0) eine

n=0 00
differenzierbare Funktion dar und es gilt p'(z) = 3 na,z"!, das heifit, wie bei Polynomen ist
n=1
gliedweise Differentiation erlaubt.

!Jede stetige Funktion f auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b] C R kann gleichmiBig durch eine Folge (Pn)nen von
Polynomen approximiert werden. (Werden wir spdter beweisen.)

13



Inoftizielles Skript zur Vorlesung Analysis II (SS 14) 28.4.2014

Beweis
o0

Wir wollen zeigen, dass die abgeleitete Potenzreihe Y na,z" ! denselben Konvergenzradius hat wie
n=1
die Ausgangsreihe. Dann kénnen wir ndmlich Satz (3.53) anwenden.

Die Konvergenzradien der Ausgangsreihe und der abgeleiteten Reihe sind
7 :=sup{C > 0 : (Jay|C™)nen ist beschrinkt} und 7’ := sup{C > 0 : (n]a,|C" ') en ist beschriinkt},

=sup{C'>0: (n|an\C;3n€N ist beschréinkt}
woraus ' < r folgt. Wir zeigen nun: v > r, also (n[a,|C™)nen ist beschrénkt fiir jedes C' < 7.
Sei hierzu C' gewiihlt mit C' < C' < r (bspw. @ = (). Dann ist auch (|an|C Jnen beschrénkt, also
auch n/a,|C™ = |a,|C™n ( )", da n( " (\fc) wegen {/n — 1; O< < 1 gegen 0 konvergiert,

somit ist {/n g <d<1 blS auf endhch viele Ausnahmen fiir n und (6™),en 1st Nullfolge fiir 0 < § < 1.

(3.56) Anwendung

Wir erhalten einen neuen Beweis fiir die Differentialgleichung der Exponentialfunktion!

6 Die Taylor-Formel

Gegeben: Funktion f: D — R, D C R Intervall, a € D Punkt aus D.
Unter welchen Voraussetzungen existiert eine Potenzreihe, welche in einem Intervall (a—r, a+7) (r > 0)

[ee)
von a konvergiert und die Funktion f darstellt, also f(z) = > an(z —a)" firz € DN (a —r,a+71)?

n=0

Potenzreihen sind im Inneren ihres Konvergenzintervalls differenzierbar — ihre Ableitung erhélt man
durch gliedweise Differentiation.

Man sagt: Eine Funktion f heifit n-mal differenzierbar, falls man f n-mal hintereinander ableiten kann.
Bezeichnung: f©) = f, fM =/ f0) = (fn=Dy,
Ist die n-te Ableitung noch stetig, so heifit f n-mal stetig differenzierbar.

Ubungsaufgabe: Sind f und g zwei auf einem Intervall D n-mal (stetig) differenzierbare Funktionen,

so gilt die Leibniz-Regel (f¢)™ = Y () f@g"").  (vollstindige Induktion!)

v=0

(3.57) Bemerkung

Sei f:(a—r,a+7r) — R, r > 0, eine Funktion, welche sich in eine konvergente Potenzreihe entwickeln

s (n)
lasst, d.h. f(x) = > an(x — a)" fir |z — a| < r. Dann gilt a,, = fT(a) fiir n € Np.
n=0
Beweis: Potenzreihen sind im Inneren ihres Konvergenzbereiches differenzierbar und gliedweise

Differentiation ist erlaubt!

(3.58) Folgerung (Identititssatz fir Potenzreihen)

o0 o0

Wenn die beiden Potenzreihen » an,(z—a)” und »_ b,(z—a)™ in einer r-Umgebung (a—r,a+r), 7 > 0
n=0 n=0

von a konvergieren und dort dieselbe Funktion darstellen, so gilt a,, = b, Vn € Ng.

5.5.2014
Bezeichnung
Sei f: D — R, D C R Intervall, a € D ein Punkt, eine (mindestens) n-mal differenzierbare Funktion.

R, (z) = f(z) =>4 m(m — a)” heiit Restglied n-ter Ordnung von f an der Stelle a.

V!
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Problem: Sei f beliebig oft differenzierbar. Unter welchen Voraussetzungen gilt lim,,_,o, Ry (z) = 07

(3.59) Satz (Taylor-Formel mit Integralrestglied)

Gegeben sei eine Funktion f: D — R, D C R Intervall, a € D.
Die Funktion f sei (n + 1)-mal stetig differenzierbar. Dann gilt‘

flz)y=>"_ %(m —a)’ + Ry(z) mit Ry(z) = & [T(z — )" T (#)dt. (2 < a ist zugelassen.)
Beweis (mittels vollsténdiger Induktion nach n)

Induktionsanfang:

Fiir n = 0 besagt die Formel f(z) = f(a)+ Ro(x) a)+ [7 f/(t)dt = f(a)+ f(x)— f(a) = f(z). v

Induktionsschritt (n — 1 — n): Durch partielle Integratlon erhalten wir
_ (n)
oy Ja (=) ()t = (z—a)yn L2 L L[ (g yn f(4 D) (1) de. O

Die Funktion ist in einer r-Umgebung von a dann und nur dann in eine Potenzreihe entwickelbar, also
flx) =30 gan(z —a)" fir x € D und |z — a| < r, wenn limy, o Rp(2) =0 Vo € D mit |z —al < 7.
Diese Reihe >"° j an(x — )™ nennt man Taylorreihe von f in a.

(3.60) Beispiel
Wir wollen die F'n f,, : (—1,00) = R, fo(x) = (1+2)° fiir beliebige o € R um den Nullpkt. entwickeln.

Nun gilt: fén)(x) =ala—1)...-(a=n+1)(14+z)* "

Wir definieren fir « € Rund n € N: (9) := a(afl)"'ﬁ'!(afnﬂ) und (j) :=1.

Damit erhalten wir die Taylorreihe von f, um den Nullpunkt T'(f,0) =>">7 (z) "

Fiir welche = konvergiert die Reihe und stellt f, dar?

Diese Potenzreihe konvergiert fiir alle || < 1, wie beispielsweise das Quotientenkriterium zeigt:

bn n | |n+1 na n+l :
|\b:\1| ( J(Ag;” _ ((2)1) '|:TL|" <q<1(q=q(x) geeignet) = P(x)=> " 0( )ac fir |x| < 1.

<1 bis auf endlich viele Ausnahmen
Durch gliedweises Ableiten von P folgt: P'(z) = Yo" n(%)a""
Daraus folgt P'(z)(1+z) =3 " n(3)a" 1+ 307 n(®

()=
=22 { (5 +n) Jan

=a{(*,)=(2) f=a(?)

T ! (x T)%—a )~ 1P(x T
P'(z) = aP(x), somit ( (ﬂxg) = P+ >(1+$<)§: PP G (P (@)(1+ 2) — aP(z)} = 0.

Somit muss nach Bemerkung (3.44) (ﬁ(;))a =C & P(z)=C(1+x)" fur ein C' € R gelten.

Vergleicht man beide Seiten fiir x = 0, so folgt offensichtlich C' = 1.

oo+ ()" + Sy ()"
a=aY ()" = aP(z), also

Nun betrachten wir einen Einschub, der eigentlich ins zweite Kapitel gehorte.
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2 Stetige Funktionen

5 Die trigonometrischen Funktionen

Bevor wir uns mit den trigonometrischen Funktion befassen, widmen wir uns einer axiomatischen
Einfithrung der komplexen Zahlen:

(0) Die komplexen Zahlen sind Elemente einer Menge C.

(i) Jede reelle Zahl ist auch eine komplexe Zahl, das heifit R C C.

(ii) Auf C sind zwei Kompositionen definiert, eine Addition und eine Multiplikation und es gilt:
a) Fiir reelle Zahlen ist dies die gewohnliche Addition und Multiplikation.

Man bezeichnet daher die Addition mit ,, + “ und die Multiplikation mit ,, - “.
b) Fiir C sind die Korperaxiome erfiillt.
(iii) In C existiert ein Element i mit i = —1; jede komplexe Zahl z € C besitzt eine eindeutige

Darstellung z = = + iy mit z,y € R.

Man nennt x den Realteil und y den Imaginérteil von z; man schreibt auch x = Rez, y = Im 2.
Ohne Beweis: C existiert. F_-]

8.5.2014
Bemerkung
Man kann (iii) auch wie folgt ausdriicken: Die Abbildung R? = RxR — C, (z,y) — x+iy ist bijektiv.
Jede komplexe Zahl entspricht also umkehrbar eindeutig einem Punkt aus der reellen Ebene R2.
Die Addition von komplexen Zahlen entspricht hierbei genau der Vektoraddition:
242 = (r+iy) + (@ +1) = (@ +2) +i(y +¥).

Komplizierter ist es jedoch, die Multiplikation und Inversenbildung geometrisch zu veranschaulichen.
Es gilt ndmlich: z - 2/ = (z 4+ iy) - (2’ + 1) = (z2' — yy') +i(zy’ + 2'y).

Niitzlich fiir den Umgang mit komplexen Zahlen ist die sogenannte komplexe Konjugation:
diese ist die Abbildung C = C, z =z +iy — z — iy =: Z.
Ubungsaufgabe: Es gelten z - 2/ = 2.2/, 2z€R & z2=2, z-z2=224+9y*(>0), 22=0 & z= 0.

Der Betrag einer komplexen Zahl ist die Abbildung C — R, z — |z| :== V2 - Z = /22 + 2.
In der Ebene ist dies der euklidische Abstand zum Nullpunkt.
Es gelten die Rechenregeln |z2'| = |z| - ||, |z + 2| < |z + |Z/].

(E1) Definition

Sei a1, az, a3, . .. eine Folge komplexer Zahlen. Die Reihe >"77 | ai konvergiert, wenn die beiden Reihen
R=>%">,Rea, und S =), Ima, konvergieren und wir setzen in diesem Fall > | a,, :== R+1iS.
Offenbar gilt immer |Rea| < |a| und |Ima| < |al.

! Der Existenzbeweis von C ist nicht Bestandteil der Vorlesung, jedoch den IAnmerkungen zur Vorlesungl beilegt.

2 Da auch z + 2’ = Z + 2’ gilt, handelt es sich um einen Kérperautomorphismus. z - Z nennt man positiv definit.
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Es folgt: Sei (ay,)nen eine Folge komplexer Zahlen. Wenn die Reihe der Absolutbetriige > 7, |an| kon-
vergiert, dann konvergiert auch Y 7 | a,. Wie im Reellen lisst sich somit die Konvergenz der Reihe
aus der absoluten Konvergenz der Reihe folgern.

(E2) Beispiel
(i) Die Reihe >-22 2" (2% :=1) konvergiert fir 2| <1, denn ) 2 |z"] = ZZO o l2|™ < oo fiir |z] < 1.

(ii) Die Exponentialreihe exp(z) = > >, n, konvergiert fiir alle z € C, da ‘ 5 ‘ = % = exp w gilt.
€R

(E3) Satz

Die Reihe exp(z) =Y 2 2 n, konvergiert fiir alle z € C; es gilt exp(z + w) = expz-expw V z,w € C.

Da wir bereits in (E2) (ii) gesehen haben, dass exp(z) konvergiert, miissen wir nur noch die Funktional-
gleichung exp(z + w) = exp z - exp w beweisen.

Beweis
Wie im Reellen folgt die Funktionalgleichung aus dem Cauchyschen Multiplikationssatz, der fiir absolut

o0 o0 [e.°]
konvergente Reihen giiltig ist: ( > an> ( > bn> = >. > ayb,. Diesen kann man wie im Reellen
=0

n=0 n=0 v+u=n
beweisen oder aber durch Zerlegung von a,, bzw. b, in Real- und Imaginérteile darauf zuriickfithren:
Es gilt <Z an> (Z bn> = <Z Rea, +1i Z Iman> (Z Reb, +1 > Imbn>
n=0 n=0 n=0

Z Rea, Z Reb,, — Z Imay, Z Imb,, + 1 (Z Ima, > Reb,+ > Reay, > Imbn)

n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
=> > ReaVRebM—i—Z > Ima,Imb,+i| > > Ima,Reb,+ > > Rea,Imb,

n=0 v+u=n n=0 v+pu=n n=0 v+upu=n n=0 v+pu=n
=Y > (ReayReb,+Ima,Imb, +i(Ima, Reb, + Rea, Imb,)) = > > ayb.

n=0 v+upu=n n=0 v+p=n

Schreibweise: e* = exp(z). Wegen z = x+iy somit: e* = e”e'¥, also Ree* = e Ree', Ime* = e Ime'.

Wir bestimmen nun den Real- und Imaginarteil von e fiir y € R. Es gilt ¥ = Yoo %—y,n
Wegen i® =1, i' =i, i?=—1, 3= —i, i* =1, i =i* i =i usw. gilt:
Rei™ =0 fiir n ungerade und Im i = 0 fiir n gerade.
2n 2n 2n+41, 2n+1
Somit erhalten wir Ree = Y>° | (22), und iIme¥ = 3% %

Wegen i?" = (i2)" = (—1)" und i*"*! = (i%)" . i = (—1)"i gilt somit:

. 2n n,2n+1
iy _ oo (—=1)"y iy _ oo (=D)"y
Ree =3, und Ime¥ =37

@n)! ENCTES I diese Reihen konvergieren fiir alle y € R!

(E4) Definition Kosinus von t Sinus von ¢
~ . _1\n42n ~ . _1\n42n+1
Fiir ¢ € R definieren wir cost := Re(e') = > % und sint :=Im(e) =50 %
Es gilt also e!* = cost+isint. Da Potenzreihen im Inneren ihres Konvergenzbereichs stetige Funktionen

darstellen, sind sin und cos auf R stetig. Da wir gliedweise differenzieren diirfen, kénnen wir folgern:

sin’t = cost, cos't = —sint, ---. Mit e{@T¥) = ¢l bheweist man die Additionstheoreme:
cos(z +y) =cosxcosy —sinxsiny, sin(x +y) =sinxcosy + cosx siny fiir alle z,y € R. (UA!)
Fiir z = y folgt wegen cos(—x) = cosz sowie sin(—z) = —sina: cos?x + sin?z = e””e‘( 7) =0 =1.

Hieraus kénnen wir insbesondere folgern: |e®| < 1V x € R.
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4 Metrische Raume

1 Abstrakte metrische Raume

(4.1) Definition

Eine Metrik d auf einer Menge X ist eine Abbildung d : X x X — R mit den Eigenschaften:
(i) d(z,y)>0Vz,yec X und d(z,y)=0 & z =y,

(i) d(z,y) =d(y,z) Vz,ye X, (Symmetrie)

(iii) d(z, 2) < d(z,y) + d(y,z) V x,y,z € X. (Dreiecksungleichung)

Ein metrischer Raum (X, d) ist eine Menge X, auf der eine bestimmte Metrik ausgezeichnet ist.
Die Elemente eines metrischen Raums nennt man hiaufig Punkte.

(4.2) Beispiele

(i) X =Rund d(x,y) = |z — y|

(i) X = R"; in diesem Fall gibt es mehrere wichtige Metriken, die allesamt Verallgemeinerungen der
Betragsmetrik aus (i) sind:
a) d(z,y) = ax |x; — vi| (x4, y:: i-te Koordinate von x bzw. y)

b) d(z,y) = /S0, (z: — 1) (Buklidische Metrik)
Hierbei sind die Eigenschaften (i) und (ii) aus Definition (4.1) trivial; die Dreiecksungleichung
folgt aus der sogenannten Cauchy-Schwarz-Ungleichung: | Y 1 | x;y;| < \/Z?:l z3- \/2?21 y?.
c) d(z,y) = 3y [xi — vil
(iii) Sei X die Menge aller beschriankten Fkt. f: D — R, D # @, D C R. Schreibweise: X = B(D).
Die Norm von f € B(D) ist durch || f|| := sup | f(x)| def. und somit eine Metrik, d(f, g) := ||f —gl|-
zeD

12.5.2014
(V)D = [a,b], @ < b, X = C(D) = {f : D — R : fstetig), d(f,g) = [*[f(x) — g(a)|de
ist eine Metrik. (UA)
(4.3) Definiton

Sei (X, d) ein metrischer Raum und xy € X ein Punkt aus X, ferner » > 0 eine positive Zahl.
Die Punktemenge U, (z¢) := {z € X : d(z,z0) < r} heifit offene Kugel um zy vom Radius r.

(4.4) Beispiele
(i) R™ mit Maximumsmetrik: A
Ur(xg) ist ein achsenparalleler

A

r r

Wiirfel mit Mittelpunkt xp und /
T

\ 4

»
>

Kantenlange 2r.
ntenlénge 2r . r .

N
¥

(ii) R™ mit euklidischer Metrik:
U, (x0) ist eine euklidische Kugel mit
Mittelpunkt zg und Radius 7.

Beispiele fiir n = 2, g = 0.
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Grundlegende Eigenschaften von Kugeln

(4.5) Bemerkung

Sei Uy (xg) eine Kugel in einem metrischen Raum (X, d) und sei 21 € U,(xg) ein beliebiger Punkt aus
dieser Kugel. Dann existiert eine Zahl € > 0, so dass U(z1) C U, ().

Beweis
Wiihle beispielsweise € := r — d(z1,z9) > 0.
Fir x € Ue(x;) folgt d(x,x1) < e =r —d(xg,z1) (*)

()
d(z,z0) < d(x,z1) + d(x1,20) = d(x,21) + d(x0,21) < 1 —d(20, 21) + d(20,271). O

(4.6) Bemerkung

Gegeben seien n Kugeln U, (z1),- -+, Uy, (x,) in einem metrischen Raum sowie ein weiterer Punkt x.
Dann gibt es eine Zahl r > 0, so dass gilt: |}, Uy, (z;) C Uy(x).

Beweis

Man wihle 7 := maxj<j<p{r; + d(x;, z)}.

Sei z € UiZ; Ur, (1), das heiflt, es existiert ein Index j € {1,--- ,n} mit z € Uy, (x;).

Dann gilt: d(z,2) < d(z,z;) + d(zj,x) < rj +d(zj, ) < maxi<i<pn{r; + d(z;, )} O

(4.7) Bemerkung

Seien z, x’ zwei verschiedene Punkte eines metrischen Raums.
Dann existiert eine positive Zahl € > 0, so dass U (2)NU(2') = @. (Punktetrennungseigenschaft)

Beweis: Man wiihle € := 3d(z,2’). O

Topologische Begriffe in metrischen Raumen

(4.8) Definition

Sei x € X ein Punkt eines metrischen Raumes (X, d).
Eine Teilmenge M C X heifit Umgebung von z, wenn es eine Zahl € > 0 gibt mit Uc(z) C M.
Beispielsweise ist [0, 1] keine Umgebung von 0.

Bemerkung

(i) Insbesondere ist Uc(z) selbst eine Umgebung von z.

(ii) Der Durchschnitt von endlich vielen Umgebungen von z ist auch eine Umgebung von x.
Denn sind My, --- , M, Umgebungen von z, so existieren Zahlen €1,--- ,€, > 0 mit U, (z) C M;
firi=1,--- ,n. Es folgt U(z) C MyN---NM, =\, M.

(4.5) bedeutet somit offenbar:

Die Kugel U, (z¢) ist Umgebung eines jeden Punktes x;, den sie enthélt.

Verallgemeinernd definiert man:

(4.9) Definition

Eine Teilmenge U eines metrischen Raumes heifit offen, wenn sie Umgebung eines jeden in ihr ent-
haltenen Punktes ist. Mit anderen Worten: Ist x € U, so existiert ein € > 0 mit Uc(x) C U.
Insbesondere ist die von uns in (4.3) definierte Kugel wegen (4.5) offen.
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Grundeigenschaften offener Mengen

(i) Sowohl die leere Menge @ als auch der ganze Raum X sind offen.

(ii) Der endliche Durchschnitt offener Mengen ist offen, das heift, sind Uy, - - - , U, endlich viele offene
Mengen, so ist auch Uy N---NU, =, U; offen.

(iii) Ist (U;)ier eine Schar offener Mengen (I beliebige Mengen), so ist auch die Vereinigungsmenge
U1 Ui = {z € X; : 2 € U fiir mindestens ein i € I} offen.

(4.10) Definition

Sei A C X eine Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d). Ein Punkt z € X heifit Randpunkt von
A, wenn es in jeder Umgebung sowohl Punkte gibt, die in A liegen, als auch solche, die nicht in A liegen.

Beispiel

X = R mit der iiblichen Metrik d(z,y) = |z —y|, a <b, A= (a,b)VA=[a,b)VA=(a,b]VA=]a,b].
In allen vier Féllen sind @ und b die beiden einzigen Randpunkte von A.

Dieses Beispiel zeigt: Randpunkte einer Menge A konnen dieser angehdren, miissen es aber nicht.
Das Intervall [a, b] zeichnet sich von den iibrigen dadurch aus, dass es all seine Randpunkte enthélt.

Dies gibt Anlass zu:
(4.11) Definition

Eine Teilmenge A C X eines metrischen Raumes (X, d) heifit abgeschlossen, wenn jeder Randpunkt
von A in A enthalten ist.
Bezeichnungen: 0A: ,,Rand von A“ Menge aller Randpunkte von A; A = AUJA: Abschluss von A.

4.12) Bemerkung

(

(i) Die Menge A ist abgeschlossen, also A=A,
(ii) Ist A C B, so ist auch A C B;

(iii) Die abgeschlossene Kugel U, (z) := {z € X : d(x,z0) < r} ist abgeschlossen.

Beweis: Ubungsaufgabe!

Aus (i) und (ii) folgt, dass der Abschluss der offenen Kugel in der abgeschlossenen Kugel enthalten ist:
U,(x9) C Up(x0). In vielen Fillen gilt Gleichheit, aber nicht immer!

(4.13) Hilfssatz

Eine Teilmenge A C X eines metrischen Raumes ist genau dann abgeschlossen, wenn ihr Komplement
X\A:={ze X :a¢ A} offen ist.

Beweis: ,, = “ Sei A abgeschlossen. Wir zeigen: X \ A ist offen. Sei z € X \ A.
Da z ¢ A und A abgeschlossen ist, kann x kein Randpunkt von A sein.
Somit existiert ein € > 0, so dass Uc(z) nicht Punkte von A und X \ A enthélt.

Wegen z € X \ A muss Us(x) C X \ A gelten, das heifit, X \ A ist Umgebung von x.
» < “ Angenommen, X \ A ist offen.

Wir zeigen: A ist abgeschlossen, das heifit, kein Punkt z € X \ A4 ist Randpunkt von A.
X\ A offen = zu jedem = € X'\ A existiert € > 0 mit Uc(x) C X\A & U (x)NA=o.0

Sprechweise

Ein Punkt z € M (M C X, (X,d) metrischer Raum) heifit innerer Punkt von M, wenn M Umge-
bung von z ist. Die Menge der inneren Punkte von M wird mit M° := {z € M : M ist Umgebung von z}
bezeichnet und es gilt: M ist offen & M° = M.
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(4.14) Bemerkung

Im Allgemeinen ist

(i) A°UB° # (AUDB)°; Beispiel: (X,d) mit X = R und der iiblichen Metrik, A =Q, B=R\ Q.
Hier gilt offensichtlich AU B = R, also (AU B)° = R, da R offen ist.
Da Q jedoch ,dicht* in R liegt, gilt fiir alle z € R und € > 0: Uc(z) ¢ Q, Us(x) ¢ R\ Q.
Somit ist Q° = (R\ Q)° = @.

(ii) A° N B° = (AN B)°. (Ubungsaufgabe!)

(4.15) Satz

Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge. Eine Menge B C A ist im metrischen
Raum (A, d|ax4) genau dann offen, wenn es in (X, d) eine offene Menge U C X mit B = U N A gibt.

Beweis
Offenbar gilt UA(z) = {y € B : d(z,y) < €} = U.(z) NA.
—— ——
e-Kugel um z im metrischen Raum (A,d|ax 4) e-Kugel um z in (X,d)

(i) Sei B C A im metrischen Raum (A, d|ax4) offen.
Per definitionem existiert fiir jedes b € B eine Zahl €(b) > 0 mit U:(‘b)(b) = Up)(b) N A C B.
Sei nun U := UbeB Ue(b)(b) C X.
Da U Vereinigung offener Kugeln in X ist, ist X offen; Ewegen BCcAud BcCUist BCUNA.
Andererseits ist UNA = (Upep Uen)()) N A = Upep (Uey(0) NA) = Upen U:(‘b)(b) C B,
denn jede Kugel Ug‘(‘b)(b) liegt in B. Somit also BCUNAund UNAC BalsoUNA=B.

(ii) Sei nun B =U N A, wobei U C X eine offene Menge in (X, d) ist.
Wir zeigen nun, dass B offen in (A, d|ax4) ist.
Sei b € B. Wegen b € U und U offen in (X, d) existiert e = €(b) > 0, so dass U, (b) C U.
Somit ist U;‘(‘b) (b) =Uqmb)NACUNA=B.
Da b € B beliebig war, ist folglich B offen in (A, d|axA). O

(4.16) Bemerkung

Sei (X, d) ein metrischer Raum, dann gilt:

(i) X und @ sind abgeschlossen.

(ii) Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
(iii) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

Beweis: Ubungsaufgabe!

(4.17) Definition (Hdiufungspunkte in metrischen Rédumen)

Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge. Ein Punkt z € X heift Hiufungspunkt
(HP) von A, falls in jeder e-Kugel Uc(x) ein von x verschiedener Punkt in A liegt, das heifit, falls
(Ue(z) \ {z}) N A # @. Die Menge der Haufungspunkte von A wird mit HP(A) bezeichnet.

(4.18) Bemerkung

Sei (an)nen eine beschrinkte Folge reeller Zahlen.
Dann gilt: HP({a,,n € N}) C {z € R : 3 Teilfolge (a,,) mit limg_o an, = :E}E|

Beweis: Ubungsaufgabe!

Mit anderen Worten verallgemeinert Definition (4.17) den Begriff des H&aufungspunkt einer
beschrénkten Folge reeller Zahlen (vgl. Ana I).

ygl .Grundeigenschaft (iii) offener Mengen

2 ,=% wurde am 22.5.2014 zu ,,C“ korrigiert; Gegenbeispiel zu ,=

“ ist eine konstante Folge (an)nen.
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(4.19) Satz

Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X Teilmenge. Dann gilt:

(i) x € X ist genau dann Haufungspunkt von A, wenn in jeder (offenen) e-Kugel U(x) unendlich
viele Punkte von A liegen.

(i) A=AUHP(A)

(iii) A ist genau dann abgeschlossen, wenn HP(A) C A.

Beweis: Ubungsaufgabe! (Blatt 6, Aufgabe 4.)

(4.20) Definition

Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X.

Ein Punkt = € A heifit isolierter Punkt von A, falls es eine Zahl € > 0 gibt, so dass U.(z) N A = {z}
gilt. Mit anderen Worten: {x} ist im metrischen Raum (A, d| 4x 4) offen, denn U, (z)NA = U2 (z) = {z}.

(4.21) Definition
Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifit dicht in X, wenn A = X gilt.

(4.22) Satz

Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) A ist dicht in X;

(i) (X\A) = 2;

(iii) X \ A enthélt keine offene e-Kugel.

Beweis =A

— —_——N—
ACcXdicht & A=X & X\(X\4)°=X & (X\A4)° =02 & X\ A enthilt keine e-Kugeln.
Denn: 7 € X \ (X \A)° & z€Xundr ¢ (X\A)° & Ve>0gilt U(r) g X\A & €A O

Beispiel
Q liegt dicht in (R,d) (mit der iiblichen Metrik d(z,y) = |z — y|), denn mithilfe des archimedischen
Prinzips zeigt man, dass jedes Intervall (z,y) # @ eine rationale Zahl enthélt, also (R\ Q)° = @.

2 Konvergenz und Stetigkeit

(4.23) Definition

Sei (X, d) ein metrischer Raum und (x,,),en eine Folge in X, ferner sei € X ein Punkt.

Wir sagen, dass (z,)nen gegen z in (X, d) konvergiert, wenn (d(z,, z))nen eine Nullfolge ist.
Der Punkt x heifit Grenzwert der Folge (z,)nen.

Die Folge (z,,)nen heifit konvergent, falls es ein x € X gibt, so dass (z,,)nen gegen z konvergiert.
Besitzt die Folge (x,)nen keinen Grenzwert, so heifit sie divergent.

(4.24) Satz

Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) (zp)nen konvergiert in (X, d) gegen z.
(ii) Zu jedem € > 0 existiert ein N € N, so dass z,, € Uc(x) ¥V n > N.

(4.25) Satz
Der Grenzwert einer konvergenten Folge in einem metrischen Raum ist eindeutig bestimmt.

Beweis
Angenommen, d(z,,z) =3 0 und d(z,,z') =3 0 fir © # 2/, z,2/ € X. Wegen der Punktetren-
nungseigenschaft existiert ein € > 0 mit U(x) NU.(z") = &. Dies steht im Widerspruch zu (4.24)(ii).0

22



Inoftizielles Skript zur Vorlesung Analysis II (SS 14) 15.5.2014

(4.26) Definition

Es sei f: X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Rdumen (X, d) und (Y,d').

(i) f heiit stetig im Punkt zp € X, falls es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so dass
f(UX (x0)) € UY (f(0)) gilt, also fiir z € X aus d(z,x,) < ¢ folgt, dass d'(f(xo), f(x)) < € gilt.
—_—

={yeY:3xeU (xo) mit y=f(z)}
(ii) f heifit folgenstetig im Punkt xy € X, falls fiir jede Folge (x,), in X, die gegen x( konvergiert,
die Bildfolge (f(xy))nen (in (Y,d')) gegen f(xo) konvergiert.
(iii) Die Abbildung f heifit (folgen)stetig (schlechthin), wenn sie in jedem Pkt. zog € X (folgen)stetig ist.

19.5.2014
(4.27) Satz

Sei f: X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Rdumen (X, d) und (Y, d’). Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) f:X =Y istin zp € X stetig;

(ii) f:X — Y ist in ¢ folgenstetig;

(iii) xo € X ist ein isolierter Punkt von X oder x ist HP von X und es gilt lim f(x) = f(xo)ﬂ

T—T0
Beweis
(i) = (i)
Sei f: X — Y stetig in g € X und (z,)nen eine beliebige gegen xg konvergente Folge in X.
Zu zeigen: d'(f(zy), f(z0)) = 0.
Sei € > 0. Nach Definition der Stetigkeit existiert ein § > 0, so dass f(UgX(20)) C UY (f(z0)) gilt
Wegen x, e o (d.h. d(zn,z0) "=3° 0) existiert ein ng € N, so dass x,, € U(;X(xo) fiir jedes n > ng gilt.
Es folgt f(zn) € UY (f(z0)) ¥ n > ng und somit f(x,) — f(zo).
(ii) = (iii)
Jeder Punkt xy € X ist entweder isoliert oder ein Haufungspunkt von X, denn es gilt:
o ist genau dann HP von X, wenn in jeder Kugel UX (z0) ein von g verschieder Punkt von z liegt;
0 ist genau dann isoliert, wenn ein e > 0 existiert, so dass X N U.(zg) = {xo} gilt.
Ist zp € HP(X), so existiert eine gegen x¢ konvergente Folge (xy)nen in X \ {0} — beispielsweise

(Tn)nen mit x, € U?(mo) \ {zo}

#2 ¥V neN, da zog HP
Nach (ii) konvergiert dann f(z,) gegen f(x¢), und zwar fiir jede Folge (x,)nen, die gegen xg
konvergiert, folglich ist lim f(z) = f(xo).
T—TQ
(iil) = (i)
Ist zg ein isolierter Punkt, so existiert ein 6 > 0 mit U (z) = {0}
Dann ist f(UzX(20)) = {f(z0)} C UY (f(z0)) ¥ € > 0. f ist dann also in z¢ stetig.
Sei nun z( ein Haufungspunkt von X und xhﬁrgl f(z) = f(=o).
0

Dann existiert fiir jedes e > 0 ein § > 0, so dass f(UgX (z0)) C UY (f(z0)). (%)
Denn angenommen, () gelte nicht, es existiere also ein ¢y > 0, so dass zu jedem § > 0 ein z € X
existiere, so dass 0 < d(z,zg) < § und d'(f(x), f(zo)) > €y gelten.

Mit der Wahl § = 1 erhalten wir dann eine Folge (z)nen in X \ {zo} mit d(z,,z) < 2 Vn €N, also

Ln = xo aber d/(f($0)7 f(xn)) > €. 4
Somit muss (%) gelten und impliziert somit (i). O

! Diese Notation bedeutet: Fiir alle Folgen (x,)nen mit z, — zo existiert lim f(z,), und es gilt:
n—oo

lim f(z,) = lim f(z},) fiir je zwei verschiedene Folgen (x,) und (z;,) aus X \ {xo}, die gegen x¢ konvergieren.
n—o0 n— oo
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Als néchstes: Figenschaften stetiger Abbildungen zwischen metrischen Rdumen.

(4.28) Satz

Seien f: X =Y und g : Y — Z zwei Abbildungen zwischen metrischen Rdumen, wobei f in zg € X
und g in f(zg) € Y stetig seien.

Dann ist g o f in xg stetig; insbesondere ist die Verkniipfung stetiger Abbildungen stetig.

Beweis:

Sei (5, )nen eine Folge in X, die gegen xy konvergiert.

Da f in xg stetig und damit folgenstetig ist, konvergiert die Folge (f(x,))nen in Y gegen f(zo).
Wegen Stetigkeit von g in f(z() konvergiert dann die Folge (g(f(xn)))nen gegen g(f(z0)) = go f(xo).
Folglich ist g o f in z folgenstetig und somit stetig. M

(4.29) Satz

Seien (X, d) und (Y, d") metrische Réume und A eine Teilmenge von X. Ist f : X — Y stetig, so ist
auch die Einschrinkung f|4 : A — Y stetig beziiglich der auf A durch d induzierten Metrik d|4x 4.

Beweis:

Sei (an)nen eine Folge in A, die im metrischen Raum (A,d|ax4) gegen a € A konvergiert. Dann
konvergiert (an)nen auch beziiglich der Metrik d von X gegen a. Nach Voraussetzung konvergiert
(f(an))nen gegen f(a) in Y, also ist f|4 in a folgenstetig und somit stetig. O

(4.30) Satz

Sei f: X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Rédumen (X, d) und (Y, d’).

Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

(i) f ist stetig;

(i) Das Urbild jeder offenen Menge ist offen, d.h. U C Y, U offen in (Y,d') = f~1(U) offen in (X, d);
(iii) Das Urbild jeder abgeschlossenen Menge ist abgeschlossen.

Beweis:

) = (i)

Sei f: X =Y stetig und U C Y offen (in (Y, d')).

Zu zeigen ist nun, dass das Urbild f~}(U) = {x € X : f(x) € U} C X ebenfalls offen (in (X, d)) ist.
Ist f~1(U) = @, so ist die Behauptung erfiillt (denn @ ist immer offen).

Sei also f~1(U) # @ und zg € f~1(U) ein beliebiger Punkt.

Dann gilt f(z¢) € U. Da U C Y offen (in (Y,d')) ist, existiert ein € > 0 mit UY (f(z0)) C U.

Da f in x stetig ist, gibt es ein § > 0, so dass f(U§ (z0)) C UY (f(z0)) C U.

Aus der Definition des Urbildes folgt weiter Uz (z9) C f~1(U); folglich ist f~(U) offen in X.

(i) = )

Sei f~1(U) C X offen in (X, d) fiir jede in (Y, d’) offene Menge U C Y.

Wir wihlen einen beliebigen Punkt 9 € X und ein beliebiges € > 0. Da die Kugel UY (f(z0)) in (Y, d’)
offen ist, ist nach Voraussetzung auch das Urbild f~1(UY (f(x))) offen in (X, d).

Es enthilt den Punkt xg. Folglich existiert § > 0, so dass UzX (z¢) C f~HUY (f(20))), also ist f in zg
stetig. Da € beliebig war, folgt die Stetigkeit schlechthin.

(ii) < (iii): Ubungsaufgabe!

(4.31) Definition

Seien (Xy,dy), -, (Xn,dy), n € N metrische Rdume.

Auf dem kartesischen Produkt X = Xy x -+ x X, = {(2z1, -+ ,zp) 1 x; € X;, 1 € {1,--- ,n}} ist die
Produktmetrik d = d; x --- x d,, definiert durch d((z1,--- ,zy), (2}, ,2})) := maxd;(z;, z}).

Ubungsaufgabe: Man zeige, dass d in der Tat eine Metrik auf X definiert.
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(4.32) Bemerkung
Seien (X1,d1),- -+, (Xn,dn), n € Nmetr. Riume und (X, d) das kartesische Prod. mit Produktmetrik d.

Eine Folge von Punkten (xj)ken mit zx = (zg,, - -+ , 2k, ) aus X konvergiert genau dann in (X, d), wenn
fiir jedes j € {1,--- ,n} die Komponentenfolgen (zy,)ren in (Xj,d;) konvergieren und gegebenenfalls
gilt: imy o0 (Thys -+ 5 Tk, ) = (UMgo0 Ty -+ -, iMgy00 Tk, )-

Beweis

Nach Definition der Produktmetrik ist d((y1,- - ,¥n), (Trys -+ 5 Th,) = dj(yj, 21;) VJ € {1, -+ ,n}. (%)
Sei nun (zy)ken gegen y in (X, d) konvergent.

Dann existiert fiir jedes € > 0 ein N € N mit d(y,zx) <eV k> N.

Nach () folgt d;(y;, zx;) <€V k> N und jedes j € {1,--- ,n}.

Also konvergieren die Komponentenfolgen ., — y; in (Xj,d;), j € {1, -+ ,n}.

Sei nun umgekehrt limy o 23, = y; V j € {1,--+ ,n} und sei e > 0 beliebig.

Dann existiert ein Nj € N, so dass d;(y;,zx,) < €V k > Nj gilt.

Also d(y,xk) = maxi<;j<n dj(yj,$kj) <eVEk > maxi<;<n Nj; also T — Y in (X, d) O

(4.33) Satz

Sei f : X — Y x --- x Y, eine Abbildung in das kartesische Produkt metrischer Rdume und

f=(f1, -, fn) die Komponentendarstellung von f, d.h. f(z) = (fi(x), -, fu(z)) € Y1 X -+ X Y,,.
—_———

n
=X Y;
1

(i) Die Abbildung f ist genau dann stetig in zp € X, wenn jede Komponente f; : X — Y,
jeA{l,---,n} in o stetig ist.

(i) Sei f : X7 x X9 — Y stetig in (x1,22) € X1 X X, wobei X1, X2, Y metrische Rdume und
X1 x X5 der Produktraum versehen mit der zugehorigen Produktmetrik ist. Dann ist die Abbildung

hi: X1 =Y, x— f(x,z2) stetig in 1 und die Abbildung hy : Xo — Y, z — f(z1,z) stetig in xs.
Beweis: UA!

3 Kompaktheit

Sei (X, d) ein metrischer Raum und f : X — R stetig.
Besitzt f ein Maximum, existiert also ein xg € X mit f(z) < f(z¢) Vx € X?

Wir wissen bereits: Dies ist der Fall fir X = [a,b], a < b € R mit der iiblichen Metrik d auf R.
Aber: Die Aussage ist falsch fiir offene Intervalle, man betrachte beispielsweise (0,1) und f(z) = %
Diese Funktion f besitzt auf (0, 1) kein Maximum.

22.5.2014
(4.34) Definition

Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X, d) heifit folgenkompakt, falls jede Folge in A eine
in A konvergente Teilfolge besitzt; der Grenzwert der Folge soll also ebenfalls in A liegen.
Ist die gesamte Menge X folgenkompakt, so nennt man den metrischen Raum (X, d) folgenkompakt.

(4.35) Definition

Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X.
Dann ist A C X genau dann folgenkompakt, wenn der metrische Raum (A, d|4x 4) folgenkompakt ist.
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(4.36) Satz
Ist A abgeschlossen und eine beschrinkte Teilmenge von R, so ist A folgenkompakt.

Beweis

Sei A C R abgeschlossen und beschrénkt; sei (a,)nen eine Folge in A.

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl existiert eine konvergente Teilfolge (an, )ren von (an)nen,
deren Grenzwert hierbei mit = bezeichnet sei.

Zu zeigen ist nun, dass z in A liegt.

Angenommen, x ¢ A.

Da A abgeschlossen ist, ist R\ A offen. Ist x € R\ A, so existiert ein ¢ > 0 mit Uc(z) C R\ A.

Da jedoch zu jedem € > 0 ein N € N mit |a,, — x| < € fiir alle K > N existieren muss, steht diese

Annahme im direkten Widerspruch zur Konvergenz a,, s 4 O

Beispiel
Die abgeschlossenen Intervalle [a, b], a < b, sind folgenkompakt.

(4.37) Satz

Sei (X, d) ein metrischer Raum und B C X folgenkompakt.
Dann ist jede abgeschlossene Teilmenge A C B ebenfalls folgenkompakt.

Beweis

Sei (an)nen eine Folge in A.

Wegen A C B ist (an)nen auch Folge in B. Somit existiert eine in B konvergente Teilfolge (an, )ren-
Es bezeichne b den Grenzwert dieser Teilfolge.

Da in jeder Kugel Uc(b) Folgenglieder von (an, )ren liegen, kann b nicht Element der insbesondere
offenen Teilmenge X \ A sein.

Also enthélt (ay)nen eine in A konvergente Teilfolge; folglich ist A folgenkompakt. O

Spezielle Eigenschaften folgenkompakter Mengen

(4.38) Definition

Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X.

Die Menge A nennt man totalbeschrinkt, falls zu jedem e > 0 endlich viele Punkte ay,--- ,ar € A
existieren, so dass gilt: A ¢ ¥, U(a:).

Ist die gesamte Menge X totalbeschriankt, so nennt man den metrischen Raum (X, d) totalbeschrinkt.

(4.39) Definition

Sei (X, d) ein metrischer Raum.
Eine Teilmenge A C X heifit beschrinkt, falls 2o € X und M > 0 existieren mit A C Ups(xo).
Eine Folge (z,,)nen in (X, d) heiit beschrinkt, falls die Menge {z,, : n € N} beschrinkt ist.

(4.40) Bemerkung
Eine totalbeschrankte Menge ist nach Bemerkung (4.6) beschrankt.

(4.41) Satz

Jede folgenkompakte Teilmenge eines metrischen Raumes ist abgeschlossen und totalbeschrankt. E]

Lund insbesondere beschrinkt
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Beweis

Sei (X, d) ein metrischer Raum, A C X folgenkompakt.

(i) Wir zeigen zunéchst, dass A abgeschlossen ist.
Fiir z € A existiert eine Folge (ay)nen in A mit a,, — z. E|
Somit existiert eine Teilfolge (an, )keny mit Grenzwert in A.

Da (ay)n konvergiert, gilt aber hm 0y, = lim a, =z, also z € A.
n—oo

Somit ist A = AUHP(HP)(A) C A, also ist A abgeschlossen. E|
(ii) Nun zeigen wir, dass A totalbeschrankt ist.

Angenommen, A sei nicht totalbeschriankt, so existiert ein ¢y > 0, so dass fiir alle kK € N mit fiir k

beliebigen Punkten aq,--- ,a gilt: A ¢ Ule Uey(a;). Sei zunéchst £ = 1 und a1 € A ein Punkt.

Dann ist A ¢ U, (a1). Wir wihlen ag € A\ U, (a1).

Somit ist d(aj,as) > €y > 0.

Induktiv erhalten wir also eine Folge von Punkten (a,), aus A mit d(a;,aj) > €y V i # j.

Somit kann diese Folge keine konvergente Teilfolge besitzen, denn wire (ay, )ren eine konvergente

Teilfolge mit Grenzwert z, so existierte zu jedem e > 0, speziell zu e = ¢ ein N € N, so dass gilt:

d(an,,x) < eV k> N, dies widerspricht jedoch a < €y < da,,, a,,, < d(an,, ) +d(z,an,,) < 2eo

und dies widerspricht der Folgenkompaktheit von A. Folglich muss A totalbeschriankt sein. O

(4.42) Definition

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (z,), in (X, d) heift Cauchy-Folge, falls zu jedem € > 0
ein N € N existiert mit d(zp, ) <€V n,m> N.

(4.43) Satz

(i) Jede Cauchy-Folge in einem metrischen Raum ist beschrinkt.
(ii) Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum ist eine Cauchy-Folge.

Beweis: Analog zu Cauchy-Folgen auf den reellen Zahlen, vgl. Analysis I, Satz (1.54). (UA!)

(4.44) Definition

Ein metrischer Raum (X,d) heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge in (X,d) konvergiert.
In einem vollstdndigen metrischen Raum kann man also die Konvergenz einer Folge untersuchen,
ohne ihren Grenzwert zu berechnen.

4.45) Beispiele

(
(i) R mit der tiblichen Metrik d(x,y) = |z — y|, =,y € R ist ein vollsténdiger metrischer Raum.
(ii) (0,00), (0,1), (1,5] mit der iiblichen Metrik sind nicht vollstandig.

(iii) @ mit der iiblichen Metrik ist nicht vollsténdig.

(4.46) Satz

Sei (X, d) ein vollsténdiger metrischer Raum.
Eine Tl.menge in (X, d) ist genau dann folgenkompakt, wenn sie abgeschlossen und totalbeschrinkt ist.

Beweis
,=": Satz (4.41).
»<="“: ohne Beweis.

Nun betrachten wir den Kompaktheitsbegriff, der mithilfe von offenen Mengen eingefiihrt wird.

2yvgl. Blatt 6, Aufgabe 4b).
2vgl. Blatt 6, Aufgabe 4c).
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(4.47) Definition

Sei (X, d) ein metrischer Raum, A C X eine Teilmenge.

Eine Schar {U;};er von Teilmengen von X heifit offene Uberdeckung von A, falls gilt:

(i) U; C X ist offen fiir alle i € I, und

(i) A C U;er Ui mit U;e; Us = {z € X : x € U; fiir mindestens ein i € I}.

Eine Teilmenge U c U der Uberdeckung U heiBt Teilitberdeckung, wenn A C UueU u gilt.
Hierbei ist |J,, .y u = {7 € X : x € U fiir mindestens ein u € U}.

Eine Teiliiberdeckung heifit endlich, wenn U endlich viele Elemente enthélt.

26.5.2014
(4.48) Definition

Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifit kompakt, wenn es zu jeder offenen
Uberdeckung (U;)icr von A eine endliche Teiliiberdeckung gibt, das heiBt, dass endlich viele Indizes
i1, ,in € I existieren, so dass A C U;; U---UU;, ist.

Ist die gesamte Menge X kompakt, so nennt man den metrischen Raum (X, d) kompakt.

(4.49) Definition

Wiederum gilt, dass eine Teilmenge A C X eines metrischen Raumes (X, d) genau dann kompakt ist,
wenn der metrische Raum (A, d|ax4) kompakt ist. Denn eine Menge V' C A ist in (A,d|ax4) genau
dann offen, wenn sie von der Form V' = ANU ist, wobei U offen in X ist, vgl. Satz (4.15).

Wir zeigen nun, dass in metrischen Rdumen die beiden Kompaktheitsbegriffe dquivalent sind.
(4.50) Satz

Eine Teilmenge eines metrischen Raumes ist genau dann kompakt, wenn sie folgenkompakt ist.

Beweis

Sei (X, d) ein metrischer Raum.

» = “ Sei A kompakt. Angenommen A, sei nicht folgenkompakt, so existiert eine Folge (a,)nen in A,
die keine in A konvergente Teilfolge besitzt; zu jedem x € A finden wir also eine Kugel U(z), die
héchstens endlich viele Folgenglieder von (a,)nen enthélt; andernfalls wire  Haufungspunkt

und somit Grenzwert einer konvergenten Teilfolge. Dann ist U := {Ue(z) (x)}rea eine offene
Uberdeckung von A. Da A kompakt ist, enthilt sie eine endliche Teiliiberdeckung, das heift,
A C Uggy(z1) U -+ U Ugy,)(zy) mit geeigneten n € N und geeigneten z1,---,x, € A.
Damit konnte A aber nur endlich viele Folgenglieder (a,)nen enthalten; dies steht jedoch im
Widerspruch zur Wahl von (ay,)nen. Folglich muss A folgenkompakt sein. O
, < “Sei A folgenkompakt. Sei U = (Uy)aea eine beliebige offene Uberdeckung von A. Zu zeigen
ist nun, dass U eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Angenommen, dies sei nicht der Fall, so
miissen — da aus der Folgenkompaktheit die Totalbeschrénktheit folgt — zu jedem n € N endlich
viele Kugeln Ui (a1),--- ,a1(am,), m, € N, a1, -+ ,am, € A existieren, die A iiberdecken.
Da U keine endliche Teiliibeyllrdeckung besitzt, so findet sich unter diesen Kugeln fiir jedes n € N
eine Kugel U1 (a}), al € {a1, -+ ,am, }, so dass ANU1 (a}) nicht von endlich vielen Mengen aus
U iiberdeckt ist. Betrachten wir nun die Folge (a,*l)n;\]. Diese besitzt, da A folgenkompakt ist,
eine in A konvergente Teilfolge (a;, )ren. Es bezeichne x den Grenzwert dieser Teilfolge. Nach
Voraussetzung existiert ein v € U mit = € u. Da u offen ist, existiert ein e > 0 mit Ue(x) C u.
Da = Grenzwert der Folge (a;, )ren ist, existiert ein kg € N mit a;, € U jo(7) fiir alle k& > ko.
Waéhlen wir nun einen Index der Teilf. ny mit £ > kg und n% < 5, dann gilt fiir jedesy € U L (ay,):

d(y,r) < d(y,ay,) +d(ay,,z) < n% +5<5+5=¢alsoUl(a;,) CUr) Cu€U,das heifit,
ny
U (ay,) N A kann sogar in einer einzigen Aussage u € U iiberdeckt werden. Dies widerspricht

4
der Wahl von U 1 (ay,,); somit existiert eine endliche Teiliiberdeckung. A ist also kompakt. [J
’lLe
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(4.51) Folgerung

Fiir kompakte Teilmengen metrischer Rdume gilt somit:

(i) Jede kompakte Menge ist abgeschlossen.

(ii) Jede kompakte Menge ist totalbeschrénkt, also insbesondere beschrénkt.

(iii) Jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist kompakt.

(iv) Eine Teilmenge im metrischen Raum (R", d) mit der Produktmetrik d ist genau dann kompakt,

wenn sie abgeschlossen und beschrénkt ist.  (Satz von Heine-Borel)
(v) Eine Teilmenge in einem vollsténdigen metrischen Raum ist genau dann kompakt, wenn sie ab-

geschlossen und totalbeschrénkt ist.
(vi) Das Produkt kompakter Mengen ist kompakt, das bedeutet:

Sind (X1,d1), -, (Xn,dn) metrische Rdume, A; C X; kompakt in (X;,d;) fir allei € {1,--- ,n},
so ist Ay X --- x A, kompakt in (X7 X -+ x X, dy X -+ X dp,).

kartesische:Produkt Prodlﬁtmetrik
(4.52) Bemerkung

Wir haben zwei Kompaktheitsbegriffe, die Folgenkompaktheit und die Kompaktheit eingefiithrt und
gezeigt, dass sie iibereinstimmen. Diese Ubereinstimmung beruht jedoch nur auf der Tatsache, dass wir
die beiden Begriffe nur fiir metrische Rdume definiert und untersucht haben. Allgemeiner kann man sie
fiir sogenannte topologische Rdume definieren, zu denen auch die metrischen Rédume gehoren. Es gibt
sowohl topologische Rdume mit kompakten, aber nicht folgenkompakten Mengen als auch umgekehrt!
Hier fallen die beiden Kompaktheitsbegriffe also nicht mehr zusammen.

(4.53) Satz (Intervallschachtelungsprinzip)

Sei (X, d) ein metrischer Raum und Ag D A; D Ay D - - - eine absteigende Kette nichtleerer kompakter
Teilmengen. Dann ist der Durchschnitt aller dieser Kompakta E] ebenfalls nichtleer:
NicoAi ={z € X :a € A, fir allei e NU{0}} # @.

Beweis
Angenommen, ()72, A; = @. Dann ist X = X \ (72, 4i) = Ui (X \ 4i).
Da alle A; kompakt, also abgeschlossen sind, sind alle X \ 4; offen; insbesondere ist Ay C [J;2(X \ 4;).

Da Aj kompakt ist, existieren endlich viele Indizes i1, - - , i, mit Ag C Up_; (X \ 4;,).

Mit ¢ := max{i1, - ,in} gilt sogar Ag C X \ 4;, also 4gN A; = .

Dies ist jedoch ein Widerspruch zu Ag N A; = A; # &. O
(4.54) Satz

Sei A C R eine (nichtleere) kompakte Menge. Dann besitzt A Maximum und Minimum.

Beweis (fiir die Ezxistenz des Maximums; analog fiir das Minimum,)

A ist kompakt und somit beschrinkt, a = sup A existiert also nach dem Vollstédndigkeitsaxiom.
Angenommen, a wire kein Randpunkt von A, so géibe es ein € > 0 mit a + € € A, also a # sup A.
Also ist @ Randpunkt von A und somit in der insbesondere abgeschlossenen Menge A enthalten. [

(4.55) Lemma

Sind (X, d), (Y,d’) metr. Rdume, f: X — Y stetig, A C X kompakt, so ist auch f(A) C Y kompakt.
Mit anderen Worten: Bilder kompakter Mengen unter stetigen Abbildungen sind kompakt.

Beweis

Sei f(A) C U;er Vir Vi C Y offen. Dannist A C U, f (Vi). Da f stetig ist, ist £~ (V;) offen in (X, d).
Da A kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung A C Jp_; f~1(V;,).

Somit gilt £(A) € F(ULy 1~ (Vi) = Uy £/ (Vi) € Ul Va. 0

lKom\pgk\turn, das: kompakte Teilmenge, Plur. Kompakta
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(4.56) Satz (Satz von Weierstrafi bzw. Satz vom Minimum und Mazimum)

Sei f: X — R eine stetige Abbildung eines (nichtleeren) kompakten Raumes (X, d) nach R. []
Dann besitzt f ein Minimum und ein Maximum, das heifit, es existieren Zyin und Tpax in X mit
f(@max) = f(z) > f(amn) fur alle z € X.

Beweis: Nach (4.55) ist f(z) C R kompakt, nach (4.54) ex. somit Minimum und Maximum von f(z).0

(4.57) Folgerung

Jede stetige Funktion f : A — R auf einer nichtleeren, beschrinkten und abgeschlossenen Menge
A C R" besitzt ein Minimum und ein Maximum.

GleichmadBige Stetigkeit 2.6.2014

(4.58) Definition

Seien (X,d), (Y,d’) metrische Riume.

(i) Eine Abbildung f: X — Y heifit gleichmifig stetig, wenn es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt, so
dass (U (z)) C UY (f(x)) Vx € X gilt, das heiBt, z, 7 € X mit d(z,%) <J = d'(f(2), f(Z)) <e.
Im Unterschied zur Definition der Stetigkeit darf § hier nicht von x, sondern nur von e abhéngen.

(ii) Eine Abbildung f : X — Y heifit Lipschitz-stetig, wenn es eine Konstante L > 0 gibt, so dass
d(f(x), f(z)) < L-d(z,Z) V x,Z € X. Hierbei heit L Lipschitz-Konstante von f.

(4.59) Satz

Seien (X,d), (Y,d) metrische Rdume, f: X — Y eine Abbildung. Dann gilt:
(i) f ist Lipschitz-stetig = f ist gleichméBig stetig.

(ii) f ist gleichméBig stetig = f ist stetig.

Beweis: Ubungsaufgabe!

(4.60) Satz (Heine)

Seien (X,d), (Y,d') metrische Rdume, f: X — Y eine stetige Abbildung und K C X eine kompakte
Teilmenge. Dann ist f|x sogar gleichméfBig stetig.

Mit anderen Worten: Jede stetige Funktion auf einem Kompaktum ist gleichméfig stetig.

Beweis

Angenommen, f|g : K — Y sei nicht gleichméBig stetig. Dann existiert ein ¢y > 0, so dass fiir alle
§ > 0 ein Punkt 5 € K existiert mit f(Ug* (z5) N K) ¢ UY (f(20)). Mit 6 = 1 erhélt man fiir jedes
n € N also zwei Punkte z,,, 2}, € K mit d(z,,2%) < L und &'(f(zn), f(2})) > €o.

Da K kompakt und nach (4.50) somit folgenkompakt ist, existiert eine Teilfolge (zy, )ken von (2 )nen,
die gegen ein zog € K konvergiert. Nun gilt aber: Die Teilfolge (z}, )xen von (7;,)nen konvergiert, aber
ebenfalls gegen z¢, denn es gilt d(zo,z;, ) < d(20, Tn,) +d(2n,, Ty, )-

—0 (nach Wahl <L

von(zy, JkeN) nj
Da f stetig und nach (4.27) folgenstetig ist, konv. (f(zn,))ken und (f(2,))ken in Y gegen f(xo).
Also: 0 < ¢ < d’(f(xnk),f(x:;k)) < d/(f(mnk),f(:co)) —l—d/(f(:zo),f(aczk). 4 O

—0

Nun stellt sich folgende Frage: Sei f : X — Y eine bijektive stetige Abbildung zwischen zwei metrischen
Réiumen. Ist die Umkehrabbildung f~!:Y — X stetig?

lversehen mit der iiblichen Metrik
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Beispicl ) ) z fir z € (0,1),
X=(0,1)U{2} CcR, Y =(0,1] C Rsowie f: X =Y mit f(z) = )
f ist bijektiv und stetig, da {2} isoliert und id | ;) stetig ist. 1 fir2=2.

fir z € (0,1), . . .
Die Umkehrabbildung f~!:Y — X mit f~(z) = @ firze(0,1) ist jedoch unstetig in 1!

)2 firz=1
Im Allgemeinen muss die Umkehrabbildung einer stetigen bijektiven Abbildung also nicht stetig sein!

(4.61) Definition

Eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei metrischen Rdumen heiit Hom8omorphismus, wenn f
bijektiv ist und sowohl f als auch f~! stetig sind. Zwei metrische Réume X, Y heien homéomorph,
falls es einen Hom6omorphismus f : X — Y gibt. Dies wird mit X ~ Y notiert.

(4.62) Satz
Sei f: X — Y ein Hom6omorphismus zwischen metrischen Rdumen. Dann gilt:
(i) A C X ist genau dann offen, wenn f(A) C Y offen ist.

Analoges gilt auch fiir Abgeschlossenheit und Kompaktheit.
(ii) Eine Folge (x,) konvergiert in X gegen zg € X genau dann, wenn die Bildfolge (f(xy))nen in Y
gegen f(xo) konvergiert.

Beweis: Ubungsaufgabe!

(4.63) Satz (Stetigkeit der Umkehrabbildung)

Sei f: X — Y eine bijektive stetige Abbildung und X ein kompakter metrischer Raum.
Dann ist die Umkehrabbildung f~!: Y — X stetig.

Beweis

Sei U C X offen. Zu zeigen ist, dass (f~1)~1(U) = f(U) C Y offen ist.

Nun gilt ja: U C X offen = X \ U abgeschlossen.

Nach (4.51) (iii) ist X \ U als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge X selbst kompakt.
Da f stetig ist, ist nach (4.55) f(X \ U) kompakt in Y, also insbesondere auch abgeschlossen.

Da f bijektiv ist, ist f(X \U) =Y \ f(U). Da diese Menge abgeschlossen ist, ist f(U) offen in Y.
Also ist f~! nach Satz (4.30) stetig. O

(4.64) Definition

Sei X ein metrischer Raum. Eine Abbildung f : X — X heifit kontrahierend (bzw. Kontraktion),
wenn sie Lipschitz-stetig ist mit einer Lipschitz-Konstante L € (0,1).

(4.65) Satz (Banachscher Fizpunktsatz)

Sei (X, d) ein vollsténdiger metrischer Raum und f : X — X eine Kontraktion.

Dann existiert genau ein Fixpunkt von f, das heifit, genau ein Punkt z* € X mit f(a*) = x*.
Diesen Fixpunkt erhélt man wie folgt:

Sei xy € X ein beliebiger Punkt, x,, := fo---o f = f™(x¢) die n-fache Hintereinanderschaltung von f.
Dann konvergiert (x,,) < gegen z*.

Beweis

(i) Angenommen, es existieren zwei Fixpunkte 2*, y* € X, 2* # y* von f mit * = f(z*), y* = f(y*).
Da f eine Kontraktion ist, gilt 0 < d(x*,y*) = d(f(z*), f(y*)) < L - (d(z*,y*).
Wegen L € (0,1) muss somit d(z*, y*) = 0 sein, also z* = y*.
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(ii) Sei zgp € X beliebig.
Wir definieren induktiv die Folge (x,)nen: 1 := f(20), x2 := f(z1), z2 := f(x1) = fo f(xo);
allgemeiner: x,, := f(x,—1) = f™(z0). Per vollstandiger Induktion folgt:
d(Tn+1,2n) = d(f(2n), f(2n-1)) < L-d(@n, 2pn-1) = L - d(f(zn-1, f(¥n—2)) < L"d(21, T0).
Fiir n > m folgt: d(zp, xm)< d(zn, 2n—1) + d(xpn—1,2n—2) + - + d(Tym—1, Tm)
— Lm(Lnflfm + Lanfm IS Lo)d($1,$0)
= L™ (Y pZy " LR)d(x, 20)
=L 171L_n£m d(l‘o, .1,‘1)
< Lmﬁd@;'o, .iL'l).
Da 0 < L < 1 ist, ist (L™)en eine Nullfolge und (z,)nen somit eine Cauchyfolge.
Da X vollsténdig ist, existiert ein z* € X mit z, —3 &* in (X, d).
Wir zeigen nun, dass es sich bei 2* um den gesuchten Fixpunkt von f handelt. Es ist ndmlich
d(f(z7), ") < d(f ("), zn) +d(zn, 2*) = d(f(z"), f(2n-1)) + d(2n, %) < Lid(z", 2n—1) + d(2n, 7).
Da dieser Ausdruck gegen 0 konv. und n beliebig ist, gilt d(f(z*),z*) =0, also z* = f(z*). O

4 GleichmdBige Konvergenz und normierte Raume
f(X)CR beschrankt
—_—~
Es sei B(X) := {f : X — R : f beschrinkt}, also || f|| := supyex |f(2)] < 0o V f € B(X). Wegen

I +9ll = supzex |/ (x) + 9(2)] < supzex (|f(@)[+|g(2)]) < supgex [f ()| +supsex [9(x)] = [ ][+ ll4]
erfilllt d : B(X) x B(X) = R, d(f,g) = ||f — g|| (neben den trivialen Eigenschaften) auch die Drei-

ecksungleichung und ist somit eine Metrik auf B(X).

(4.66) Definition

Sei X # @. Eine Folge (fn)nen aus B(X) heiit gleichméBig konvergent gegen f € B(X), wenn
sie in der Metrik dgup(f,9) = ||f — g/ gegen Null konvergiert, wenn also || f — f,|| eine Nullfolge ist.
Zu jedem € > 0 muss es also ein N € N geben, so dass fiir alle x € X gilt: |f,(z) — f(z)| <eVneN.

5.6.2014
(4.67) Satz

Sei X # & ein metrischer Raum und ( f,,)nen eine Folge stetiger, beschrinkter Funktionen von X nach
R, die gleichméBig gegen die Funktion f € B(X) konvergiert. Dann ist f stetig.

Beweis: Wie in Analysis I, Ubungsaufgabe!

(4.68) Bemerkung

Sei X =10,1], fo(z):=2", n € N. (fn)nen ist eine Folge von stetigen, beschréankten Funktionen, die

: . . . 0 firx#1 .
punktweise gegen die unstetige Funktion f : [0,1] - R, z 1t ) konvergiert.
ir x =

Die Voraussetzung der gleichméfigen Konvergenz in (4.67) ist also wesentlich!
Die Menge der reellwertigen stetigen Fkt. auf X sei bezeichnet durch C(X) := {f : X — R : f stetig}.
Ist @ # X kompakt, so gilt C'(X) C B(X).

(4.69) Bemerkung
Seien f,g € C(X). Dann sind auch |f|, f + ¢g und f - g stetig.

Beweis: Ubungsaufgabe! (bspw. Folgenstetigkeit nachweisen!)

Bemerkung: B(X) und C(X) sind R-Vektorrdume.
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(4.70) Definition

Eine Norm ||.|| auf einem Vektorraum V' ist eine Abbildung ||.|| : V = R, f > ||f]| mit:
() [fl = 0und [[f| =0 & f=0;

(ii) |lefll =le|-If|| fuir f €V und c € R (bzw. ¢ € C falls V ein C-Vektorraum ist);
(iid) [If +gll < £ + llgll ¥V f, g € V. (Dreiecksungleichung)

Ein normierter Vektorraum (V,||.||) ist ein Vektorraum V', auf dem eine Norm ||.|| gegeben ist.

(4.71) Bemerkung

Ist (V,||.||) ein normierter Raum, so ist d(z,y) := ||z — y|| eine Metrik auf V.
Jeder normierte Raum ist also insbesondere ein metrischer Raum.

(4.72) Satz (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

Sei (.,.) ein Skalarprodukt auf einem Vektorraum V.
Dann gilt [(f, g)| < [[fI|- lgll ¥ f, g € V, wobei ||f]| := 1/ (f, )

Beweis F_-I (LinA II)
g=0vV

970 Firalle t € R (t € C) gilt 0 < [|f +tgl]2 = (f +tg. f +tg) = | FII* + 2Re(t(f.9)) + |t12llg][>

(
. . 2 2
Speziell mit t:= {9 folgt 0 < |72 — 21497 + (L) g2 & 1(£,)P < 17202 O

(4.73) Folgerung

Sei (., .) ein Skalarprodukt auf einem Vektorraum V. Dann wird durch || f|| := \/(f, f) eine Norm auf V'
definiert. Insbesondere wird V' ein metrischer Raum mit der Metrik d gegeben durch d(f,g) = || f —gll-

Beweis =(g.f) <2[{g.f)|

—
Es ist [|f +gl> = (f + 9, f +9) = (£, ) + {9, f) + (f. 9) + {g.9) = (f, f) + 2Re(g, f) + (g, 9)

< WP+ 20£1- Ngll -+ Ngli® = LI+ 1glD? < 1L +gll < [1£1 -+ llgll-
Die Dreiecksungleichung ist also erfiillt; die verbleibenden Normeigenschaften sind trivial. (I

(4.74) Definiton

Ein normierter Vektorraum (V, ||.||) heift Banachraum, wenn er als metrischer Raum vollsténdig ist.

5 Der Satz von Stone-Weierstral3

Ziel dieses Abschnittes ist es, ein einfaches Kriterium dafiir, wann sich jede stetige Funktion auf einem
Kompaktum gleichméflig durch Funktionen aus einer vorgegebenen Funktionenklasse approximieren
ldsst, anzugeben.

(4.75) Satz (Satz von Stone-Weierstrafi: 1. Variante)

Sei X ein kompakter, metrischer Raum, der mindestens zwei Punkte enthélt.
Weiter sei W C C(X) mit den Eigenschaften:
(i) f,geW = f+geWundefeWVeceR
i) feW = |fleW
(iii) Punktetrennungseigenschaft:
Seien a, b zwei verschiedene Punkte aus X. Dann existiert f € W mit f(a) = 0 aber f(b) # 0.

! Bemerke, dass an der Tafel (und in Rohdes Referenzskript) die Klammern bei Re(t(f, g)) fehlten. Bemerke zudem,
dass der Bruch bei ¢ ein negatives Vorzeichen hat (fehlte an der Tafel, es wurde jedoch mit Minus weiter gerechnet).
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Unter diesen Voraussetzungen gilt:
Zu jedem f € C(X) und jedem e > 0 existiert eine Funktion h € W mit || f — hllsup < €.

Zusatz: Insbesondere existiert dann eine Folge (hy,)nen in W, die gleichméfig gegen f konvergiert.

Beweis

Fiir f: X — R sei zunéchst f*: X - R, f1(z):= max(f(x),0) (Positivteil).

Offenbar ist f+ = %(\f| + f) € W. Insbesondere gilt also f €e W = fT e W.

Sei g : X — R eine weitere Funktion. Definiere weiter:

fvg: X =R, (fVg)(r):=max(f(x),g(x)); fAg: X =R, (fAg)(z):=min(f(z),g(x)).
Weiter gilt: fVg=f+(g—f)Tund fAg=9g—(g—f)". Esfolgt: fVvge W, fAge WV f,geW.

Per Induktion zeigt man: Maxima und Minima von endl. vielen Funktionen aus W liegen wieder in W.

Der Beweis von (4.75) gliedert sich in 4 Schritte:

Schritt 1

Seien a,b € X verschiedene Punkte, A, B € R. Dann existiert f € W mit f(a) = A und f(b) = B.
Schritt 2

Gegeben sei f € C(X), a,b € X, € > 0. Dann gibt es eine offene Umgebung V3 um b und eine Funktion
hap € W mit hgp(a) = f(a) — § und hep(z) < f(z) ¥V 2 € V.

Schritt 3

Gegeben sei f € C(X), a € X und € > 0.

Dann gibt es eine offene Umgebung U, von a und eine Funktion h, € W mit

f(x) > he(z) Vo e X und he(z) > f(z) — eV o € U,.

Schritt 4: Beweis des Satzes.

Beweis von Schritt 1

Nach (iii) existieren g,h € W mit g(a) # 0, g(b) = 0 sowie h(a) =0, h(b) # 0.
Setzef::ﬁ-g+%-h.

Insbesondere existiert zu jedem a € X ein f € W mit vorgebenem Funktionswert in a.

Beweis von Schritt 2

Nach Schritt 1 existiert eine Funktion hqj € W mit hyp(a) = f(a) — § und hqp(b) = f(b) — 5.

Die Menge Vj, := {z € X : hyp(x) < f(x)} ist als Urbild von (0,00) unter der stetigen Abbildung
f — hqp offen und es gilt b € V}, wegen hq (b)) < f(b).

Beweis von Schritt 3

Seien f € C(X), a € X und € > 0.

Zu jedem b € X existieren h,p € W und eine offene Umgebung V, mit den Eigenschaften aus Schritt 2.
Es gilt: X = Upex Vo

X ist kompakt, somit ex. eine endl. Teiliiberdeckung X =V}, U---UV;, , n € N fiir geeignete by, - - , by,.
Nun definiere: hg = hqp, A+ Ahayp, € W. Nach Konstruktion gilt: he(z) < hep,(z) < f(2) V2 € V.
Wegen (Jj_, Vi, = X folgt ha(z) < f(z) ¥V x € X. Es bleibt U, zu konstruieren.

Wegen hg(a) = f(a) — § > f(a) —eist Uy := {x € X : hq(x) > f(x) — €} offene Umgebung von a.
Beweis von Schritt 4

Sei f € C(X). Zu jedem a € X haben wir h, € W konstruiert, so dass f(z) > hqe(z) V z € X gilt,
aber ho(z) > f(x) — € Vo € U,. Nun gilt: X = (J,cx U, und aufgrund der Kompaktheit von X folgt

somit bereits X = U,, U---UU,, mit n € N fiir geeignete ay,--- ,ay.
Nun gilt: h:=hg, V-V hg, € W und f(x) > h(z) > f(z) —eVz € X.
Es folgt |f(z) —h(z)| < eV 2 € X & supyey |f(x) = h(z)| =||f —h| <e O
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(4.76) Satz (Satz von Stone-Weierstrafi: 2. Variante)

Sei X # & ein kompakter metrischer Raum. Sei W C C'(X) mit

(i) fgeW = fH+geW, cfe WVceR;

(ii) f,geW = f-g€& W und W enthalte die konstanten Funktionen;

(iii) W besitze die Punktetrennungseigenschaft.

Dann gilt: Zu jedem f € C(X) und zu jedem e > 0 existiert h € W mit || f — hl[sup < €.

Bemerkung: Der Unterschied zu (4.75) liegt in der Forderung f-g € W anstatt |f| € W fiir f,g € W.

Beweis
Es sei W der topologische Abschluss von W in (C(X), dsup). Das bedeutet:
Zu jedem f € W und € > 0 existiert ein h € W mit dgup(f, h) = sup,ex |f(z) — h(z)| < €.
Wir zeigen: Auch W besitzt die Eigenschaften (i)-(iii).
a) Zu zeigen: f,geW = f+geW.
Sei € > 0 gegeben und fi,g91 € W, so dass || f — fillsup <€, [|g — g1]lsup < €. Dann folgt:
dewp(f + 9, /1 +91) = I(f +9) — (1 + 90)llsup < I = fillsup + lg — g1llsup < 2¢.

b) Zu zeigen: f,ge W = f.ge W.
Sei wieder € > 0 gegeben.
Sei ferner fi,g1 € W so, dass || f — fillsup <€, [|g — g1]lsup < € mit € := min{1l

Dann folgt: || fg — fig1llsup= [|f(g9 — 1) + 9(f = f1) = (f — f1)(9 — 91)lsup
<|f(g - gl)Hsup +[lg(f — fl)”sup +[I(f = f1)(g — gl)Hsup
<[ fllsupllg — g1llsup + Igllsup | f = fillsup + [ f = fillsupllg — g1 lsup
< E(|[fllsup + lIgllsup +1) <€

FERy I
» T Tsup Hlgloup T

Wegen W C W gilt natiirlich die Punktetrennungseigenschaft sowie der 2. Teil von (ii).
Der 2. Teil von (i) war ohnehin trivial. Wir zeigen nun: f e W = |f| € W.
Damit folgt dann die Behauptung aus (4.75).

Hier zunéchst:

(4.77) Hilfssatz (Stone- Weierstraf$-Argument)

Auf dem Intervall [—1,1] existiert eine Folge von Polynomen (p,)nen, die gleichméBig die
Betragsfunktion x — |z| approximiert.

Beweis: nichstes Ubungsblatt.

Zunéchst zum Beweis von (4.76):

Sei f € W. Wir approximieren |f|. Sei hierfiir g := m Dann gilt offenbar |g(z)] <1V z € X.

Nach (4.77) existiert ein Polynom p, mit |p,(g(z)) — |g(z)]| < e Vz € X.
Die Funktion p,, o g liegt aber in W. Also |g| € W. O

(4.78) Folgerung (Weierstrafsscher Approzimationssatz)
Sei f:[a,b] = R (a < b € R) stetig.
Dann existiert eine Folge (pp)nen von Polynomen, die gleichmiflig gegen f konvergiert.

Beweis
Mit X = [a,b] und W := {Polynome auf [a,b]} sind die Voraussetzungen von (4.76) erfiillt. O
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5 Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer
Veranderlicher

1 Partielle Ableitungen und totale Differenzierbarkeit

Es sei D C R"™ beziiglich der Produktmetrik offen.
Ziel dieses Kapitels ist das Studium von Funktionen f : D — R (oder allgemeiner, f: D — R").

(5.1) Bemerkung

Ist D C R" offen in R™ (mit Prod.metrik), so ist D; := {z; € R: (a1, - ,aj-1,2j,aj41, - ,an) € D}
offen in R (mit der iiblichen Metrik). Genau dann wenn D; offen in R ist, existiert zu jedem y € D;
ein e >0 mt (y — €,y + €) € D;. Es sei ohne Einschrénkung 0 € D;.

Ist f : D — R eine Funktion, erhélt man mit f; : (—¢,€) = R, f](x]) = fai, -+ ,aj-1,T5,aj41, - ,Qp)

eine Funktion in einer Variable (a1, - ,aj—1,aj41, - ,an fest). f; kann natiirlich differenzierbar sein.

(5.2) Definition

(i) Die Funktion f : D — R, D C R" offen, heifit im Punkt a = (a1,--- ,a,) € D nach der j-ten
Variablen z; partiell differenzierbar, wenn die Funktion f; : (a; —€,a; +€) = R,

fi(z;) = flar, -+ ,aj—1,2,a41, - ,an) im Punkt aj differenzierbar ist.
Schrelbwelse 8 f(a/l, .o an) — fj (a’]) — hmh 0 f( ai, - ,a5—1 a]+h CL]ZI n) f(ah . an)

(ii) Die Funktion f : D — R heifit partiell differenzierbar, wenn sie in jedem Punkt nach jeder
Variablen differenzierbar ist.

Man kann die partiellen Ableitungen 0; f, j = 1,--- ,n wieder als Funktionen von D nach R auffassen.
Man schreibt auch: =0;f.
(5.3) Satz

Die Funktion f: D — R, D C R" offen, sei partiell differenzierbar.
Existiert fiir a € D eine Umgebung U(a), in der alle partiellen Ableitungen von f beschrinkt sind,
das heiit, |0;f(z)| < CVaxeU(a), j=1,---,n,so ist f stetig in a.

Beweis

Es gilt fiir x € U(a):

flxy, - zn)—flar, -+ ,an) = Z?:l (f(xh... Ty A, Lan)— f(xy, - - TGy @y Ay, ’an)).
Nach dem Mittelwertsatz existieren Zwischenstellen &; zwischen x; und a;, so dass gilt:

F@1, o m a1, an)—f(@1, @1, ag, e an) = 05f (1, 21, &, A, an)-(2j—aj).
Also | f(@1,--- ﬂxn)_f(ah T 70’71)’ < Z?:l ’f(xh T A4, 7an)_f<x17 B S B R S R
<> Clzj—aj] < Cndfira € (a1 —d,a1 +9) x -+ X (an — d,an + ) C Ula), d > 0 geeignet, ¢ >
Wiihle 6 < &, so dass Us(a) C Uf(a). Us(a) O

Die Voraussetzung in (5.3) ist beispielsweise erfiillt, wenn die partiellen Ableitungen in a stetig sind.
Ist also eine Funktion stetig partiell differenzierbar (das heifit, die partiellen Ableitungen 0; f existie-
ren und sind stetig), so muss f stetig sein. Man kann durch Gegenbeispiel zeigen, dass die Existenz
der partiellen Ableitungen alleine — im Gegensatz zur reellen Analysis in einer Verdnderlichen — nicht
notwendigerweise die Stetigkeit impliziert.
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Hohere partielle Ableitungen

Sind die partiellen Ableitungen 0; f selbst wieder partiell differenzierbar, kann man héhere partielle
Ableitungen bilden.

(5.4) Definition

Eine Funktion f : D — R, D C R" offen, heifit k-fach stetig partiell differenzierbar, wenn die
partiellen Ableitungen 0, f,---,0;, f fiir alle 1 < j1,-- -, jp < n existieren und stetig sind.

(5.5) Satz (Satz von Schwarz)

Die Funktion f: D — R, D C R" offen, sei zweimal stetig partiell differenzierbar.
Dann gilt 0;0;f = 9;0;f. Das heifit: partielle Ableitungen darf man vertauschen.

Beweis
Es sei ohne Einschrinkung n = 2 (da nur nach zwei Variablen partiell abgeleitet wird).

Sei a = (a1,a2) € D. Betrachte die Funktion H : D\ {2z : 21 = a1,22 = a2} = R,

H(z1,29) = f(xl:xz)*f((;lllv_fvjl))*(gﬂilézi)Jrf(al7a2) = (z1—ap)"! [f(xl7552)*f(-7317a2x)2]:([1.];(a17932)*]"(@170«2)]

Fir g : R\{a2} — R, g(x2) = [f(z1,22)—f(x1,a2)]—[f (a1, z2)— f(a1, az)] gilt nach dem Mittelwertsatz
H(zy,29) = 82f($1’§1):2ff(a1’§) = 0102f(n, ) fiir ein ) zwischen x; und a1 und ein £ zwischen z und as.
—1 [f(=1,22)— f(a1,22)]—=[f(z1,a2)—f(a1,a2)]

Schreiben wir umgekehrt H(z1,22) = (z2 — ag) , so gilt analog

T1—ai
H(zy,29) = 011 (n ’sz:aaif(n a2) 0201 f (1, &) fiir ein 1) zwischen x1 und a1 und &’ zwischen x5 und as.
Nach Voraussetzung sind die partiellen Ableitungen jedoch stetig, folglich gilt fiir jeden Punkt a € D:
M, 20)—(ar,a2) H(zy,22) = 0102f(a1,a2) = 0201 f (a1, a2). O
Nun moéchten wir allgemeiner den Differenzierbarkeitsbegriff fiir f : D — R™, D C R" offen, einfiihren.
Hierzu zerlegen wir die Funktion: f = (f1,--- , fm). Jede Komponente ist eine Funktion von D nach R.
(5.6) Definition @) - S

; ; " 9y . .. .
Die Matrix J(f;z) := o = (aiu (:I})) 1<u<m Dennt man — sofern sie existiert — die
Wqb(gc) ﬁ(x) 1<v<n

Funktionalmatrix oder Jacobi-Matrix von f an der Stelle x.

Es stellt sich folgendes Problem: f : D — R™, D C R" offen, g : D' — RP, D' C R™ offen, f(D) C D'.
Wie lautet die partielle Ableitung von h = g o f? Zur Erinnerung: Im Fall n = m = p = 1 lautet die
Kettenregel (g o f)'(a) = ¢'(f(a))f'(a). Kénnen wir diese Formel verallgemeinern?

ail - Qin

Die Matrix A = ( 11 1 ) definiert eine lineare Abbildung ¢4 : R™ — R™, l4(x) = y.
o b11 bim

Ist £ : R™ — RP eine weitere lineare Abbildung mit B = < Do >, so kann man die zusammen-

gesetzte Abbildung £p o l4 =: {o : R™ — RP betrachten. bp1 -+ bpm

Aus der linearen Algebra wissen wir, dass diese wiederum durch die Matrix C' = B- A beschrieben wird;

das heifit: ¢;; = > ) bigarj, 1 <i<p, 1 <j<nalso B(A(z)) = C(z).

Nun formulieren wir zunachst die Definition der Differenzierbarkeit um.
Es gilt f'(a) = limg_q 28=1@ dag heift, LD=1@ _ £1(4) = R(x) mit R(z) =5 0.

r—a r—a

'Es gilt £4(2) = A -, hierbei wird 2 als Spaltenvektor aufgefasst. Man schreibt in diesem Fall auch einfach A(z).
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T—a

Definiert man nun r(z) = (z — a)R(x), so gilt f(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + r(x) mit ;(IZ — 0,
wobei offensichtlich lim,_,, % = limg_,q % = lim,_,, R(x) = 0 gilt.
Somit ist hm (C)L = 0 bzw. h_r)n E r(e )‘

Dies lésst smh nun auf den allgemeinen Fall iibertragen:

Ersetze f’(a) durch die Jacobi-Matrix J(f;a). Da (z —a) € R™ ist, ist J(f;a)(z — a) wohldefiniert.
Man kann r(z) definieren durch f(x) = f(a) + J(f;a)(x — a) + r(x).

Wann gilt HT(I)H 2220, wobei ||.|| die Maximumsnorm (Produktmetrik) sei?

= 0 hinreichende Bedingung fiir Differenzierbarkeit im Punkt a.

26.6.2014
(5.7) Satz
Die Abbildung f: D — R™, D C R"” offen, sei fiir ein festes a € D stetig partiell differenzierbar.
Definiert man r(x) durch die Gleichung f(z) = f(a) + J(f;a)(z — a) + r(x), so gilt rle) T4,

[[z—all

Beweis: Ubungsaufgabe!

(5.8) Definition
Eine Abbildung f : D — R™, D C R" offen, heiflt in einem Punkt a € D total differenzierbar,

ail - Gin
wenn es eine Matrix A = < : ) gibt, so dass f(x) = f(a)+A(z—a)+r(z) mit Hr(x)” 280 gilt.

am1 ** Gmn

Mithilfe dieses Begriffs kann man Satz (5.7) wie folgt ausdriicken:
Jede stetig (partiell) differenzierbare Abbildung ist total differenzierbar.

(5.9) Lemma
Die Abbildung f: D — R™, D C R" offen sei total differenzierbar inaeD.
Dann ist sie auch partiell differenzierbar in a und es gilt: J(f;a) = A. E|

Beweis (fiir den Spezialfall n = 2, m = 1)

In diesem Fall sieht die obige Formel folgendermaflen aus:

Flar, ) = flar, az) + (a1, a2) (220 ) + r(x1, 22). Bs folgy [En=lone) _ ) r(ene),
——

Tro2—a2 Tr1—al r1—ail
1x2-Matrix
Mit dem Grenziibergang x; — a; folgt 01 f(a1,a2) = a1 und analog d2f (a1, az) = ao. O

Also gilt: ‘stetig partiell differenzierbar = total differenzierbar = partiell differenzierbar.

(5.10) Satz (Kettenregel)

Gegeben seien zwei stetig differenzierbare Abbildungen
f:D—=TR™ DCR"offen, g: D' - RP, D C R™ offen, f(D) C D'.
Dann ist auch h := g o f stetig (partiell) differenzierbar und es gilt: J(go f;a) = J(g; f(a)) - J(f;a).

Beweis: Ubungsaufgabe!

b f(@) = fla) + (@ — o) 2L — f(a) + (x - a) f'(a) + (v — ) L2=LE — (3 — a) f'(a) = f(a) + (x — a)['(a) + 7 (x).
2 A bezeichnet hierbei die Matrix nach Definition (5.8).
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(5.11) Spezialfille

(i) (p=1) f:D—=R"™ ¢g:D — R, DCR"offen, D' C R™ offen, f(D) C D'
In diesem Fall ist die Jacobi-Matrix von g genau J(g;b) = (019, ,Omg)(D).
Somit lautet die Kettenregel: 5 Oh ( )=y Byk( )%( ) mit b = f(a).

(ii) (p=n=1) h(z) =go f(z) =g(f(z ))—9(f1( ).+ fml®)), €D CR

h ist somit eine Funktion in einer Verinderlichen.
Die Kettenregel lautet in diesem Fall: h'(x) = Y7, dpg(f(x)) - fi.(x).

(5.12) Anwendungen

(i) Richtungsableitung
f:D—= R, DCR"offen, f stetig differenzierbar, a € D, a € R".
Die Richtungsableitung von f im Punkt a in Richtung « ist die Ableitung der Funktion g
gegeben durch g(t) = f(a + ta) im Punkt ¢ = 0.
Aus der Kettenregel folgt ¢/(0) = > p_; Oxf(a)ay, dies ist das Skalarprodukt der Vektoren
(Vf)(a) = (01f(a), -+ ,0-f(a)) und a. (Vf)(a) nennt man den Gradienten von f in a.
Also gilt ¢'(0) = (Vf)(a),a).
(ii) Koordinatentransformation
D, D’ C R" seien offen.
Ein C*-Diffeomorphismus (k € N) ist eine bijektive Abbildung ¢ : D — D’ mit der Eigenschaft,
dass sowohl ¢ als auch ¢! k-fach stetig differenzierbar sind.
f: D" — R sei k-fach stetig differenzierbar.
Dann ist auch g : D — R, g = f o ¢ k-fach stetig diff’bar mit 9;g(a) = > ;_; O f(p(a)) - ?f’? (a).
(iii) Polarkoordinatentransformation
Es seien D' := {(r,p) € R?: 7 >0, ¢ € (0,2m)}, D :=R?\ {(x,9) : 2 > 0,y = 0}.
Betrachte h: D' — D, h(r,¢) = (x,y) mit 2 := rcosp und y := rsin ¢.
Die Polarkoordinaten von (z,y) sind (r, ¢).
Der Laplace-Operator A ist definiert durch Af := 0,0, f + 0,0, f = ax Ot S 6y)27 feCc?D).
Nun wollen wir diesen Operator auf Polarkoordinaten umtransformleren

Das heifit, fiir den transformierten Operator A* gilt A*g = A*(foh) = (Af)oh, f € C?*D).

Man kann zeigen: A*g = (8 *372 1 ag + % (8<p) (Ubungsaufgabe!)

2 Der Satz fiir implizierte Funktionen

Gegeben seien n Funktionen in n Verédnderlichen. Betrachte eine Funktion f : D — R™, D C R™ offen.
Wann ist diese Abbildung umkehrbar, wann existiert also g : f(D) — R" mit f(z) =y < x=g(y)?

Sind f und g beide stetig diff’bar, gilt nach der Kettenregel J(g; f(a)) - J(f;a) = E,, denn go f = id.
Das heifit, die Jacobi-Matrix J(f;a) muss fiir alle a € D invertierbar sein.

Wir folgern: Notwendig fiir die Umkehrbarkeit einer Abbildung f : D — R”™ ist unter geeigneten
Differenzierbarkeitsvoraussetzungen die Invertierbarkeit der Jacobi-Matrix J(f;a) fiir jedes a € D.
Leider ist diese Bedingung nicht hinreichend. Hierzu betrachten wir folgendes Gegenbeispiel:

D =R2\ {(0,0)}, f: D —R2 f(r,¢) = (rcosy,rsing).[

Bs gilt J(f; () = (S8 Jeans ) wnd det(J(f: (r,))) = r(cosg)?® + r(sing)? =7 > 0.

Somit ist J(f;(r,p)) invertierbar V (r,¢) € D, wegen der 2w-Periodizitét ist f jedoch nicht injektiv!

'Hierbei ist dyr = Org(f(a)).
2t ist hierbei aus (a — t*, a 4 t*), wobei t* hinreichend klein gewhlt ist, so dass Uy C D ist.
3R?\ {(0,0)} ist die sogenannte punktierte Ebene.
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(5.13) Satz (Satz fiir umkehrbare Funktionen, 1. Teil)

Sei f: D — R™ D C R" offen, stetig diff’bar mit invertierbarem J(f;a) fiir jedes a € D. Dann gilt:

(i) f ist offen (das heifit, Dy C D offen = f(Dy) C R™ offen).

(ii) f ist lokal umkehrbar, zu jedem a € D existiert also eine offene Umgebung Dy, a € Dy, Dy C D,
so dass die Einschrénkung f|p, umkehrbar ist.

Beweis

Wir werden zeigen, dass zu jedem a € D positive Zahlen R,r > 0 existieren, so dass zu jedem yy € R"
mit [|yo — f(a)|] < R genau ein zp € D mit ||zg — al| < r und f(zg) = yo existiert.

Dann gilt ndmlich: Ug(f(a)) C f(D), das heifit, f(D) ist offen und f|pny, (q) ist injektiv.

30.6.2014
Zunéchst betrachten wir den Spezialfall f(a) =a =0, J(f;a) = Enxn.
Idee: Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes.
Definiere dazu F' durch F(z) := x — f(z) + yo, denn dann gilt f(zo) =yo & F(x) = zo.
Nun sollen R,r > 0 so bestimmt werden, dass folgende Eigenschaften erfiillt sind:
i) U,(0)={zeR":|z|| <r}C D;
(i) Fiir jedes yo € Ur(0) gilt: [lzf| < v < [|F(2)]| = [l — f(z) + ol < R;
(iii) Fiir z,2’ € U,(0) gilt: ||F(z) — F(z')| < %Hx — 2.

Zur Konstruktion von r iiberlegen wir uns:

(i) ist durch eventuelle Verkleinerung von r leicht zu erfiillen (denn 0 € D mit D offen);

(ii) berticksichtigen wir erst bei der Wahl von R.

(iii) Die Bedingung ||F(z) — F(2')|| < ||z — 2’| ist unabhéngig von yo.
Im Fall n = 1 folgt sie aus dem Mittelwertsatz, denn fiir die Funktion h mit h(z) := z — f(x)
folgt |z — f(x) — 2’ + f(2')| = |W/(§)||x — 2’| fiir eine Zwischenstelle £ zwischen x und 2’
Zu realisieren ist die Ungleichung |W/(£)| < 4. Wegen J(f;a) = E ist f'(0) = 1, also h/(0) = 0.
Fiir ein hinreichend kleines r gilt die Ungleichung also, da h stetig ist.
Offensichtlich ist es nun naheliegend, ein Analogon zum Mittelwertsatz fiir n > 1 zu suchen.

(5.14) Hilfssatz (Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechnung)

Sei h: D — R, D C R" offen, stetig differenzierbar.

Ferner seien a,b € D, so dass die gesamte Verbindungsstrecke a+t(b—a), 0 <t < 1, in D enthalten ist.
Dann existiert auf der Verbindungsstrecke ein Punkt &, so dass gilt: h(b)—h(a) = Y p_; Oxh(E) (b —ak).
Speziell gilt dann: |h(b) — h(a)] < C - ||b — al| mit C > 37, [Oxh(§)].

Beweis

Zunichst wenden wir den gewthnlichen Mittelwertsatz an: Wir definieren die Funktion hg : [0,1] — R
durch ho(t) = h(a + t(b — a)) und erhalten %’80(0) = hy(to) fiir ein to € (0,1).

Aus der Kettenregel folgt dann h{(to) = > p_; Okh(§)(br — ar) mit £ = a+ (b — a). O

Zurtick zum Beweis von (5.13):

Wenden wir (5.14) nun auf die Komponenten hq,--- ,hy von h: D — R", h(z) = F(x)—yo =z — f(z)
an, so folgt ||z — f(z) — 2’ + f(2')|| < 5|z — /||, vorausgesetzt, r ist hinreichend klein gewihlt, so dass
max; y_p_ |Okhi(§)| < % fiir alle &€ mit |£| < r gilt. Dies ist moglich, da J(h;0) = Epxn — Enxn = Onxn
gilt und somit dxh;(0) =0 V1 < i,k < n folgt und die partiellen Ableitungen stetig sind.

Zur Konstruktion von R iiberlegen wir uns nun:

(ii) muss erfiillt sein; fiir jedes yo € Ug(0) muss also gelten: ||z|| < r = ||F(z)| = ||lz— f(z)+vo| < R.
Eventuell miissen wir hierzu auch r noch weiter verkleinern.
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Da nach Voraussetzung f(0) = 0 und J(f;0) = Ej,xyn gelten, folgt:

f@) = £(0) + J(f;0)(x = 0) + r(x) = 2+ r(x) mit & = 0.
Also ist [l — f(x) + yoll < [l = f(@)I + [lyol| < [Ir(2)]| + llyoll
Sei nun r bereits so klein gewéhlt, dass llTl(fZC\\)ll < 3 fiir [|z]| < r gilt.

Dann erfiillt die Wahl R = § némlich die Bedingung (ii), denn:
lz = f(z) + ol < 7@l + llyoll < 5llzll + llyoll < § + 5 =7 fiiw [|z]| < und ||yol < R.

Bislang hatten wir nur f(0) =0, J(f;0) = E,x, betrachtet. Dies muss noch verallgemeinert werden.
Seien also die Voraussetzungen aus (5.13) gegeben. Betrachte die Abbildung g : Dy — R", gegeben
durch g(x) = J(f;a) " [f(z + a) — f(a)] mit Dy := {x € R" : x +a € D}.

Offenbar erfiillt diese Abbildung genau ¢(0) = 0, J(g;0) = E,x,. Folglich existieren offene
Umgebungen U,V um 0, so dass g(z) = yp fiir jedes yo € V eindeutig durch z € U lssbar ist.

Somit ist die Gleichung f(z) = yo fiir jedes yp € Vp eindeutig durch x € Uy 16sbar; hierbei seien
Upi={zeR":x—acU}, Vo:={yeR: J(f;a) "y — f(a)) € V}.

Beide Mengen sind offen, da Urbilder offener Mengen offen sind. Somit ist f lokal umkehrbar. O

(5.15) Satz (Satz fir umkehrbare Funktionen, 2. Teil)
Sei f: D — R™ D C R" offen, eine stetig diff’bare Abb. mit inv’barer Jacobi-Matrix J(f;a) Va € D.
Zusétzlich sei f umkehrbar, es existiere also g : f(D) — R mit f(z) =y & = = g(y).

Dann ist auch g stetig partiell differenzierbar und es gilt:
J(g;b) = J(f;a)”! fir b= f(a) & a=g(b).

Beweis: Ubungsaufgabe!

(5.16) Satz (Satz fiir implizierte Funktionen)

Sei f: D — R™, D C R"™ offen, eine stetig differenzierbare Abbildung.

AuBerdem sei ein Punkt (a,b) € D, a € R", b € R™ gegeben, so dass f(a,b) = 0 ist und fiir die
Abbildung f, : Dy — R™, Do :={y € R : (a,y) € D}, fu(y) := f(a,y) die Jacobi-Matrix J(fs;b)
invertierbar ist. Dann gibt es offene Mengen a € A C R™, b € B C R™, so dass fiir jedes z € A genau
eine Losung y € B der Gleichung f(z,y) = 0 existiert.

Beweis: Ubungsaufgabe!

(5.17) Beispiel (Polarkoordinatentransformation)
Wir betrachten die Abbildung A : (r,¢) — (r cos ¢, rsin ¢). Die Jacobi-Matrix lautet (COW o Sin“’).

siny rcosp
Diese ist invertierbar fiir r > 0, denn det(J(h; (r,¢))) = r(cos? ¢ + sin ) = r # 0.
Aus dem Satz fiir umkehrbare Funktionen folgt nun, dass h in einer geeigneten Umgebung eines
beliebigen Punktes (rg, pg) mit 79 > 0 invertierbar ist.

3 Extremwerte differenzierbarer Funktionen 3.7.2014

(5.18) Definition

Eine Menge D C R" heifit konvex, wenn mit je 2 Punkten a,b € D auch die gesamte Verbindungs-
strecke a +t(b—a), 0 <t <1 in D enthalten ist.
Beispielsweise ist U, (a) = {x € R": ||z — a|| < r} konvex, wobei ||.|| die Maximumsnorm sei. E|

4Die Kugel mit euklidischer Norm ist somit insbesondere auch konvex.
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(5.19) Bemerkung

Sei f: D — R, D C R" offen und konvex, eine total differenzierbare Funktion, deren partielle Ablei-
tungen 0 f,---,0,f auf D verschwinden. Dann ist f auf D konstant (und umgekehrt).

Beweis

Seien a,b € D beliebig; zu zeigen: f(a) = f(b).

Nach Konvexitit von D liegt die gesamte Verbindungsstrecke a +t(b—a), 0 <t <1, in D.

Alsoist g: (—e,1+¢€) = R, g(t) := f(a+t(b— a)) definiert und es gilt nach der Kettenregel:

g ) =>F_10kfla+t(b—a))(by—ax) = 0. Somit ist g konstant, also ist f(a) = ¢g(0) = g(1) = f(b).0

=0

(5.20) Definition

Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(i) D C X heifit zusammenhiingend, wenn jede lokal konstante Funktion f : D — R konstant ist.

(ii) D C X heifit bogenweise zusammenhéngend, wenn es zu je zwei Punkten a,b € D eine stetige
Abbildung ¢ gibt mit ¢ : [0,1] = D, ¢(0) = a und ¢(1) = b.

(iii) D C R™ heifit Gebiet, wenn D offen und zusammenhéngend ist.

(5.21) Bemerkung

(i) Jedes Intervall D C R ist zusammenhéngend.
(ii) Jeder bogenweise zusammenhingende metrische Raum ist zusammenhéngend.

Beweis
(i) Sei f: D — R lokal konstant, so gilt f/(z) =0V x € D. Wie Wir aus der Analysis I wissen, muss
in diesem Fall f konstant sein, da fiir a # b € D gilt: ( = f'(€§) = 0; somit f(b) = f(a).

(ii) Sei f : X — R lokal konstant. Zu zeigen ist, dass f konstant ist, also f(a) = f(b) V a,b € D gilt.
Nach Voraussetzung existiert eine stetige Abbildung ¢ : [0,1] — X, ¢(0) = a, ¢(1) =b.
Da f lokal konstant ist, existiert zu jedem x € X ein e = C(x) > 0, so dass f|y,(,) konstant ist.
Somit existiert zu jedem t € [0, 1] ein € > 0, so dass f o ¢[[,1)nv. () konstant ist.
Somit ist f(a) = fop(0) = foe(l)= f(b). U
(5.22) Bemerkung
Sei D C R"™ ein Gebiet und f : D — R total differenzierbar, so dass alle partiellen Ableitungen ver-
schwinden. Dann ist f konstant.

Beweis
Da alle partiellen Ableitungen von f verschwinden, ist f lokal konstant.
Da D ein Gebiet und somit zusammenhéngend ist, ist f per definitionem konstant. O

(5.23) Definition

Sei (X, d) ein metrischer Raum und f: X — R eine Funktion.

Ein Punkt a € X heifit lokales Maximum von f, wenn es eine Umgebung U C X von a gibt,
so dass f(z) < f(a) V x € U gilt.

Ein Punkt a € X heifit lokales Minimum von f, wenn es eine Umgebung U C X von a gibt,
so dass f(x) > f(a) V x € U gilt.

Ein Punkt a € X heifit lokales Extremum, falls a lokales Minimum oder Maximum ist.

(5.24) Bemerkung

Sei f: D — R, D CR" offen, total differenzierbar und a € D lokales Extremum von f.
Dann gilt O f(a) =0V Ek=1,---,n
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Beweis

Sei j € {1,--- ,n}, € >0, so dass Uc(a) C U ist, wobei U so gewihlt sei, dass a in U Extremum ist.
Die Funktion g,—; : (—€,€) = R, g4—;(6) := f(a1, -+ ,aj—1,a; + d,aj41, - ,ap) ist differenzierbar
und besitzt eine lokale Extremstelle in ¢ = 0. Somit ist 0 = g,—;(0) = 9; f(a). O

Leider ist das Verschwinden partieller Ableitungen keine hinreichende Bedingung fiir das Vorliegen
einer lokalen Extremstelle. Lésst sich, wenn wir die hoheren Ableitungen betrachten, eine Analogie zu
folgendem Kriterium aus dem eindimensionalen Fall finden?

Sei f: D — R, D C R" offenes Intervall, zweimal stetig diff 'bar in a 6 D mit f’(a) =0und f"(a) < 0.
Dann ist a lokales Maximum, denn der Mittelwertsatz besagt: ! (z) f = f’(&) mit £ zwischen a und x.
Nun ist aber f”(a) < 0 und f” stetig, also gilt f”(x) < 0 in ciner geelgneten Umgebung U (a).
Somit ist f" in Uc(a) monoton fallend, denn Fle)-fza) _ ¢n (&21,25) < 0, somit folgt:

f’(l’l) < f/(.%'g) fir T1 > T9 bzw. f (xl) > f (xg)xlfl'l?xl < Z9.
Insbesondere gilt fiir 1 = a: (x) f(a = f'(€) <0 fiir z > a und f(yyi (&) > 0 fir y < a.

Somit ist f(a) > f(x) fur alle = c U (a).

Wir haben gezeigt:
(5.25) Satz

Sei f: D — R zweimal stetig differenzierbar, D C R offenes Intervall, a € D mit f'(a) = 0.
Sei Dy C D ein offenes Teilintervall mit a € Dy, auf welchem f” negativ ist.
Dann besitzt f|p, ihr absolutes Maximum in «a, also f(z) < f(a) ¥ x € Dy \ {0}.

Finden wir nun eine Analogie fiir den mehrdimensionalen Fall?

O11f(a) =+ On1f(a)
Die Matrix H = H(f;a) := SR nennt man die Hesse-Matrix von f in a € D.
81nf(a) annf(a)

Da f zweimal stetig differenzierbar ist, ist die Hesse-Matrix wegen 0;; f(a) = 0j; f (a) symmetrisch.

(5.26) Definition

Eine symmetrische Matrix H = (h;;)1<i j<n heifit positiv definit, falls fiir jedes 0 # x € R™ gilt:
tTHr = szzl hijx;xz; > 0. Analog nennt man sie negativ definit, falls —H positiv definit ist.
Eine symmetrische Matrix nennt man definit, falls sie entweder positiv oder negativ definit ist.

(5.27) Satz

Die Funktion f: D — R, D C R" offen, sei zweimal stetig differenzierbar.

Sei a € D so, dass 0jf(a) =0 fir j =1,--- ,n gilt und H(f;a) = (0if(a))i<i j<n negativ definit ist.
Dann besitzt f in a ein lokales Maximum.

Beweis

Sei a € R™ und g,, gegeben durch g, (t) = f(a + ta).

Fiir ein geeignetes € = e(a) > 0 ist g, auf ganz U.(0) definiert.

Nach der Kettenregel gilt g/, (a) = > p_; O f(a)ar => p_10- o =0.

Somit folgt g (t) = 37—, 95[0kf(a + ta)or] = 7%, 1 Ojif(a + ta)ajay.

Sei U :={(a,t) e R" x R:a+ta € D, gi(t) <0}.

Da h=}(D) mit h : R® x R — R, (a,t) + a + ta stetig ist und auch g/ (¢) eine in t und « stetige
Funktion ist und die Menge U = {(a,t) e R"" x R:a+ta € D} N{(a,t) € R®" x R : gl'(t) < 0} gilt,
ist U als Vereinigung zweier offener Mengen offen in R*!. Es gilt S” x {0} C U, wobei S™ die Sphére
{a € R": ||a||2 = 1} ist und ||.||2 die euklidische Norm bezeichnet.
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Zu jedem Punkt (o, 0) € S™ x {0} existiert wegen Offenheit von U eine e,-Kugel U, ((«,0)) C U, und
da 5™ x {0} C Uaegn Ues2((,0)) C U gilt und S™ kompakt in R™ ist, ist S™ x {0} kompakt in R"*1.
Somit ist S™ x {0} C Uji_; U, /2((aw,0)) mit n geeignet und as,- - - , a;, geeignet.

Sei €, := minj<r<y €q,, dann gilt U, jo((,0)) C U, ((a,0)) C U mit oy = argminj=y ... , d(c, o)),
also U, 2((a,0)) CU V o € S™.

Folglich existiert ein € > 0 mit ||a|l2 = 1, [t| <€, also a + ta € D, g4(t) < 0.

Nun hat g, : (—€,€) = R, t+ ga(t), ||af]2 =1 1in ¢ = 0 ein absolutes Maximum.

Aber M ={z =a+ta: |t| <e¢, ||al|2 =1 ist eine Umgebung von a. O

Extremwerte unter Nebenbedingungen 7.7.2014

Sei D C R™ nicht leer, beschrinkt und offen, dann ist D kompakt.

Sei f: D — R stetig und zweimal stetig differenzierbar auf D.

Da D kompakt ist, nimmt f auf D ein Maximum an.

Nun gibt es zwei Moglichkeiten: Entweder wird das Maximum in a € D oder in a € 0D angenommen.
Merke, 0D ist im Fall n > 1 eine unendliche Punktmenge.

Wie bestimmt man das Maximum von f|gp? Betrachten wir folgendes Beispiel:

D = {x € R": ||z||2 < 1}, hier ist offensichtlich 0D = S™, also die Einheitssphére im R™.

Was ist also das Maximum der Funktion f: D — R unter der Nebenbedingung ||z|ls = 17

(5.28) Satz

Gegeben seien eine offene Teilmenge D C R, eine stetig differenzierbare Funktion f: D — R und
eine stetig differenzierbare Funktion g : D — R™.

Die Jacobi-Matrix J(g; x) habe fiir jedes z € D den maximal mdglichen Rang m (m x (n+m)-Matrix).
Sei M :={x € D : g(x) = 0} (Nebenbedingungsmenge). Ferner sei a € M lokales Extremum von f|a.
Dann existieren A1, -, A, € R (Lagrange-Multiplikatoren), so dass gilt:

0if(a) =Y Ty N5 (a) fiir i =1, ,n+m.

Bemerkung

Die lokalen Extrema von f|as sind unter den Losungen des folgenden Gleichungssystems zu suchen:
gila)=0firj=1,---,m, 0;f(a)= Z?il)\jggi(a) firi=1,--- ,n+m.

Die Anzahl der Gleichungen ist hierbei 2m + n, also die Anzahl der Unbestimmten. [[]

Beweis (in 3 Schritten)
Schritt 1
Wir betrachten den Spezialfall g : D — R™ mit f;(z) = x,44. Ist a lokales Extremum von f|, so gilt

O0if(a)=0firi=1,---,n,denn D, :={z € R": (,0) € D} istoffen.ﬂ {0 fir 1<i<n

O0if(a) furn <i<n+m;

Setzt man nun \; := Ony; f(a) fir j = 1,--- ,m, gilt 377, Ony; f(a) gg’b (a) =

also 9;f(a) = 371, )‘j%(a)‘

Schritt 2 (Transformationsinvarianz der Aussage aus (5.28))

Sei p: D — D, D,D C R™™ offen, ein Diffeomorphismus.

Definiere f : D - R, §: D — R™ durch fop:= fund jo f =g, a:= f(a).

Wir zeigen nun, dass die Aussage fiir (D, f,g,a) genau dann gilt, wenn sie auch fiir (D, f, §,a) gilt.
Gelte also die Behauptung aus (5.28), das heifit, J(f;a) = (A1, -+, A\m)J(g; @) fiir geeignete Ay, - -+, Ay
Nun folgt aus der Kettenregel J(f;a) - J(¢;a) = J(f;a) und J(§;a) - J(p;a) = J(g;a).

Somit ist J(f;a) = (A, -+ , Am)J(§, @) und umgekehrt.

!Die Unbestimmten sind hierbei die Konstanten a1, - , anim sowie die Lagrange-Multiplikatoren Ay, -« | Am.
2Zu (z,0) € D existiert eine e-Kugel beziiglich der Maximumsmetrik UiRM—m((ac, 0) c D = UX'(z) C D,.
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Schritt 3
Aus den Schritten 1 und 2 des Beweises folgt die Behauptung des Satzes, wenn wir einen geeigneten
Diffeomorphismus ¢ : D — D finden kénnen, so dass g;(x) = z,—; fiir i = 1,--- ;m gilt.

Da (5.28) eine notwendige Bedingung einer lokalen Extremstelle zum Gegenstand hat, reicht es, einen
Diffeomorphismus ¢ : U — U mit geeigneten offenen Umgebungen U, U um a (und cp( )) zu finden.
Nun hat J(g;a) maximalen Rang m, das heiit, die m Zeilenvektoren spannen einen m-dimensionalen
Teilraum R auf und lassen sich zu einer Basis von R" ™" ergénzen. Somit ldsst sich J(g; a) zu einer
(m + n) x (m + n)-Matrix J mit vollem Rang n + m ergéinzen, wobei die letzten Zeilen von J mit
denen von J(g; a) iibereinstimmen. Auierdem existiert eine Abbildung G : D — R™™™ mit G,,1; = g;
fiir j = 1,--- ,m, deren Jacobi-Matrix J(G;a) invertierbar ist, also J(G;a) = J.

Nach Satz (5.13) ist G lokal umkehrbar mit stetiger lokaler Umkehrabbildung. Somit definiert G einen
Diffeomorphismus ¢ : U — U, a € U C D, ¢(z) := G(z) fiir & € U, U offen, a € U geeignet.

Dieser Diffeomorphismus hat also die gewiinschte Eigenschaft. (I

(5.29) Beispiel

fiR" >R, f(z)= (], 2)?% S":={zeR": > " x?=1}. Was ist das Maximum von f|gn?
Nebenbedingung: g : R* — R, g(z) =Y." 22 — 1.

f ist stetig und S™ kompakt, somit nimmt f|gn ein Minimum und ein Maximum an.

Die Extremstellen erfiillen nach (5.28)' 0if(a) = A-0ig(a) fir i = 1,--- ,n. Das heifit:

T )2
2= m)” = Nogy & & ([IiL, zj)?* = 27; hierbei sei 2; # 0, da das Maximum von f|gn offenbar > 0 ist.

T;

Somit ist A 7# 0, also A =[], ijZ—l,---,n, folglich 22 = 22 = ... =22 = L

n
Da sich der Funktionswert f ( ) nicht dndert, wenn man x; durch —z; ersetzt, wird das Maximum

angenommen an (f’ e \f) mit f((ﬁ, . ,ﬁ)) = ()" Also gilt [T, 22 < (1)™ fiir alle 2 € S™.

4 Die Taylor-Formel

Wie lautet die Taylor-Reihe einer Funktion in mehreren Verénderlichen?

Zunéchst fiihren wir die Notation mit Multiindizes ein: | v = (v1,--- ,vp), v; € Ng fir 1 <j <n

| =30 k| (=TT (k) ¥ =1 a* fir z € R? Ty =(z,y)=> 1 TilYi
Ist f auf einer offenen Menge in R™ hinreichend oft stetig differenzierbar, setzt man:

Oz f _(871 --,% )und@”f‘-%.

Sei nun f: D — R, D C R" offen, k-fach stetig differenzierbar, a € D.

Fiir einen beliebigen Richtungsvektor o definieren wir g4 (t) := f(a + ta).

Diese Funktion ist in einer offenen Umgebung um ¢t = 0 k-fach stetig differenzierbar.

Es gilt: 10.7.2014
gn(t) = Z?:l Oif(a+ta)a; sowie
ga(t) =20, 83(2? L0if(a+ta)og) o = D i1 it ﬂ fla+ta)a;a;
=i m fla+ta)a; +2- Zl<z<]<n 0% " fla+ta)aoy
— E|V|:2 o L0 uf (a4 ta))a”

Per Induktion zeigt man unter entsprechenden Diff ’barkeitsannahmen: g&k)(t) = > %8” fla+ta)a”.

Nun sei f mindestens (N + 1)-mal stetig diff’bar. Dann gilt nach der Taylor-Formel in einer Variable:
Ja(t) = Zszo g(k>l§!o)tk + % fot(t — )N g+ (y)du im Entwicklungspunkt 0.
Mit x = a + ta gilt (z —a)” = t*a” fiir |v| = k, womit nach der Kettenregel folgt:
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(5.30) Satz (Taylor-Formel)
Sei f: D — R, D C R" offen und konvex, (n + 1)-mal stetig diff’bar und @ € D. Dann gilt V¥ = € D:
flo)= % LI (5 _0) 4 Ry(2) mit Ro(2) = (n+1) Y & [t —w)"(8” f(a+ta))(a+ua) du,

V!
v|<n lv|=n+1

beispielsweise <o %(a)(m —a)’ = fla)+ >0, 0if(a)(zi —a;) + 3 > =1 a%f(a)(xi —a;)(z; —aj).

(5.31) Bemerkung

Angenommen, f: D — R, D C R" offen und konvex, sei in a € D beliebig oft stetig partiell diff’bar.
Die Reihe ZueNg 81/5 !(a) (x — a)” heiBt Taylorreihe von f zum Entwicklungspunkt a.

Wie bereits im eindimensionalen Fall ist nicht klar, fiir welche £ € R™ die Reihe konvergiert und ob
sie im Falle der Konvergenz mit der Funktion f iibereinstimmt.

Eine Funktion f : D — R, D C R" offen, heiffit analytisch, wenn sie unendlich oft stetig partiell
differenzierbar ist und wenn zu jedem a € D eine offene Umgebung U um a existiert, innerhalb der

die Taylorreihe absolut konvergent ist und mit der Funktion f iibereinstimmt.
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6 Integrationstheorie

1 Das Integral fiir stetige Funktionen auf Kompakta

Esseidurch Q ={z € R" ra <xp <by, k=1,--- ,n} (ap < by fir k=1,--- ,n) ein abgeschlossener
Quader in R™ gegeben sowie eine stetige Funktion f: Q — R.

Wir moéchten das mehrfache Integral fQ x)dzy - - - da, definieren.

er versuchen, dies auf die elndlmensmnale Integrationstheorie zuriickzufiihren:

b
f f 2f .131,132, o .In)dfﬁl d.fL'Q f F '1:2,"' al‘n)de-
In d1esem Fall lie3e sich zwischen a9 und by iiber xo integrieren et cetera.

(6.1) Hilfssatz

Die Funktion f: Q — R, @ als Quader wie oben, sei stetig.
Dann ist die Funktion F': Q' = R, Q' = {(z2, -+ ,7,) € R" 1 :ap < xp < by, k=2,---,n}, gegeben
durch F(zo, -+ ,xy,) = ffll f(x1, e, -+, xy)dey, Wleder stetig.

Beweis

Da @ kompakt und f auf @ als stetige F'n gleichmifig stetig ist, existiert zu ¢ > 0 ein 6 = d(e) >
sodass |f(z1,22- ,2n) — f(y1,y2, - ,yn)| < €V z,y € Q mit max |zr — yr| < 0 gilt. Insbesondere
e, 2a) — Fm )l <€ (@1, ), (o1, o) € Q it ma [ — ] <

Somit ist |F'(za, - ,xn) — F(y2, -, yn)]
b b
= ‘fall f(zla"' 7zn)dz_fa11 f(zlay27"' 7y7’b)dz|
b
= |fa11 f(Zl,l'Q," : ’xN) - f(Zl,y2,‘ o 7yn)d2|

b
< Jo, [f(zr, 2o, mn) = f21,92, 0 L yn)|d2
<e< e(bl - al) v (.%'2, to 71.71)7 (y27 T 7yn> € Q mit maxo<i<n ’xk - yk’ < 4. (Il

(6.2) Definition

Das Integral iiber die stetige Funktion f: Q = R, Q={x € R":ap <z < by Vk=1,--- n},

wird induktiv definiert durch fQ x)dxy, - ,dx, = fQ’ [ f:ll flzy, - xn)dxl]dxg -dx,, mit

Q' ={(x2, ,zn) ER" ap <2, <b, V2< k <nl; f[a,b] dx—ff z (a <) fir n=1.

Mfo(l')dxZf;:'--fflf(x)dwl---dmn

1

(6.3) Satz

Sei f:Q —R stetl% Q C R" ein kompakter Quader o eine Permutation der Variablen.
Dann gilt: fan . (x)dzy - - dxy, = faan . fa;l f@)dzy, - - dzy,;

mit anderen Worten. es kommt nicht auf die Integrationsreihenfolge an.

Beweis
Fiir Funktionen f : @ — R der Form f(z) = [[;_, fx(zx) mit stetigen Funktionen in jeweils einer
Verénderlichen f, : [ag,bx] = R, k=1,---  n, ist die Behauptung trivial. E]

! Beispiel: n = 2, f(z) = fi(x1)fa(x2). Wegen Jo f@)dz =TT}, f:ll fr(zr)day gilt:
f;; (fabll f(@1) f(@2)dw1)dwe = fa2 J2(w2)dw2) f;ll fi(z1)day) f f:j f(x2) f(z1)das)da:.
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Seinun A:={g:Q = R:g(x) = Z fio(@1) - far(Tn), fo, : [ae, b)) — Rstetig V£ =1,--- ,n} die

Menge der stetigen F'nen, die sich als endl Linearkombination von F’'nen obigen Typs schreiben lassen.
Wegen der Linearitéit des eindimensionalen Integrals gilt

ng(‘T)dw: fQ Z;en 1f1k(x1) fnk(xn)dxldxn

= [ [ Zk (@) - i (an)de )day - - day,

= Zk:l fQ fln x1) -+ fn(zn)dzy - - - day, und die Behauptung gilt ebenfalls fiir alle g € A.
Da jede stetige Funktion f : Q — R gleichméflig durch eine Folge von Funktionen aus A approximier-
bar ist, E| ist der Satz bewiesen, sofern das mehrfache Integral ebenso wie das eindimensionale Integral
stabil gegeniiber gleichméafliger Konvergenz ist. Dies folgt aus dem néchsten Hilfssatz.

(6.4) Hilfssatz

Sei (Q C R"™ ein kompakter Quader und f : @Q — R eine stetige Funktion.
Dann gilt: | fQ z)dzy - dap| < || fllsup [Tiz1 (0k — ak).

Beweis
Sind f,g: Q — R stetig und f(z) < g(z) V z € Q, so gilt wegen der Monotonie des eindim. Integrals:

fQ x)dzy - -da, = f:: e ff;(ffll f(z1,-+ xp)dzy)dag - - - day, = fQ g(x)dxy - - - day,.

b
Insbesondere gilt also: <Jay 9@, en)dan
| Jo f(@)dar -+ dan| < [, If(@)|dzr - day < [ [[fllsupdar -+ dzn = || fllsup [ Tt (b6 — ). O

(6.5) Folgerung

Konvergiert die Folge (fi)ren von stetigen Funktionen fi : @Q — R gleichméBig gegen f : Q@ — R, so gilt
limp oo fQ fr(z)dxy - - - dzy, = fQ(limk_}OO fr(z))dxy - - - dxy,.

Beweis
Der gleichméfige Limes stetiger Funktionen ist stetig. Somit ist f stetig, also existiert das mehrfache
Integral dariiber. Aus (6.4) folgt:
n
k
| [ f(@)day - dan— [ fe(z)day - dag| < [ |f (@)= fr(@)|dar - dan < | fo— Fllsup T (Be—ar) = 0.0
Q Q Q

14.7.2014
(6.6) Definition

Sei (X, d) ein metrischer Raum.

Der Trager [*| einer Funktion f: X — R wird definiert als Trager(f) := {x € X : f(z) # 0}.
T fir 0 <z <1,

—r+2 firl<z<2.

Es gilt {x € R: f(z) # 0} = (0,2) und somit Trager(f) = (0,2) = [0, 2].

Beispiel: f:[0,2] = R, =z +—

Bezeichnung: Co(X) :={f : X — R: f stetig und Trager(f) kompakt}.
Es gilt: f,g € Co(X) = f+g,f g ,af € Cc(X) fir a € R. (Ubungsaufgabe!)

Die konstanten F'nen gehéren nur dann zu Co(X), wenn (X, d) selbst ein kompakter metr. Raum ist.

Ubungsaufgabe: Dies folgt als Konsequenz aus dem |Satz von Stone-Weierstraf}, 2. Variante.|
2englisch: support
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(6.7) Definition
Sei f: R™ — R eine stetige Funktion mit kompaktem Triger.
Sei @ C R™ ein abgeschlossener Quader mit Trager(f) C Q.
Ein solches @ existiert, da Trager(f) kompakt und somit nach dem Satz von Heine-Borel beschrénkt ist.
Dann definieren wir: [g, f(z)d:---day, = [, f(z)dzr - dz,.
dzx
Man zeige als Ubungsaufgabe, dass das Integral fiir Co-Funktionen wohldefiniert ist, die Definition
also nicht von der speziellen Wahl von ) abhéngt, solange Trager(f) C @ erfiillt ist.

2 Erweiterung des Integrals auf halbstetige Funktionen

(Cc(R™), dsyp) ist ein metrischer Raum. Definiere I : (Co(R™), dsup) = R, I(f) := [gn f(x)dz.

1 ist also eine Abbildung zwischen metrischen Rdumen. Man spricht hier auch von einem Funktional,
da die Abbildung Funktionen abbildet. Welche Eigenschaften besitzt I7 Bislang wissen wir:

(i) 1 ist ein lineares Funktional, das heifit, I(af + Bg) = ol (f) + BI(g) ¥V f,g € Cc(R"), V a, B € R.
(ii) I ist positiv, das bedeutet: Ist f(z) >0V z € R, f € Co(R™), so ist I(f) > 0.

Lésst sich dieser Integralbegriff nun auf gréffere Funktionenklassen erweitern, so dass die Eigenschaften
(i) und (ii) erhalten bleiben? Wir werden versuchen, allgemeinere Funktionen durch Cgc-Funktionen
zu approximieren. Dies bedeutet allerdings, dass wir auf gleichméflige Konvergenz verzichten miissen,
da gleichméflige Limites stetiger Funktionen stetig sind. Es stellt sich die Frage, ob wir unstetige
Funktionen tiberhaupt integrieren kénnen wollen? Die Antwort lautet, ja, leider wollen wir dies.
Daher fithren wir einen neuen Konvergenzbegriff ein: die monotone Konvergenz.

Der Daniell-Lebesgue-Prozess, 1. Teil (Das Integral fiir halbstetige Funktionen)

Wir erinnern uns an den Fall n = 1:

Dort hatten wir das Integral durch gleichméflige Approximation durch Treppenfunktionen definiert.
Vorab bemerken wir: Ist f: D — R, D C R", gegeben, so kann man diese Funktion auf D zu einer
f(z) firze D,

0 fir z ¢ D.

In diesem Falle definieren wir [, f(z)da := [, f(z)dw, vorausgesetzt, die rechte Seite ist definiert. Wir
betrachten also von vornherein F'nen f : R” — R und fiihren das uneigentliche Integral [, f(z)dz ein.

Funktion auf R™ erweitern, indem man definiert: f (x) =

(6.8) Definition

1 fi €D,

Die Funktion xp : R" = R, xp(z) = e heifit charakteristische Funktion von D. [!
0 firz¢ D

In Anlehnung an die Uberlegungen von eben wollen wir Volumen(D) := [, Xp(z)dz definieren,

allerdings ist xp nicht stetig und das Integral auf der rechten Seite ist bisher nur fiir abgeschlossene
Quader definiert. Das Integral fiir C'c-Funktionen reicht also bereits fiir solche Zwecke nicht aus!

(6.9) Satz (Satz von Dini)

Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum und ( f,,)nen eine Folge von stetigen Funktionen f,, : X — R,
die monoton gegen die Nullfunktion konvergiert, das heifit,

(i) folz) > fari(x)VneN, Voe X,

(ii) limy oo fu(x) =0V 2 € X.

Dann konvergiert die Folge (fy,)nen gleichméBig gegen die Nullfunktion.

!Diese wird auch Indikatorfunktion genannt und gelegentlich mit 1p bezeichnet.

49



Inoftizielles Skript zur Vorlesung Analysis II (SS 14) 14.7.2014

Beweis

Sei € > 0. Wegen (ii) ex. zu jedem = € X ein N = N(z,€) mit |f,(z) — 0| = |fu(2)| < eV n > N(z,e€).
Zu jedem Punkt xg € X existiert eine offene Umgebung U (zo) mit |fy (g, ()| < €V z € U(zo) und
X CU,pex Ulwo). Da X kompakt ist, existiert somit eine endliche Teiliiberdeckung, das heifit, es gilt
X Cc Uit Ulmok), oy fiir geeignete k = 1,--- ,m. Setze nun N = N (€) := maxi<p<m N (€, Zo ).
Dann gilt |fy(z)| < eV z € X und wegen (i) gilt zudem |f,(z)| <eVx € X, Vn > N. O

Mithilfe des Satzes von Dini soll nun das Integral fiir Funktionen, die sich monoton durch Cg-
Funktionen approximieren lassen, definiert werden. Hierbei lassen wir (aus technischen Griinden)
Funktionen zu, die die Werte —oo bzw oo annehmen, d.h. solche mit Werten in R = RU {oo} U {—oc}.
Es gelten folgende Regeln: co >z Vo € RU{—o0}, —oo <z VRU{co}.

Der Vorteil ist, dass jede nichtleere Menge M eine kleinste obere und gréfte untere Schranke in R
besitzt; diese bezeichnen wir mit Sup M bzw. Inf M.

Der Nachteil ist jedoch die Unméglichkeit, die algebraischen Rechenregeln fiir (+,-) so zu erweitern,
dass Kommutativ-, Assoziativ- & Distributivgesetze gelten. Widerspruchsfrei ist folgende Konvention:

o+zr=00VreRU{0},|l—-c0ot+zx=—-00VzrecRU{-oc0}, |z -00=00V2eRU{oco} mitz > 0|,

z-(—00)=—-00VzeRU{oo} mitx>0|,|(—0)- (—o0)=o00].
Bemerke, dass oo — 0o sowie 0 - 0o hierbei undefiniert bleiben!

(6.10) Definition

f: R™ — R gehort der Baireschen Klasse BT an, wenn eine Folge (fi)ren von Co(R™)-F'nen ex. mit
(i) fr(@) < frra(@) VR eN, Vo eR",

(i) f(x) = Suppey fr(z) V z € R™.

Falls (i) und (ii) gelten, schreiben wir f,, 1 f oder f,  f.

F'nen aus BT konnen den Wert co annehmen, nicht jedoch —oco. BT ist also unter Addition abge-
schlossen: f,g € BT = f+g € BT, aus f € BT folgt aber nicht —f € BT; BT ist also kein Vektorraum.

(6.11) Bemerkung
Es seien f € BT, (fi)ren, (9r)ren zwei Folgen von Co(R™)-Funktionen mit fi, A/ f, gx A/ f.
Dann gilf: supger(Jgo f(#)d2) = supyce( g 91(r)d2):

Beweis
Zunéchst: f,g € Co(R™) = fAg, f \/g € Co(R™). Sei also fr, / f, g € Co(R™) beliebig mit f > g.
Wir zeigen: supy( [gn fr(z)dz) > [p. g(z)dz.

Die Folge (9 — g N fr)ren ist eine monotone Nullfolge und konvergiert nach dem Satz von Dini
gleichméfig gegen Null. Das Integral ist wegen (6.5) stabil gegeniiber gleichméﬁiger Konvergenz von
Cc-F’nen. Somit folgt lim fR" (fx N\ g)(x)dz = fR" x)dz; folglich ist fR" x)dz < Sup fR” fr(z
k—o0 N—_——
<fr
Sei nun gk S f mit gr, € Co(R") V k € N. Da jedes g, die obige Voraussetzung an ¢ erfiillt,

gilt [on gr(x)dz < Supgey [gn fr(2)dz, also auch Supyey [gn gx(2)dz < Supgey [go fo(2)dz. Analog
erhilt man d1e umgekehrte Ungleichung durch Vertauschen der Rollen von (fi)keny und (gg)ren. O

17.7.2014
(6.12) Definition

Sei f € B*. Das Integral von f wird definiert durch [p, f(z)dz := Supy([g. fu(x)dz), wobei (fi)k
eine Cc(R™)-Folge mit f & f ist.
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Rechenregeln fiir die Bairesche Klasse

(6.13) Bemerkung
Seien f € BT, C € Rund a € R" mit f(a) > C. Dann ist f(z) > C in einer vollen Umgebung von a.(x)

Beweis

Sei fr /' f, fx € Cc(R"), f(a) > C.
Wegen f(a) = Supy, fx(a) existiert ein Index m € N mit f(a) > fin(a) > C.
Da f,, stetig ist, gilt f,(z) > C in einer vollen Umgebung von a, somit folgt die Behauptung fiir f.0J

Allgemein nennt man Funktionen mit der Eigenschaft (%) unterhalbstetig.
Man kann zeigen, dass jede unterhalbstetige Funktion f : R™ — R mit der Eigenschaft f(x) > 0
auBerhalb eines Kompaktums in BT liegt.

Als niichstes zeigen wir, dass das Integral fiir BT-F’nen stabil gegeniiber monotoner Approximation ist.

(6.14) Hilfssatz

Sei (fx)k, fx € BT V k € N, eine monoton wachsende Folge aus B+ also fi < fra1 VkeN.
Dann gilt f = Supy, fx € BJr sowie [o, f(x)dz = Supy([pn fr(z)dz).

Beweis

Sei fr S f, fr € B*t. Offenbar existieren fyr € Co(R™) mit £,k €N, for 7 f.

Definiere nun g, := maxyx<m fer; diese ist als Maximum endlich vieler Co-F'nen selbst eine Co-F'n.
Weiter ist nach Konstruktion: g, < gm+1 Vm € Nmit g, < f Vm € N; somit Supy g =: g < f.
Wegen fr 1. < gevr < g V £,k folgt weiter f, < gV k €N, also auch Supy, fr, = f < g, also f =g.
Wegen g € BT ist somit auch f € BT. Nach Defn. des Integrals gilt [o, f(z)dz = Supy([gn gk(:c)
Wegen g, = maxpyj<i fo; < fr V k € N folgt wegen (xx): [pn gr(z)dz < [ fu(x) d:): < Jgn f(x)d.
Dies folgt aus der Monotonie des Integrals iiber BT-F’'nen. Es folgt Supy ([g. fi(z)dz) = [, f(z)dz.0

z).

Zu (xx): Seien g, f € BY, g < f. Zu zeigen: [p, g(z)dz < [5, f(x)dz.

Es existieren (gk)k> (fr)k mit gk, fi € CC(R") VkeN mlt 9 /9, fe /T
Wegen g < fist frVgr 7 f, somit folgt aus der Monotonie des Integrals fiir Co-Funktionen:

Supk fRn gk;(x)dil? S Supk fRn (gk‘ \ fk‘) dx - fRn de

o1



A Anmerkungen zur Vorlesung

Uber die Existenz der komplexen Zahlen

Die Aussage ,,Ohne Beweis: C existiert.“ ist alles andere als befriedigend, jedoch kénnen wir den
Existenzbeweis der komplexen Zahlen mit Mitteln aus der Linearen Algebra I fiihren.

Wir erinnern zunéchst daran, dass die Menge der 2 x 2-Matrizen iiber R einen Ring bildet. E]
Behauptung: Die Matrizen der Form (‘g _ab) (a,b € R) bilden einen Unterring, den wir C nennen.
Beweis

b r_y\ _ [ a—a —(b—b) —b "~y \ _ [ aad’—bt —(a’btab’) \ : s
Wegen (Z a ) B (Z’ a’ ) - <b—b’ a—a’ ) und (z a ) ’ (Z’ a’ > - <a’b+ab’ aa’ —bb’ ) ist C bezughCh

der Differenzbildung und Multiplikation in sich abgeschlossen und bildet somit einen Unterring. E]
Offensichtlich ist das Nullelement des Rings 0 := () 9) und das Einselement 1 := (} 7).

Die Multiplikation ist — wie man leicht iberpriift — kommutativ.

Um diesen kommutativen Ring einen Korper nennen zu diirfen, fehlt somit nur noch die Eigenschaft,
dass alle Elemente des Rings mit Ausnahme des Nullelements multiplikative Inverse besitzen.

M ab—ab
Wir stellen fest, dass (¢ %) - [ (% 2)] = (“2“’2 ot > = (%) =1 gilt.

a?+b2 ab—ab a2+b2
aZ2+4b2 a24b2

Somit ist fiir jedes 0 # z = (‘; _ab) das multiplikative Inverse definiert durch z=! = ﬁ(_“b b). O

Setze i := ((1) _01 ) Offensichtlich besitzt jedes z = (‘g _b) € C eine eindeutige Darstellung z = a-1+b-1i.
Den Unterkorper der Elemente der Form z = a -1 (b = 0) identifizieren wir mit den reellen Zahlen R.

Bezeichung: Wir schreiben fiir z = (‘bl *ab ) =a-1+b-ie€ C kurz z= a+ bi und nennen a den Realteil

und b den Imaginérteil von z.

'vgl. Prof. Flenners Skript zur Linearen Algebra I WS 13/14, Bemerkung 12.6
2und insbesondere einen Ring schlechthin
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