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Vorwort

Danke fiir die Bereitstellung eurer Mitschriften!

Verwendete Mitschriften nach Vorlesung:

Oktober November Dezember Januar Feb.
15]18(22(25(29| 5|8 [12|15|19(22(26|29|3 |6 [10[13|17|20[10(14|17|21|24|28(31|4
eigene v vars VIVIVIVIVIVIV VIV IV v v v
Katja |V [V |V [V |V VIV |V
Nadine | v |V |V VIVIV VIV
Pamuk | v |V
Julia v VIVIVIVIVIV Vars
Dennis VIVIVIVIVIVIVIV VIVIVIY
Angelina v
Bianca v VIVIVIVIVIVIV
Birte VA v
Kiibra vars
Kathi v
Ayla vars

Danke zudem an Lars und Paul fiir Hinweise auf kleinere Fehler in (1.43), (1.83) und (1.93).

HiNnwEIS: Ich wiirde mich noch iiber weitere Mitschriften freuen, da es wiinschenswert wére, zu jeder
Vorlesung mindestens zwei Exemplare zum Abgleich vorliegen zu haben. Ich erkenne zwar die grobsten
Rechtschreib- und Abschreibefehler direkt und beseitige diese umgehend, jedoch werden mir sicherlich
auch einige Fehler entgehen.

Alle gelb hinterlegten Anmerkungen stammen nicht aus dem Originalskript, sondern sind niitzliche
Kommentare/Hinzufiigungen meinerseits.

Ich wiirde im Ubrigen diejenigen, die sich die entsprechende Kompetenz zutrauen, bitten, einmal die
Beweise zu den Ubungsaufgaben auf Richtigkeit und Vollstandigkeit zu {iberpriifen.

Beziiglich konstruktiver Kritik, Kommentaren, Fehlern im Skript etc. erreicht ihr mich iiber:
Bl Lukas Steenvoort, Lukas.Steenvoort@rub.de oder einfach vor/nach der Vorlesung im Horsaal.


http://www.facebook.com/saychill
mailto:lukas.steenvoort@rub.de
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1 Reelle Zahlen und Folgen von reellen Zahlen

0 Mengen

Wir setzen den Begriff der Menge als bekannt voraus und erldutern nur kurz die wichtigsten Opera-
tionen, die auf Mengen erklért sind.

Mengen werden meistens mit groflen lateinischen Buchstaben, ihre Elemente typischerweise mit klei-
nen Buchstaben bezeichnet.

Ist a ein Element der Menge M, so schreibt man
a ist ein Element von M.
ae M Sprechweise: a ist in M enthalten.
M enthélt das Element a.

Ist jedes Element der Menge N auch ein Element der Menge N, so schreibt man
N ist Untermenge/Teilmenge von M.

NcM Sprechweise: N ist in M enthalten.

Beispiele:

(1) N = Menge der natiirlichen Zahlen, also N
M = Menge der reellen Zahlen, also R

(2) N = Menge der Affen
M = Menge der Tiere

Zwei Mengen N und M sind genau dann gleich, wenn M in N und umgekehrt auch N in M enthalten
ist. Man kann also sagen: Die Aussage M = N bedeutet nichts anderes als M ¢ N AN C M.

Will man also von zwei irgendwie definierten Mengen zeigen, dass sie iibereinstimmen, so muss man
zwei Dinge nachweisen:

1. Wenn x € M, gilt auch x € N, dh. M C N

2. Wenn x € N, gilt auch x € M, dh. NC M

Operationen auf Mengen

Seien die Mengen M und N irgendwie gegeben.

Der Durchschnitt (auch Schnittmenge) M N N ist die Menge aller Elemente x, die sowohl in M
als auch in N enthalten sind, also

reMNN&xrxeMANxeN.

Die Vereinigungsmenge M U N besteht aus allen Elementen x, die in M oder in N enthalten sind,
also

teEMUN<sreMVzeN.

Es wird ausdriicklich darauf hingewiesen, dass ,,oder* (V) in der Mathematik im nicht-ausschlieenden
Sinne verwendet wird! Wenn x sowohl in M als auch in NV enthalten ist, so ist die Aussage

,» ist ein Element von M oder N*

wahr.
Es gilt also: MNN C M UN.
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Beispiel:
M = Menge aller Studenten
N = Menge aller Menschen, die élter als 40 Jahre sind

Jemand gehort dann zu der Vereinigungsmenge M U N, wenn er studiert oder &lter als 40 Jahre ist
(oder beides gleichzeitig).
M N N ist die Menge der iiber 40-jdhrigen Studenten.

Wenn M und N kein einziges Element gemeinsam haben, so ist M N N die
sogenannte leere Menge &. Diese ist dadurch gekennzeichnet, dass sie keine
Elemente enthélt.

Es ist beispielsweise zu vermuten, dass die Menge der Kamele, die in der Antarktis
leben, die leere Menge beschreibt.

18.10.2013

1 Axiomatische Einfiihrung der reellen Zahlen

Die Addition und Multiplikation von reellen Zahlen sind Spezialfille des Begriffs der Komposition
(innere Verkniipfung auf einer Menge M ).

(1.1) Definition

Eine Komposition auf einer Menge M ist eine Vorschrift, geméafl welcher je zwei Elementen a,b € M
ein eindeutig bestimmtes Element e = a | b zugeordnet wird, welches wieder in M enthalten ist.

Im Allgemeinen wird es auf die Reihenfolge von a und b ankommen. Es sind also a L b und b 1 a im
Allgemeinen zwei verschiedene Elemente von M.

Selbstverstandlich kann man anstelle von ,, 1 “ auch ein anderes Zeichen zur Beschreibung verwenden.
Folgende Zeichen sind gebréuchlich: @ L b, a T b, a-b, ab, a+b, aND, ...

Verwendet man also - als Kompositionszeichen, so spricht man von einer Multiplikation und nennt a-b
das Produkt von a und b.

Verwendet man + als Kompositionszeichen, so spricht man von einer Addition und nennt a + b die
Summe aus a und b.

ACHTUNG: Beispielsweise der Begriff der Addition wird hier nur als Sprechweise verwendet. Er kann
fiir jede Komposition in irgendeiner Menge verwendet werden.

Das Axiomensystem der reellen Zahlen

Das Axiomensystem fiir die reellen Zahlen besteht aus folgenden Gruppen.
I. Korperaxiome

II. Anordnungsaxiome

III. Vollsténdigkeitsaxiom
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0. Axiom

18.10.2013

Die reellen Zahlen sind Elemente einer gewissen Menge R, die mindestens zwei Elemente enthélt.
Wir kénnen also anstelle von ,,z ist eine reelle Zahl“ immer sagen, ,z ist ein Element von R* (x € R).

| Kérperaxiome

In der Menge R sind zwei Kompositionen ausgezeichnet: die Addition und die Multiplikation.

Dabei sind folgende Eigenschaften erfiillt:
(i) Fiir alle a,b,c € R gilt:
a+(b+c)=(a+b)+c
a-(b-c)=(a-b)-c
(ii) Fir alle a,b € R gilt:
a+b=b+a
a-b=b-a

Assoziativgesetze

Kommutativgesetze

(iii) Es existieren zwei eindeutig bestimmte
Elemente 0,1 € R, so dass fiir alle a € R gilt:
a+0=a neutrales Element der Addition
a-1=a mneutrales Element der Multiplikation

(iv) Zu jedem Element a € R existiert ein eindeutig
bestimmtes —a € R, so dass a + (—a) = 0 ist.

Zu jedem von 0 verschiedenen Element a € R (a # 0)
existiert ein eindeutig bestimmtes Element o= € R
mit a - a” L.

Man nennt —a das Negative und a~' das Inverse

von a.
(v) Fiir alle a,b,c € R gilt:
a-(b+c)=(a-b)+ (a-c) Distibutivgesetze

Bevor wir das néchste Axiomensystem formulieren, ziehen wir aus den Korperaxiomen einige Folge-
rungen, wobei wir rein logisch aus den Axiomen schlieflen und die anschauliche Vorstellung, die wir

uns von den reellen Zahlen gebildet haben, nicht benutzen.

(1.2) Bemerkung

Seien a,b € R. Es gibt eine und nur eine Zahl x € R, so dass a + z = b gilt.

Beweis fiir die Findeutigkeit von x:
Aus der Gleichung a + x = b folgt

(—a)+ (a+2z) = (—a)+b.
Anwendung des Assoziativgesetzes zeigt

((ma)+a)+x=(—a)+b
O+z=x=((—a)+0b)

also gilt x = (—a) + .

Beweis fiir die Fristenz von x:

Wir priifen nach, dass tatsidchlich a + x = b mit = = (—a) + b gilt:

a+[(—a)+b=la+(-a))+b=0+b=0.

Schreibweise: b — a := (—a) + b
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(1.3) Bemerkung Beweis:
Esgilt a-0=0Va € R. Esgilta-0=a-(04+0)=a-0+a-0.
Aulerdem ist a -0 =a -0+ 0.
Aus Bemerkung (1.2) folgt: a-0 =10 O
(1.4) Bemerkung Beweis:
Es ist 1 # 0. Nach dem 0. Axiom existiert eine von 0 verschiedene reelle

Zahl a (a # 0).
Wegen Bemerkung (1.3) ist a - 0 = 0, gleichzeitig gilt aber,
dass a -1 = a ist.

Demnach kann nicht 1 = 0 sein. O
(1.5) Bemerkung Beweis:
Es gilt (—1)- (—1) = 1. Aus 14 (—1) = folgt durch Multiplikation mit (—1):
D)+ (=D - (=) =
also (—1)-(—1) = (1):1 O

(1.6) Bemerkung
Seien a,b € R, a # 0. Dann gibt es genau eine reelle Zahl x, so dass a - x = b gilt.

Der Beweis funktioniert analog zum Beweis von (1.2).

Beweis fiir die Findeutigkeit von x:

also gilt z =a~! - b.
Beweis fiir die Eristenz von x:
Wir zeigen, dass a -z = b fiir = a~! - b gilt:
a-lat-b=[a-a"-b=1-b=b. O
Schreibweise: § := a - b1

(1.7) Bemerkung
Es seien a,b € R. Dann gilt: a-b=0 = a=0Vvb=0

Beweis: Sei a-b =0, a # 0. Wir wollen zeigen, dass dann b = 0 gilt.
Wegen a # 0 existiert das Inverse o'

Dann gilt einerseits: a=' - (a-b) =a~1-0=0,

andererseits: a=! - (a-b) = (a™'-a)-b=1-b=0b.

Aus a # 0 folgt also b = 0. O

Man kann Bemerkung (1.7) auch anders ausdriicken:
,3ind a und b von Null verschieden, so ist auch a - b von Null verschieden.“

Man sagt auch, R ist nullteilerfre.

Schreibweise: ab :=a - b
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(1.8) Bemerkung
Seien a,b,c,d € R, b und d (und somit auch b - d) von Null verschieden.

Es gilt: (i) ¢ + & = adtcd Beweis Wegen bd # 0 ist x = 24H¢ « (bd)x = ad + be.
(i) $-5=1% fiir (i): Es geniigt daher, zu zeigen, dass
(iii) (%)‘ g (b )(ab_ +ed™b) = ad+ be gilt.
& (bd)(ab™t) + (bd)(cd™ ') = ad + be
Die [Beweise fiir (ii) und (iii)| & (db)(b"a) + (bd)(d" ') = ad + be
verlaufen analog. & db(b~ta)] +bld(dtc)] = ad + be
& d[(bb=Y)a)] + b[(dd"1)c)] = ad + be
& da 4+ bc = ad + bc O

Schreibweise: Seien a, b, ¢ reelle Zahlen. Man definiert

at+b+c=(a+b)+c & a+(b+c),
a-b-c:=(a-b)-¢c & a-(b-c).

Wegen der Unabhéngigkeit der Klammerung (Assoziativgesetz) ldsst man die Klammern einfach weg.
Das Gleiche kann man auch fiir die Summe bzw. das Produkt von 4 und mehr reellen Zahlen machen.

Durch die Koérperaxiome kann noch nicht ausgedriickt werden, dass es positive und negative Zahlen
gibt. Diese Begriffe werden in einem weiteren Axiomensystem eingefiihrt.

Il Anordnungsaxiome

In R ist eine gewisse Teilmenge R, ausgezeichnet. Man nennt die Elemente von R, die positiven
reellen Zahlen und schreibt anstelle von x € R4 héufig auch = > 0.

Die positiven Zahlen haben die folgenden Eigenschaften:

(i) Wenn a und b positiv sind, so auch a + b und a - b,
also: a,6 >0 = a+b>0Aa-b>0.

(ii) Sei a positiv, dann ist —a nicht positiv.
also:a >0 = —a #0.

(iii) Sei @ eine von Null verschiedene, nicht-positive Zahl, dann ist (—a) positiv,
also:a#0 Na# 0= (—a)>0.

Wir benutzen im Folgenden die iiblichen Bezeichnungen und Sprechweisen:
e a > b a ist grofler als b, per definitionem bedeutet dies a — b > 0

e b < a bist kleiner als a, wird hiufig anstelle von a > b geschrieben

e Diejenigen Zahlen a € R mit a < 0 heilen die negativen Zahlen.

e a > b bedeutet, dass a > b oder a = b ist.

Wir ziehen Folgerungen aus den Anordnungsaxiomen.

(1.9) Bemerkung Beweis durch Fallunterscheidung:
Sei a # 0. Dann ist a? :=a-a > 0. (a)a>0:2aa>0
(b) a<0 ) —a >0 9 (—a)(—a) >0 & a-a>0 O
(1.10) Bemerkung Beweis::
Die Zahl 1 ist positiv, also 1 > 0. Wir wissen wegen Bemerkung (1.4) bereits, dass 1 # 0 gilt.

Wegen Bemerkung (1.9) gilt daher
1=1-1=1*>0 0
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(1.11) Bemerkung
Seien a,b,c € R, dann gilt a > bAb>c = a > c.

Beweis:a >b < a—b>0

b>c & b—c>0
Daher folgt (a —b)+ (b—c¢) >0 & a>c. O

(1.12) Bemerkung

(i) Ausa > bund b > a folgt a = b. Beweis:

(ii) Seien a > b,c > 0. Dann gilt ac > be. |Ubungsaufgabe!|
(iii) Aus a > b,b > 0 folgt a=1 < b~ L.
(1.13) Definition
Als (Absolut-)Betrag einer reellen Zahl a definiert man
a fira>0
—a fira<0

lal =

Unmittelbar aus der Definition kann man folgende Eigenschaften ableiten:
(1) Es ist |a] = 0 genau dann, wenn a = 0.

(2) —la] <a<]al

(3) !abllz la| - \bl\

(4) o] = oI~

(5) la+b| < |a| + [b| (Dreiecksungleichung) |(Beweis durch Fallunterscheidung)
(6)

(7)

6 “a‘ - ‘b“ < ‘a + b‘ (,verschiirfte Dreiecksungleichung®) |(Ubungsaufgabe!)

7) Sei a € R mit |a| < € fiir jede positive Zahl € > 0, dann ist @ = 0.
Beweis: Ist a # 0, so gilt |a| > $|a|, also wire die vorausgesetze Ungl. fiir € = %|a/ falsch. 40

Bevor wir zum letzten Axiom kommen, einige Anmerkungen.

(1.14) Definition

Sei M C R. Eine Zahl a € R heifit Maximum von M, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:
(i) ae M

(i) r<aVreM

Entsprechend definiert man das Minimum, indem man anstelle von a > z die Ungl. a < z fordert.

(1.15) Bemerkung

Das Maximum (Minimum) einer Menge von reellen Zahlen ist, sofern es iiberhaupt existiert, eindeutig
bestimmt.

Beweis:
Seien a, b Maxima der Menge M, dann gilt:
a > b, denn a ist Maximum von M und b € M
A b > a, denn b ist Maximum von M und a € M
= a = b nach Bemerkung (1.12).

Bezeichnung:
Wenn das Maximum (Minimum) einer Menge M C R existiert, bezeichnen wir es mit max M (min M).
Natiirlich gibt es Mengen, die weder ein Maximum noch ein Minimum besitzen, bspw.

(i) die leere Menge

(ii) die Menge R aller reellen Zahlen
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Interessanter ist:
(1.16) Beispiel
M:={zxeR:x <2}
Behauptung: Die Menge M hat kein Maximum.
Beweis durch Widerspruch:
Angenommen, M hétte ein Maximum a. Wegen a € M ist a < 2.
Wir betrachten nun irgendeine Zahl zwischen a und 2.
a<x <2 (zB.: x = 42)
Dann gilt x € M, denn z < 2. Also auch a < x, was ein Widerspruch zu a = max M ist. O

Die Menge M = {x € R : z < 2} besitzt also kein Maximum, obwohl sie nach oben beschrankt ist!

(1.17) Definition

Sei M C R eine Menge reeller Zahlen.
Eine Zahl a € R heifit obere (untere) Schranke von M, falls Va € M die Ungleichung z < a (z > a) gilt.

Natiirlich gilt: (a ist obere Schranke von M)Ab > a = b ist obere Schranke von M.
Wenn die Menge M ein Maximum besitzt, so besitzt M insbesondere eine obere Schranke.

Sprechweise: Eine Menge M C R heifit nach oben (unten) beschrénkt, wenn sie eine obere (untere)
Schranke besitzt.

Fiir M = {z € R: x < 2} ist die Zahl 2 eine obere Schranke von M, sie ist sogar die kleinste aller oberen
Schranken, d.h. ist a eine obere Schranke von M, so ist 2 < a.

Beweis: Wir schlieflen wieder indirekt.

Angenommen, es existiere eine obere Schranke a mit der Eigenschaft a < 2.

Wie vorhin betrachten wir x = “TH Insbesondere ist a < x < 2.

Dann gilt x € M wegen z < 2, d.h. a kann nicht obere Schranke sein wegen a < x. 4 O

Die Menge M = {z € R: x < 2} ist nach oben beschrénkt. Sie besitzt kein Maximum. Aber die Zahl
2 ist die kleinste obere Schranke von M.

Il Vollstandigkeitsaxiom

(1.18) Bemerkung

Sei M eine nicht-leere Menge von reellen Zahlen, welche nach oben beschrankt ist.
Dann existiert eine eindeutig bestimmte kleinste obere Schranke a von M, d.h.

(i) a ist eine obere Schranke von M

(ii) ist b eine obere Schranke von M, so gilt a < b

Anders ausgedriickt ist a das Minimum aller oberen Schranken von M.
Bezeichnung: Das Supremum von M (sup M) ist die kleinste obere Schranke von M.
Sei @ # M C Rnach unten beschr., dann ist die Menge N := {z € R: —z € M} nach oben beschrénkt.

Ist a eine untere Schranke von M, so ist —a eine obere Schranke von N und umgekehrt.
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Aus dem Vollstandigkeitsaxiom und Bemerkung (1.18) ergibt sich daher:
Ist M eine nicht-leere nach unten beschrankte Menge reeller Zahlen, so besitzt M eine grifite untere
Schranke und diese ist eindeutig bestimmt.

Bezeichnung: Das Infimum von M (inf M) ist die gréfste untere Schranke von M.

29.10.2013
Wir betrachten abschlieBend eine Anwendung fiir das Vollstdndigkeitsaxiom und studieren dazu die
Menge M = {x € R : 2? < 2}

Diese Menge ist nach oben beschréinkt, bspw. ist 2 eine obere Schranke, denn wére dies nicht der Fall,
so miisste eine Zahl x € M,z > 2 existieren.

Aus den Anordnungsaxiomen folgt 22 :=2-2>2-2>2-2>2-1=2.

Also steht 22 > 2 im Widerspruch zur Annahme z € M!

Die Menge M ist nicht leer, bspw. ist 1 € M.

Nach dem Vollstédndigkeitsaxiom existiert eine kleinste obere Schranke a der Menge M.
leM = a>1

Behauptung: Es gilt a? = 2.

Beweis: Wir zeigen zuniichst a? < 2.

Wir schlieBen indirekt, nehmen also a? > 2 an.

Es existiert eine positive Zahl b mit den Eigenschaften a? > b > 2, a > b > 0,

bspw. b =a + 2552 = QZZZ, denn es gilt b — 2 = (“1;22)2 >0
Die Zahl b ist eine obere Schranke von M, aber echt kleiner als a! 4 O

Nun zeigen wir a? > 2.

Wir schlieBen indirekt, nehmen also a? < 2 an.

Wie im ersten Fall erhalten wir einen Widerspruch, wenn es gelingt, eine positive Zahl b der Eigen-
schaft a? < b? < 2 zu konstruieren.

Wir machen den Ansatz b=a+¢€, 0< e < 1, dann gilt b? = a® + 2ae + €2 < a® + 2ae + €.

Man nehme bspw. € = 2(2#?;) O

Wir haben also mithilfe des Vollstd.axioms bewiesen, dass eine reelle Zahl a € R mit a? = 2 existiert.

Wir werden spéter sehen, dass man dies ohne das Vollsténdigkeitsaxiom nicht beweisen kann.

2 Natiirliche Zahlen, ganze Zahlen, rationale Zahlen

Die natiirlichen Zahlen sind diejenigen reellen Zahlen, die man als Summe aus len darstellen kann.
1=1 2=1+41 3=24+1=(1+1)+1=1+1+1 etc.

Das ,etc” ist mathematisch wenig befriedigend. Da wir aber das Z#hlen, also die natiirlichen Zahlen
als bekannt voraussetzen wollen, verzichten wir auf eine exakte Konstruktion.

10
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Wir setzen also als bekannt voraus, dass es eine Teilmenge N C R mit folgenden Eigenschaften gibt:

(i) Es gibt keine natiirliche Zahl, die kleiner als 1 ist.

(ii) Die Summe und das Produkt zweier natiirlicher Zahlen ist eine natiirliche Zahl.

(iii) Die Differenz n — m zweier natiirlicher Zahlen ist eine natiirliche Zahl, sofern n > m ist.

(iv) Mit der Bezeichnung A,, := {x < n : z natiirlich } fiir jedes n € N gilt: A,11 = A, U{n + 1}
(Mit anderen Worten: Zwischen n und n + 1 existiert keine weitere natiirliche Zahl!)

(v) Jede nicht-leere Menge von natiirlichen Zahlen besitzt ein Minimum.

Auf der Eigenschaft (v) beruht das Beweisverfahren der vollstindigen Induktion:
Jeder natiirlichen Zahl sei eine Aussage A(n) zugeordnet.

Voraussetzung
(a) A(1) ist wahr.
(b) Aus der Annahme, dass A(n) fiir ein n € N wahr ist, lidsst sich folgern, dass A(n + 1) wahr ist.

Behauptung:
Die Aussage A(n) ist dann fiir alle natiirlichen Zahlen n wahr.

Andernfalls miisste es wegen (v) eine kleinste natiirliche Zahl ny geben, so dass A(ng) falsch ist, wegen
(a) ist ng # 1. Daher ist auch n = ng — 1 eine natiirliche Zahl. A(n) ist wahr und wegen (b) muss auch
A(n+1) = A(no) wahr sein. 4

Dieselbe Uberlegung zeigt, dass man das Beweisverfahren der vollstindigen Induktion auch in der
folgenden modifizierten Form verwenden kann:
Jeder natiirlichen Zahl n € N sei eine Aussage A(n) zugeordnet.

Voraussetzung

(a) A(1) ist wahr.

(b) Aus der Annahme, dass n eine natiirliche Zahl ist und die Aussagen A(1), A(2), ...,
A(n — 1) wahr sind, ldsst sich folgern, dass A(n) wahr ist.

Behauptung: Die Aussage A(n) ist dann fiir alle natiirlichen Zahlen n wahr.

Als erste Anwendung des Vollstédndigkeitsaxioms zeigen wir:
(1.19) Satz (Archimedisches Prinzip)

Zu jeder reellen Zahlen x existiert eine natiirliche Zahl n mit der Eigenschaft n > x.

Beweis: (indirekt)

Sei x eine reelle Zahl, so dass n < x Vn € N. Mit anderen Worten, sei N nach oben beschréankt.

Wir kénnen dann die kleinste obere Schranke a = sup N betrachten.

Da die Zahl a—1 keine obere Schranke mehr sein kann, muss eine natiirliche Zahl n mit der Eigenschaft
n > a — 1 existieren. Hieraus folgt n +1 > a. 4 O

Man kann das Induktionsprinzip auch fiir Definitionen benutzen:
(1.20) Definition

Sei a € R. Dann kann man fiir jede natiirliche Zahl n die Zahl a™ (die n-te Potenz von a) definieren.
Man setzt a' :=a und "' :=a"-a, n € N.

5.11.2013
Hiermit kann man folgende Formeln ableiten:
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(1.21) Potenzgesetze
(i) a™™™ =aqa"-a™

(i) (am)" =

(m,n € N;a € R)

Beweis: Durch vollstdndige Induktion nach n zu festem, aber beliebigem m.

Man definiert dann noch a® =1 (auch 0° = 1!) und a™" = (a™)~!, a # 0.

Dazu muss man sich allerdings klar machen, dass mit a auch jede Potenz a von Null verschieden ist.
Auch dies zeigt man durch vollstéandige Induktion.

(1.22) Definition

Sein € N, so ,definiert* mann!=1-2----- n (,n Fakultit®).
Auch hier ist eine induktive Definition vorzunehmen:

=1 m+1)!'=n-(n+1), neN
Man definiert aufferdem 0! = 1.
Der sogenannte Binomialkoeffizient (}) (,n iiber k%) ist durch (}) := ﬁlk), definiert. (0 < k <mn)
Behauptung:
_ (n+1
() + () = (1)
Hieraus folgt insbesondere, dass fiir jeden Binomialkoeffizienten (}) € NU {0} gilt. (Beweisen!)

(1.23) weitere Beispiele

(i) Seien ay,...,a, reelle Zahlen. Geméf} einer bestimmten Vorschrift ist also jeder natiirlichen
Zahl v mit 1 < v < n eine gewisse reelle Zahl a, zugeordnet.
n
Man , definiert“ a = a1 +as+ -+ a, = > ay.
v=1
Auch hier miisste man eine induktive Konstruktion vornehmen:
1 n+1 n
Zalj:ala Zauz<2au>+an+laa€N
v=1 v=1 v=1

(ii) Die binomische Formel (a +b)" = Y (M)a” - b7,
0

y
Der erfolgt erneut durch vollstédndige Induktion nach n!
(iii) Ebenfalls mithilfe des Beweisprinzips der vollstdndigen Induktion beweist man
1424 +n=1in(n+1)
Y1V
1+a+a2+--~+a":% fira # 1, n e NU{0}
Srogav=pt av !
(iv) Die bernoullische Ungleichung (1 + a)” > 1+ na fir a > —1,n € N.
Zum Beweis dieser Ungleichung kénnte man zunéchst daran denken, die binomische Formel zu
benutzen, denn es gilt ja (1 +a)” =1+ na + ---. Wiren diese weiteren Summanden nicht
negativ, so wire diese Ungleichung bereits bewiesen. Dies ist jedoch nur der Fall fiir a > 0.
Daher zweckméBiger: |Induktionsbeweisl

(1.24) Definition
Eine reelle Zahl a heifit ganz, wenn a € NVa =0V —a € N gilt.

(1.25) Bemerkung
Fiir ganze Zahlen a, b sind auch die Zahlen a 4+ b, a — b und a - b ganz.

12
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Bezeichnung: Z Die Menge der ganzen Zahlen.

8.11.2013
(1.26) Hilfssatz

Sei x eine reelle Zahl. Es gibt nur eine grofite ganze Zahl n mit der Eigenschaft n < x.

Beweis: [Ubungsaufgabe, (Hinweis: Vollstindigkeitsaxiom.)

Bezeichnung: Die grofite ganze Zahl < z wird mit [z] bezeichnetﬂ Offenbar ist [z] < 2 < [z] + 1E|

Die ganzen Zahlen Z sind stabil gegeniiber Bildung des negativen Elements, allerdings nicht gegeniiber
Inversenbildung im Allgemeinen.

(1.27) Definition

Eine reelle Zahl heifit rational, falls sie sich in der Form x = %, a,b € Z, b +# 0 schreiben lasst.

(1.28) Bemerkung

Seien z,y rationale Zahlen. Dann sind auch die Zahlen z +y, x — y, - y und % (fiir y # 0) rational.

Bezeichnung: Q@ Die Menge der rationalen Zahlen.
Uberlegung: Ist jede reelle Zahl rational oder sind die reellen Zahlen echt groBer als Q7

(1.29) Bemerkung

Es gibt keine rationale Zahl z mit 22 = 2.

Zum Beweis benotigen wir einige Eigenschaften der geraden Zahlen.
Eine ganze Zahl heifit gerade, wenn § € Z gilt, also a = 2ag mit ag € Z.
Ist dies nicht der Fall, heiffit a € Z ungerade.

Eigenschaften: a) a ungerade < a =2a9+ 1, ag € Z
b) a® = a - a gerade < a gerade
c) Sei x rational. Es gibt eine Darstellung z = §, a,b € Z, b # 0, wo a und b
nicht beide gerade sind.

Beweis: Angenommen, x sei rational, d.h. besitzt die Darstellung x = ¢, a,b € Z, b # 0 und z? =2.
Es gelte: 22 = 2, d.h. a? = 2b°.
Wir unterscheiden jetzt zwei Félle:
(i) a ist ungerade. Dann ist nach b) auch a® ungerade. 2b% ist jedoch gerade. 4
(ii) a ist gerade, b und somit auch b? sind ungerade. a besitzt also die Darstellung a = 2aq,
a € Z und es gilt 2b? = a® = 4ad < b? = 2a3. b? ist ungerade, 2a? jedoch nicht.
Beide Fille fithren also zum Widerspruch. O

! Frau Rohde verwendet in ihrer Vorlesung das von Carl Friedrich Gauf3 im Jahre 1808 eingefiihrte Symbol [z], allerdings
lautet die heutzutage gebriduchlichere Notation der sog. Abrundungs- oder Gaufklammerfunktion |x].
2 An der Tafel stand zwar = < [z] + 1, jedoch gilt an dieser Stelle < [z] + 1. Dies war vermutlich ein Schreibfehler, da

im Beweis von Satz 1.30 « < [z] + 1 verwendet wird.
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Die rationalen Zahlen liegen in einem gewissen Sinne dicht in den reellen Zahlen.

(1.30) Satz
Seien a < b zwel reelle Zahlen. Dann existiert eine rationale Zahl x mit a < z < b.

Beweis:
Nach dem archimedischen Prinzip (Satz 1.19) existiert eine natiirliche Zahl n mit n > ﬁ.
Hieraus folgt nb >na+1>[na]+1>na = a< % < b. % ist rational. O

Nach (1.29) ist Q eine echte Teilmenge von R.
Nach (1.28) gelten die Kérper- und Anordnungsaxiome auch im Bereich der rationalen Zahlen.
Es ist ohne das Vollstéindigkeitsaxiom also unméglich, die Existenz eines a € R mit a? = 2 zu zeigen.

Zum Schluss dieses Abschnitts betrachten wir kurz den Begriff der endlichen Menge.

Der Prototyp einer endlichen Menge ist ein Abschnitt A, :={1,...,n} ={z€N:z<n}, neN.
Eine beliebige nichtleere Menge M heifit endlich, wenn es ein n € N gibt, so dass man die Elemente
aus M durchnummerieren kann: M = {mq,...,my}.

Dieses Durchnummerieren ist eine Vorschrift, geméafl welcher jeder natiirlichen Zahl v mit 1 <v <n
eindeutig ein Element m, zugeordnet wird, so dass jedes Element m € M in dieser Nummerierung
vorkommt. Man kann dies stets so tun, dass keins der Elemente von M mehrfach erfasst wird.

Man nennt die Anzahl der Elemente von M: n = #M = Anzahl der Elemente von M.
Die Schreibweise |M]| ist fiir die Anzahl der Elemente von M ebenfalls sehr gebriauchlich.

Natiirlich kann man eine endliche Menge M, die mehr als ein Element enthélt, auf verschiedene Weisen
durchnummerieren. Eigentlich miissten wir auch noch zeigen, dass die Anzahl der Elemente nicht von
der speziell gewédhlten Nummerierung abhéngt.

Konvention: Auch die leere Menge @ ist eine endliche Menge. Es gilt: #& = 0.

(1.31) Bemerkung
Sind M, ..., M, endliche Mengen, so ist auch ihre Vereinigungsmenge

M=MU---UM, ={x:z € M, fiir mindestens ein v mit 1 <v < n}
—_——

endlich.

Beweis: [Ubungsaufgabell

(1.32) Bemerkung

Sei M C R eine endliche, nichtleere Menge reeller Zahlen. M besitzt ein Minimum und ein Maximum.

Beweis: [Durch Induktion nach n = #M |

Hieraus kann man beispielsweise ableiten, dass die Menge N der natiirlichen Zahlen nicht endlich ist,
denn nach dem archimedischen Prinzip es gibt keine grofite natiirliche Zahl.
Eine Menge M natiirlicher Zahlen ist genau dann endlich, wenn sie nach oben beschrankt ist.
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3 Konvergente Folgen

(1.33) Definition

Sei M eine Menge. Eine Folge von Elementen aus M ist eine Vorschrift, gem&fl welcher jeder natiirli-
chen Zahl n eindeutig ein Element a, € M zugeordnet wird.

Schreibweise: (an)nen oder einfach (ap).

Im Rahmen der Analysis I interessieren wir uns vor allem fiir Zahlenfolgen, bspw. ist also M = R.

12.11.2013
(1.34) Beispiele

)

(i)  (an)nen mit a, =n Vn € N (das ist die Folge 1, 2, 3, ...)
(i1) (@n)neny mit a, =1 Vn € N (konstante Folge mit Wert 1)
(iii) (an)pen mit ap, =1 VR eN(1, 1, 1 ...)

(iv) (an)

1 fiir n ungerade
i) (an)nen mit ap = & = (~1)n+!

—1 fiir n gerade
Zu jeder positiven reellen Zahl x existiert nach dem archimedischen Prinzip eine natiirliche Zahl N
mit N > z. Es gilt sogar n > x Vn > N.
Anders ausgedriickt: Die Folge (i) der natiirlichen Zahlen wéchst iiber jede Grenze.

(1.35) Definition

Eine Folge (a,)nen reeller Zahlen wichst iiber jede Grenze, wenn es zu jeder positiven Zahl x eine
natiirliche Zahl N gibt mit der Eigenschaft a,, > x Vn > N.

Nehmen wir voriibergehend an, in der Folge (a,)nen seien alle Folgenglieder # 0. Dann kénnen wir
die reziproke Folge (b, )nen bilden mit b, = é, n € N.

Offenbar sind dann folgende Aussagen dquivalent: (— [Beweis))
(i) |an| wéchst iiber jede Grenze.
(ii) Zu jeder positiven Zahl € > 0 existiert eine Zahl N € N mit der Eigenschaft |b,| < € ¥n > N.

(1.36) Definition

Eine Folge (an)nen heiBt Nullfolge, wenn es zu jedem e > 0 eine natiirliche Zahl N gibt, so dass
lan| < e Vn > N gilt.
In der Definition darf N natiirlich von € abhédngen. Es ist zu erwarten, dass N umso grofler gewéhlt

werden muss, je kleiner das e vorgegeben wird. Wie klein dieses vorgegebene € auch immer sein mag,
es muss stets ein solches IV existieren
Im Fall, dass alle Folgenglieder a,, von 0 verschieden sind, gilt: €E——— — %

(an)nen ist eine Nullfolge < <ﬁ) wiéchst iiber jede Grenze.

(lan|)nen wichst iiber jede Grenze < (i) ist eine Nullfolge.

Beispielsweise ist die Folge (an)nen mit a, = % Vn € N eine Nullfolge, aber kein einziges Glied der
Folge ist selbst Null, das heifit, es kann passieren, dass eine Nullfolge den Wert 0 fiir kein natiirliches
N erreicht!

!Eine sehr schéne und anschauliche Erklirung hierzu liefert auch Arthur Mattuck in Introduction to Analysis: “Think
of a limit demon whose only purpose in life is to make it hard for you to show that limits exist; it always picks
unpleasantly small values for e. Your task is, given any e the limit demon hands you, to find a corresponding N such
that a, < e for n > N.”
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(1.37) Hilfssatz

Sei (an)nen eine Nullfolge und (b, )nen eine weitere Folge, so dass |b,| < |a,| Vn € N gilt. Dann ist
auch (by,)nen eine Nullfolge.

Beweis
Ist (an)nen eine Nullfolge, so existiert fiir jedes € > 0 eine Zahl N = N(e) € N mit |a,| < € Vn > N.
Dann gilt auch |b,| < e Vn > N. Also ist auch (b, )nen eine Nullfolge. O

(1.38) Bemerkung
(1.37) zeigt, dass beispielsweise auch die Folgen (ap)neny mit a, = # Yn € N und (by)nen mit

1 ..
1 ¢ d 1
by, = {” |t ungerace n Nullfolgen sind, denn sie werden von der Folge () majorisiert.
n

0 fiir gerade n neN

(1.39) Hilfssatz
Sei (an)nen eine Nullfolge und C' € Ry.. Dann ist auch die Folge (Cay)nen eine Nullfolge.

Beweis
Sei € > 0. Die Zahl & ist dann ebenfalls positiv. Es existiert daher eine natiirliche Zahl N = N(§&),
so dass gilt, n > N = |an| < &. Dann gilt aber auch n > N = |Ca,| = Cla,| < C§ = €. O

Nun ein etwas komplizierteres Beispiel.

Behauptung: Sei —1 < a < 1. Dann ist die Folge (ap)nen mit a, = a™ ¥n € N eine Nullfolge.

Beweis

Gilt a =0, so ist a” = 0 Vn € N und die Behauptung ist trivial. Man kann also a # 0 annehmen, also
0<lal <1 = ﬁ = || > 1, also |1| = 14 § mit einer positiven Zahl § > 0.

Aus der bernoullischen Ungleichung folgt: ‘a%‘ = ‘%‘n =(1+6)">1+nd>nd = |a,| < .

Da L eine Nullfolge ist, ist nach Bemerkung (1.38) auch - eine Nullfolge und nach Hilfssatz (1.37)
folgt daraus, dass (an)nen ebenso eine Nullfolge ist.

(1.40) Definition

Eine Folge reeller Zahlen (a,)nen heifit konvergent, wenn es eine Zahl a € R gibt, so dass die Folge
(an — a)nen eine Nullfolge ist.

Mit anderen Worten: Zu jedem € > 0 existiert eine Zahl N € N mit |a,, — a| < € ¥n > N.

Es ist aus der Definition nicht sofort klar, dass diese Zahl a eindeutig ist. Dies muss bewiesen werden.

Beweis

Seien a,b € R so, dass (a, — a)pen und (a, — b)nen Nullfolgen sind.

Wir nehmen a # b an und fiihren dies zu einem Widerspruch. Dazu definieren wir € = %|a — b > 0[|
Da (an — a)nen und (a, — b)nen Nullfolgen sind, existieren natiirliche Zahlen N” und N”| so dass
lan, —al < e¥n > N und |a, —b| < e Vn > N” gelten.

Mit N := max{N’, N} gilt |a, —a| < ¢,|a, —b| < e Vn > N.

Aus der Dreiecksungleichung folgt dann |a—b| = |a —a, +an, —b| < |ap, —a|+|ap, —b| < 26 = |a—b|. 4

'"Wir diirfen e hier selbst wihlen, da wir davon ausgehen, dass (a, — @)nen und (a, — b)nen Nullfolgen sind und wir
dies nicht fiir jedes € > 0 beweisen miissen.

2 Hier sind (im Gegensatz zu den in der Vorlesung verwendeten runden Klammern) geschweifte Klammern zu

benutzen, da ,max“ ebenso wie ,min“, ,,sup“ und ,,inf“ einer Menge als Argument bedarf.
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Wegen der Eindeutigkeit von a kénnen wir sagen:
Sprechweise: Wenn (a,, —a),en eine Nullfolge ist, so heiit a der Grenzwert (Limes) der Folge (a,)nen.
Man sagt auch: Die Folge (ay)nen konvergiert gegen a.

Schreibweise: Seien a = lim a,, oder a,, — a fiir n — oo.
n—oo

Wir haben also gezeigt:

(1.41) Satz
Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.

15.11.2013
(1.42) Beispiele
(i) (an)nEN mit a, = #4_17 neN
Behauptung: Die Folge konvergiert gegen 1.
Beweis: Es ist |a, — 1| = n%rl < 1. Nach Hilfssatz (1.37) ist (an)nen eine Nullfolge.

(ii) Im folgenden Beispiel setzen wir die Existenz von n-ten Wurzeln voraus. (Beweis: Kapitel 11)
Zu jedem a € Ry und zu jedem n € N existiert eine eindeutig bestimmte Zahl b € R mit b" = a.

Schreibweise: b = an oder b = Va.

Behauptung: Sei a > 1. Die Folge (/a),ecn konvergiert und es gilt lim a = 1.

n—oo
Beweis: Wir setzen /a =1+ dn. Dannist 6 > 0, denna >1 & Ya > 1.
Nach der bernoullischen Ungleichung gilt a = (14+6n)" > 1+nd, > 1 < 0< 6, < 21 = (a—1)1.
Da (a—1) > 0 und 1i_>m L — 0 gelten, ist (0,)nen nach Hilfsséitzen (1.37) und (1. 9) ne Nullfolge
n—oo
das heift, (1 + 0p)neny = (¥a)nen konvergiert gegen 1. O

(iii) Wir betrachten abschlieBend die Folge ((—1)"*1),cn.

Behauptung: Diese Folge konvergiert nicht.
Beweis: Angenommen, die Folge konvergiere, dann wire a € R mit a = lim (—1)"*! eindeutig.

Dann gibt es zu € = % ein N € N mit |a — (—1)"T}] < %H e

Nun gilt aber 2 = |(=1)"12 — (=1)"t!| = |(=1)"*2 —a + a — (—1)"1|

(=1)"*2 —al +[a — (=1)"H]

ptz=1 4241 O
(1.43) Bemerkung

Angenommen, zwei Folgen (a,)nen und (by,)nen stimmen bis auf endlich viele Folgenglieder iiberein,
das heifit, es gebe ein ng € N mit a,, = b, Yn > ng.
Dann unterscheiden sich diese beiden Folgen im Bezug auf ihr Konvergenzverhalten nicht, das heifit,
(an)nen konvergiert < (by,)nen konvergiert und im Falle der Konvergenz stimmen die Limites tiberein,
also lim a, = lim b,. Es gilt: |a, — a| < € Vn > max{N,ng}.

n—oo n—oo

1_ fiir N\ {7, 201, 330
Beispiel: (ap)nen mit a, = % Vn €N, (bp)pen =< " a, fir N\ {7, ; }
S T 1000 fiir 7, 201, 330
Nullfolge

Das zu € > 0 zu konstruierende N kann man von vornherein grofler als ng wéhlen.

INicht vergessen: Die Definition der Konvergenz verlangt die Existenz eines N € N fiir jedes € > 0!
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Permanenzeigenschaften des Grenzwertbegriffs

(1.44) Satz

Seien (an)nen und (by)nen zwei konvergente Folgen mit den Grenzwerten a bzw. b. Sei C' € R.
Dann konvergieren die Folgen (a, + bp)nen, (C-an)neN, (@nbn)nen, (|an|)nen ebenfalls und zwar gegen
die Grenzwerte a + b, Ca, ab und |a|. Mit anderen Worten:

(1) hm (an +b,) = ILm an + ILm bn
(ii) hm (C-ay)=C lim ay

n— o0 n—oo
(iii) hm ( nbn) = <nh_>nca>o an> (nh_>ngo bn>
(iv) hm lan| = ‘nlgroloan
Beweis

Sei € > 0. Dann existiert wegen der Konvergenz von (an)neny und (bp)nen ein N(e) = N € N mit
lan, —al <€, |b, —b| < eVn > N. Hierbei gilt: N' = N'(¢), so dass |a, — a|] < € Vn > N;
N" = N"(e), so dass |b, —b| < € Vn > N"; N := max{N’, N"}.

(i) Nach der Dreiecksungleichung ist |(a, + bn) — (a + b)| < |an, — a| + |by, — b < 2¢ ¥Yn > N.
Wihlt man nun N* = N(§), ist |(an +b,) — (a4 )| < €, also konvergiert (a, + b,) gegen (a +b).

potenzieller

Grenzwert Nullfolge
\ \
(ii) Nach Hilfssatz (1.39) gilt: |Ca,, —Cal = |C| - |a, — al
T T
n-tes >0
Folgenglied
(iii) Erneut nach der Dreiecksungleichung gilt |a,b, — ab| = |a, (b, — b) + b(a, — a)|
S |an| - |bn — b +[b] - [an —

€ (lan| +1b]) Vn = N

Wir sind fertig, wenn wir zeigen konnen, dass |an| + \b\ durch eine von e und n unabhingige
Konstante K abgeschiitzt werden kann, denn dann kénnen wir zu vorgegebenen e das N = N(4)
wiéhlen.

Da |b| bereits von € und n unabhéngig ist, reicht es, eine Zahl C' € R zu finden mit |a,| < C Vn € N.

Diese Eigenschaft konvergenter Folgen ist so wichtig, dass wir sie gesondert formulieren. (s.|(1.45)

(iv) Nach der verschirften Dreiecksungleichung gilt: ||a,| — |a|| < |an — al.
Da lim a, = a gilt, gibt es ein N € N, so dass fiir alle € > 0 gilt: |a, —a|] < € Vn > N.

n—oo
Es folgt: Ve > 0: ||an| — |a]| <€ Vn > N & lim |a,| = |a| = | lim ay|. O
(1.45) Hilfssatz
Jede konvergente Folge (ay,,)nen ist beschriankt. Es gibt also ein C' € R mit |a,| < C Vn € N.
Beweis
Es existiert eine Zahl n € N mit |a, —a|] <1 Vn > N. Es gilt:
lan| = |an —a+al < lap, —al+|a] <1+ |a|Vn > N, also |a,| < max{|a1],|az|,...,|an|, 1+ |a|} = C.O
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(1.46) Satz

Sei (an)nen eine konvergente Folge mit Grenzwert a und gelten a, # 0 Vn € N sowie a # 0, so

konvergiert auch die reziproke Folge (ﬁ)neN- Ihr Grenzwert ist %

Beweis
-1 -1 _ : -1 -1 _ -1 -1) _ la—an]
Wegen (a,,* —a V)apa = a — ay, gilt |a, " —a |- |apa| = |a — ay|, also |a, " —a™ | = Tanal
Wir sind fertig, wenn wir eine von n unabhiingige Zahl C' > 0 mit —— < C finden, denn dann koénnen

lanal
wir nach (1.37) und (1.39) schlieflen, dass (a,,' — a™1),en eine Nullfolge ist. Dies wiederum gilt, falls
wir ein § > 0 mit |a,| > § Vn € N finden, denn dann kénnen wir C = ﬁ nehmen.

Nun gilt ja: (|a, — a|)neny — 0, das heiit, es gibt ein N € N mit |a, — a| < ‘%' Vn > N.

Nach der Dreiecksungleichung gilt: |a,| — |a| < |ay, — al, also |ay,| > ‘%' Vn > N.

Wihle dann 6 := min{l%‘, la1], ..., |an|}. O
Bezeichnung:

Ist (an)nen eine Folge, so bezeichnen wir die Folgenglieder mit

{an|n € N} = {a € R|a = a,, fiir mindestens ein n € N}.

Beispiel

1 firn=1 (by) b 0 firn=1
, mi = .
0 firn>1 n/nel " 1 firn>1
Dann ist {an|n € N} = {b,|n € N} ={0,1}.
Die Mengen der Folgenglieder kénnen also identisch sein, ohne dass die beiden Folgen identisch sind.

(an)nGN mit a, =

4 Konvergenzkriterien fiir Folgen

Wir kennen bislang nur ein notwendiges Kriterium fiir die Konvergenz einer Folge:
Eine Folge kann nur konvergent sein, wenn sie beschrénkt ist. (s.[(1.45)
Wir suchen nun auch hinreichende Kriterien fiir die Konvergenz einer Folge.

(1.47) Definition

Eine Folge (an)nen heifit monoton wachsend (fallend), wenn gilt:
a1 <ax<az<...,alsoa, <apy1 Vn € N

Monoton fallenden Folgen sind analog definiert, ndmlich mit ,,>* anstatt ,, <“.
Gilt in dieser Kette nirgendwo das Gleichheitszeichen, so nennt man die Folge streng monoton.

(1.48) Satz
Jede monotone und beschrinkte Folge (ay,)nen konvergiert.
{sup{anm € N} fiir wachsende Folgen

Es gilt: lim a, =
inf{a,|n € N}  fiir fallende Folgen

n—o0

Beweis
Fiir diesen Beweis benétigen wir das Vollstdandigkeitsaxiom. Es geniigt, den Beweis fiir wachsende
Folgen zu fithren. Wegen der Beschrénktheit von (a,)nen existiert a = sup{a,|n € N}.
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Nun gilt nach der Definition des Supremums:

(i) a>apVneN

ii)b>a,VneN, beR = b>a

Es folgt: a ist die kleinste obere Schranke von {a,|n € N}.

Sei nun € > 0 beliebig. a — € ist keine obere Schranke mehr von {a,|n € N}. Das heifit, 3N € N
mit a — € < ay < a ¥n > N. Aus der Monotonie von (a,)nen folgt sogar: a — e < a, < a Vn > N
= a—ap <¢€also|a—ay| <eVn>N,daa, <a.

Also ist (Ja — ap|)nen eine Nullfolge. Daraus folgt: a = nlg]go n. O

22.11.2013
Ein Beispiel fiir eine beschrénkte Folge, die nicht konvergiert, ist (an)nen mit a, = (—1)" Vn € N.
Nimmt man von dieser Folge nun die Folgenglieder, fiir die n gerade ist, erhélt man eine konvergente
Folge, ndmlich die konstante Folge (b,)nen mit b, = ag, =1 Vn € N.

Es stellt sich die Frage: Ist dies ein allgemeines Phinomen beschrinkter Folgen? Existiert zu jeder
beschriankten Folge eine konvergente Teilfolge? Was genau ist eigentlich eine Teilfolge?

Wir prézisieren diesen Begriff: Gegeben seien
(i) eine Folge (ap)nen reeller Zahlen
(ii) eine streng monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen, die sog. Indexfolge: v; < vy <3 < ---

Man kann dann die Folge a,,, ay,, @y, - - -, also (ay, )nen betrachten.
Es ist wichtig, dass die Zahlenfolge (v, )nen streng monoton wichst.

Beispiel: a1, as, as, a4, as, ag, - - -
T T
Ay Ayy Qg

Per Induktion zeigt man, dass damit v, > n Vn € N gilt.
Die Folge (ay,, )nen, die so aus (a,)nen entsteht, heifit eine Teilfolge der urspriinglichen Folge (ay,)pen-

(1.49) Hilfssatz

Sei (ap)nen eine Folge reeller Zahlen und sei (a,, )nen eine Teilfolge.
Wenn (ay,)nen konvergiert, so konvergiert auch (aun)neNﬂ Es gilt zudem: li_>m a,, = lim a,.
n—oo

n—oo
Beweis
Sei a = lim a,. Ferner sei € > 0. Dann existiert ein N € N mit |a,, — a] < € Vn > N.
n—oo
Wegen v, > n Vn € N folgt auch |a,, —a|] <eVn > N. O

(1.50) Satz (Satz von Bolzano-Weierstraf)

Jede beschrinkte Folge (ay,)nen besitzt mindestens eine konvergente Teilfolge (ay,, )nen.

Beweis
Nach Hilfssatz (1.51) besitzt (an)nen eine monotone Teilfolge, die nach Satz (1.48) konvergiert. O

LALLE Teilfolgen einer konvergenten Folge konvergieren!
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(1.51) Hilfssatz

Jede Folge (an)nen besitzt eine monotone Teilfolge.

Beweis

Wir beweisen die Aussage durch Fallunterscheidung unter Betrachtung folgender Eigenschaft (F):
Bei beliebigem n € N besitzt die Menge {an, an+1, ant+2, -} = {ar : £ > n} ein Maximum.
Anders ausgedriickt: Zu jedem n € N existiert ein p, € N, p, > n, so dass a,, > a; Vk > n gilt.

1. Fall: Die Eigenschaft (F) ist erfiillt.

Wir konstruieren nun eine monoton fallende Teilfolge. Dazu konstruiert man induktiv eine streng
monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen (v )ren mit ay, , = max{ay : k > v, }, vp:= 1.

Da (E) erfiillt ist, ist dies moglich. Also

a,, = max{a, : n € N}, a,, = max{ay : k > 11}, a,, = max{ag : k > 1n}, ...

Offenbar gilt dann v, < vy 41 Vn € Nund ay, > ay, > ayy > ..., also a,, > ay,, Vn € N,
Damit ist eine monoton fallende Teilfolge gefunden.

2. Fall: Die Eigenschaft (E) ist nicht erfiillt.

Wir konstruieren eine monoton wachsende Teilfolge.

Nach Voraussetzung existiert ein N € N, so dass in der Menge {an,an+1, -} = {an : n > N} kein
maximales Element existiert. Dann kann aber fiir N’ € N mit N’ > N in {a, : n > N’} ebenfalls kein
Maximum existieren, denn sie unterscheidet sich von {a,, : n > N} nur um endlich viele Elemente.
Wir definieren nun v; := N und bestimmen dann v5 > v; mit a,, > a,,. Nach Voraussetzung muss so
ein vy existieren, denn andernfalls wire a,, ein maximales Element. Man konstruiert so induktiv eine
streng monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen (v4)reny mit a,, < a,, ., Vk € N.

Damit ist eine streng monotone Teilfolge gefunden. O

(1.52) Hilfssatz

Sei (an)nen eine konvergente Folge. Dann existiert Ve > 0 ein N € N mit |a,, — a,| < € Ym,n > N.

Beweis

Da (ay,)nen konvergent ist mit a = lim a,, existiert Ve > 0 ein N = N(5) € Nmit |a,—a| < §Vn > N.
n—oo

Daraus folgt |an — am| = |an —a+a —an| <|ap —al +|am —a| < 5§+ §=€eVm,n>N. O

(1.53) Definition
Eine Folge (a)nen heifit Cauchyfolge, wenn gilt: Ve > 03N € N : |a,, — ay| < € Vm,n > N.

(1.54) Satz
Jede (reellwertige) Cauchyfolge konvergiert.

Beweis
Schritt 1: Zu zeigen: Jede Cauchyfolge (ay,)nen ist beschriankt.

Dazu bestimmen wir ein N € N, so dass |a, — am| <1 Vm,n > N.
Nach der Dreiecksungleichung gilt |ay,| — |am| < |an — am].

Nun setzen wir m := N, somit gilt |a,| — |ay| <1 & |ay| <1+ |an| Vn > N.

Mit C := maz{|a1],|az|,...,|an+1], 1 + |an]|} gilt: —C < a, < C < |a,| < C.
Somit ist (an)nen beschriankt. O
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Schritt 2: Zu zeigen: (an)nen ist konvergent.

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl (1.50) existiert eine konvergente Teilfolge (ay, )nen-
Thr Grenzwert sei a = li_>m ay, . Wir zeigen nun, dass auch (a,)nen gegen a konvergiert.
n—oo

Dazu bestimmen wir ein NV € N mit folgenden Eigenschaften: E|

(i) la—ay,|<§Vn>N

(ii) |an — am| < § Ym,n > N

Dann gilt |a — a,| = |a — ay, + ay, —an| <|a —ay, | +|ay, —an| < §+§=€eVn>N. OO

26.11.2013
Das Cauchy-Kriterium liefert eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz einer
Folge, in der der hypothetische Grenzwert nicht auftritt.

Ungleichungen und Konvergenz

(1.55) Hilfssatz

Seien (an)nen und (b, )nen zwei konvergente Folgen, so dass a,, < b, Vn € N gilt.

Dann gilt: lim a, < lim b,.
n—oo n—0o0

Beweis
Sei ¢, := by, — ay,. Die Folge (¢, )nen hat dann nur nicht-negative Folgeglieder. Zu zeigen ist, dass dann
auch der Grenzwert nicht-negativ ist.

c<0 cn >0
Angenommen, ¢ = lim ¢, sei < 0. Dann gilt 0 < —¢ < ¢, —c.
n—oo
(cn — €)nen ist eine Nullfolge, da ¢ der Grenzwert von (¢p,)nen ist.
Nach Hilfssatz (1.37) wiirde folgen: (d,)nen mit d, = —c ¥n € N ist eine Nullfolge. 4 O

(1.56) Folgerung

Wenn eine konvergente Folge (a,,)nen durch eine Konstante C' (nach oben oder nach unten) beschrénkt
ist, so trifft dies auch fiir ihren Grenzwert zu.
Das heif}t, a,, <CVneN = lim a, <Cbzw.a,>CVneN = lim a, >C.

n—oo n—oo

Beweis:
Sei beispielsweise a,, < C' Vn € N. Die Aussage folgt aus Hilfssatz (1.55) mit der Wahl b,, = C'Vn € N.O

Das Intervallschachtelungsprinzip

Seien a < b reelle Zahlen. Wir definieren [a,b] := {z € R:a <z < b}. Im Falle a = b spricht man von
einem degenerierten Intervall, es besteht nur aus einem Punkt a = x = b.

Unter einer Intervallschachtelung versteht man eine absteigende Kette [a1,b1] D [ag,b2] D .. ..

Diese wird also definiert durch zwei Folgen (ay,)neny und (by,)nen mit den folgenden Bedingungen:

(i) a1 <ag <...,das heifit, (ap)nen ist monoton wachsend Ag-—-————— - by
(ii) by > by > ..., das heifit, (b, )nen ist monoton fallend c Lo 0?7724 : :
(iii) ap < b, Vn € N C C CLC 14 1
ag------ b3
A1-------------=--- b1

'Die Werte fiir N aus (i) und (ii) sind im Allgemeinen nicht gleich. Deren Maximum ist das im Kontext relevante N.
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(1.57) Satz (Intervallschachtelungsprinzip)

Es sei eine Intervallschachtelung durch [a1, b1] D [ag, b2] D [as,bs3] D ... gegeben.
Dann existiert ein allen gemeinsamer Punkt = und es gilt:
z € [an,by] Yn € N & z € [a,b] mit a = lim a, und b= lim b,.
n—oo n—oo
Zusatz
Der Punkt z ist offenbar dann eindeutig bestimmt, wenn a = b gilt, also (b, — a,,) eine Nullfolge ist.

Beweis
Zunichst gilt: (a,) ist monoton wachsend und beschrénkt, denn: a; < a,, < b; Vn € N.
Analog ist (b,)n monoton fallend und beschrénkt.
Somit sind diese nach Satz (1.48) konvergent und es gilt:
a= lim a, =sup{a, :n €N}, b= lim b, = inf{b, : n € N}.
n—oo n—oo
Nun gilt: z > a = = > a, Yn € N, wegen sup{a,, : n € N} =a aber auch z > a, Yn e N = z > a.
Esgilt: t >a < x> a, Vn € N. Analog gilt: £ <b < = <b, Vn e N. O.

Besonders interessant ist der Fall a = b. Hier kann man noch weitere Konsequenzen zichen.
Setzt man a, + R, =: a, b, + S, =: b, E]
so folgt ausa, < a = b <b,,dass R, >0und S, <0 gilt und es folgt: 0 < R, < b,, — a,.

i i)
anp + R, by, + S,
Analog folgt: |R,|, |Sn| < |bn — an|. Dies ist die sogenannte Restgliedabschétzung.

Abschlussbemerkung:

Natiirlich kann man im Falle a = b die beiden Folgen (an)nen und (bp)neny zu einer einzigen
konvergenten Folge (¢,)nen zusammenfassen. Beispielsweise:
a1, b1, a2, bz, -+, also (¢n)nen mit cop = by, c2n—1 = an, n € N.

(1.58) Beispiel (Die eulersche Zahl e)

(an)neny mit a, = (1 + %)”, (bn)neny mit b, = (1 + %)"‘H, n € N.
Offenbar gilt: a, < b, Vn € N. (an)nen ist monoton wachsend, (by,)nen ist monoton fallend. (UA!)
Das heifit: lim a, = a = sup{a, : n € N}, ILm by, = b =inf{b, : n € N}.

n—oo

I
AuBlerdem gilt: lim %2 = oo In

=%=1, alsoa==a.
n%oob” b ’

=—1_ 1 fiir n—o0

=T
Der gemeinsame Grenzwert dieser beiden Folgen wird nach Euler mit e := li_>m (1+ %)" bezeichnet.
n oo
5 Unendliche Reihen
Gegeben sei eine Folge (a,,)nen reeller Zahlen.
n
Dieser Folge kann man eine neue Folge (S, )nen zuordnen, wobei S,, := > ag, n € N gilt.
k=1
Also: S1 = a1, S2 = a1 +ag, S3 = ai+az+as, ..., das heifit, (S, ),en ist die Folge der Partialsummen.

Diese Folge (Sy,)nen heiit auch die der Folge (a,)nen zugeordnete Reihe.

'R, und S,, nennt man Restglieder
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Bezeichnung
o0
Konvergiert die der Folge (ay,)nen zugeordnete Reihe (S, )nen, so schreibt man S := li_)m Sp = > ag.
oo k=1

[e.@]
Man sagt: Die Reihe > a, konvergiert.

n=1
(1.59) Beispiel

Sei (an)nen mit a, = a1, a €R, OV :=1.

Behauptung

[e.e]
Die sogenannte geometrische Reihe Y a"~! konvergiert dann und nur dann, wenn |a| < 1 ist.

n=1
. B 1
In diesem Falle gilt: > a" ' = .
n=1 l—a

Beweis:

a =1 (Sp)nen ist unbeschriankt und kann somit nicht konvergent sein.
n 1—aq”
a # 1 In diesem Fall gilt S,, = > a1 = 17a =L -
k=1 —a

a™. (siehe|Induktionsbeweis

29.11.2013
(Sn)nen konvergiert genau dann, wenn (ay,),en konvergiert. Dies ist fiir |a| < 1 der Fall. (s. (1.39))
Fiir a = —1 ist (ap)nen der Prototyp einer beschrénkten, aber nicht konvergenten Folge.
Fiir |a| > 1ist [2] <1 und damit || = |1|", also ist ((M)n) N eine Nullfolge.
ne

o0
Somit wichst |a|™ {iber alle Grenzen, also divergiert (a")nen und somit auch ) ay.
k=1

Da Reihen spez1elle Folgen sind, iibertragen sich die Rechenregeln von konvergenten Folgen.

Konvergieren Z Qs Z by, das heifit, dass (Sp)nen mit S, = Z ar, und (S))peny mit S, = > by,
n=1 n=1 k=1 k=1

o0 o0
n € N konvergieren, so konvergieren auch ) (a, + b,) und > C-a,, C € R und es gilt:

n=1 n=1

ian—l—b Zan + an, ZC’ ap, =C - Zan
n=1

\—v—’\-v—’\v—’

= lim (Sp+S,) =lm S, =lim S, lim (C-Sp,)  C-lim S,
n— 00 n—oo n—»oo n—oo n— oo
Ist (an)nen eine konvergente Folge mit a := lim a,, so ist (0, )pen mit 6, = ap+1 — a,, eine Nullfolge,

n—o0

D
denn [0,| = |an+1 — an| = |ant1 —a+a —ap] < |an+1 — a| + |a, — a|. Die Beh. folgt aus (1.37).
Wendet man diese Beobachtung auf die Folge der Partialsummen (.S, ),en an, so folgt:

(1.60) Satz
oo

Wenn die Reihe )’ a, konvergiert, so ist die Folge (a,)nen eine Nullfolge.
n=1

Wir formulieren schlussendlich noch das Cauchy-Kriterium fiir Reihen:
Zu jedem € > 03N € N : |S,, — S| < e Vm,n > N.
Wegen |S,, — Si| = |Sm — Syl reicht es, den Fall m > n zu betrachten.
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m
Dann ist [Spy, — Snl = | Y. ak| =l|ant1+ -+ am| <eVm >n> N.
k=n+1
Insbesondere ist das Cauchy-Kriterium erfiillt, wenn zu jedem ¢ > 0 ein N € N existiert, so dass
m
1S — Snl < > ak] < e ¥Ym >n > N gilt.
k=n+1

(1.61) Satz

Eine Reihe Z a,, konvergiert, wenn die Reihe der Absolutbetrige Z |a,,| konvergiert.
n=1

Beweis 1

n
Die Reihe der Abs.betrége (Th)nen, Tn = > |ax| konvergiert genau dann, wenn sie eine Cauchyf. ist.

m

Dies ist der Fall, falls gilt: Ve > 03N € N: [Ty, — To| = Y |ag| <€ Vm,n > N.
k=n+1
[ ——
D.U. m
> | X ar|=|Sm—5h]|
k=n+1
n
Dann ist aber auch (Sy,)neny mit S, = > ag eine Cauchyfolge und konvergiert somit. O

k=1

Wir geben fiir diesen wichtigen Satz einen weiteren Beweis, der nicht das Cauchy-Kriterium benutzt.

Beweis 2
., ap, fallsa,>0 , —a, fallsa, <0
Sei a,, = Uy = .
0 sonst 0 sonst
Dann gilt: a, = aﬁl — a! und Wegen der Permanenzeigenschaften des Grenzwertbegriffs reicht es,
zu beweisen, dass Z a;, und Z al’ konvergent sind. O
n=1 n=1

Die Folgen der Partialsummen (A/,),en mit A/, Z a,, n € Nund (A} )nen mit Aj) Z ay, n €N

sind aber monoton wachsend. Nach [Satz ( relcht es, fiir ihre Konvergenz nun zu zelgen dass sie
beschriinkt sind. Aber wegen A}, A < Z |ak| =: T, ist dies der Fall, da (T,)nen beschrinkt ist, da

die Folge nach Voraussetzung konvergent 1st

oo o0
Sprechweise: Eine Reihe ) heifit absolut konvergent, wenn die Reihe ) |ay| konvergiert.
n=1 k=1

Wir haben also bewiesen: Aus der absoluten Konvergenz folgt die Konvergenz der Reihe selbst.
Die absolute Konvergenz einer Reihe ist viel einfacher zu studieren als die Konvergenz selbst, denn

die Folge (T},)nen mit T,, = Z lak|, n € N ist monoton wachsend. Eine monoton wachsende Folge

konvergiert ndmlich dann und nur dann, wenn sie beschriankt ist.
(1.62) Satz

Eine Reihe ) a,, konvergiert genau dann absolut, falls gilt 3C € R : Z lax| < C Vn e N.

k=1
——
(T"l)nEN

Hieraus folgt das sogenannte Majorantenkriterium fiir unendliche Reihen:
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Eine Reihe ) b, heift Majorante zu ) ay, falls |a,| < b, Vn € N.
insbesondere b, >0 VneN

(1.63) Satz
Eine Reihe konvergiert absolut, wenn sie eine konvergente Majorante hat.

Das Quotientenkriterium

Eine unendliche Reihe ) a, heifit mit der geometrischen Reihe vergleichbar, falls es reelle Zahlen
C >0und 0 < ¢ <1 gibt, so dass |a,| < C - ¢" fiir fast alle n € N.E

Da die geometrische Reihe Y ¢"~! fiir |q| < 1 konvergiert, folgt aus dem Majorantenkriterium die
Konvergenz der urspriiunglichen Reihe.

Als Spezialfall des Majorantenkriterium ergibt sich also:

(1.64) Satz (Quotientenkriterium)

Sei ) a, eine unendliche Reihe, deren Glieder alle von Null verschieden sind. Dann ist eine hinrei-

lan

chende Bedingung fiir die absolute Konvergenz dieser Reihe: dg € R, 0 < ¢ < 1 mit W*f' < g| ¥n € N.

Beweis
Per Induktion folgt: |a,| < |a|-¢" ! = Jaa] -q" VYn € N.
q
~—~
CeR

Somit ist die Reihe ) a,, mit der geometrischen Reihe vergleichbar, also konvergiert sie absolut. [
Wir geben nun noch ein Konvergenzkriterium fiir nicht notwendig absolut konvergente Reihen.

(1.65) Satz (Leibniz-Kriterium)

o0
Sei (ap)nen eine monoton fallende Nullfolge. Dann konvergiert die alternierende Reihe Y~ (—1)"a,,.
n=1
Beweis
n
Wir definieren R, := 3 (—=1)**'ag, A, := Ro,, By := Ropi1, n €N,
k=1
Dann gilt:

(i) Die Folge (A,)nen ist monoton wachsend.
(ii) Die Folge (By)nen ist monoton fallend.
(iii) A, < B, Vn e N.

(iv) (A, — Bp)nen ist eine Nullfolge.

Nach dem Intervallschachtelungsprinzip (1.57) konvergieren damit sowohl (A, )nen als auch (By,)nen,
und zwar gegen den selben Grenzwert. Die kombinierte Folge (R),),en ist somit ebenfalls konvergent.[

(1.66) Beispiel

Die Reihe (—1)"*+1. % konvergiert. Sie ist {ibrigens ein Beispiel fiir eine konvergente Reihe, die nicht
o0

absolut konvergiert, denn die sogenannte harmonische Reihe % konvergiert nicht.
n=1
Beweis
n
Sei S, = Y 1.

k=1
(Sn)nen ist monoton, das heifit, wir miissen zeigen: (Sy,)nen ist nicht beschrinkt.

'Es geniigt, wenn dies bis auf endlich viele Ausnahmen gilt.
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Wir betrachten folgenden Teilabschnitt dieser Reihe:

S2n+1 —Sgn :ﬁ—kﬁ—k{—#

Jeder Summand, der in diesem Teilabschnitt auftritt, ist > Qn% Die Anzahl der Summanden ist 2.
Das heifit, Sont+1 — Son > 2,21% = % Vn € N.

Daraus folgt: So =1+3>1 5S4 =85+ (S1—52)>3+3, Ss=S1+(Ss—S1)>(G+3)+3, ...

Per Induktion nach n beweist man Son > 5. Damit ist die Folge der Partialsummen unbeschrénkt.
(o]

Sei nun (an)nen eine Folge reeller Zahlen. Fiir jedes x € R kénnen wir die Reihe ) anz™ bilden.
n=0

Dies ist eine sogenannte Potenzreihe. Bislang hatten wir immer von n = 1 an aufsummiert, man

o.) o
definiert allgemein > a, := ) @ptny—1. Dabei ist ng € Z und jeder ganzen Zahl n > ng sei eine
n=ng n=1
reelle Zahl a,, zugeordnet.

Wir werden spéter untersuchen, fiir welche = € R eine solche Potenzreihe konvergent ist. Hier betrach-
ten wir zundchst nun den Spezialfall, dass die Potenzreihe fiir alle x € R konvergiert. Demnach ist die
Folge (a,z™)nen fiir jedes x € R eine Nullfolge.

Hiervon gilt bemerkenswerterweise die Umkehrung;:

(1.67) Satz

Sei (ap)nen eine Folge reeller Zahlen, so dass fiir jedes x € R die Folge (a,z") eine Nullfolge ist. Dann
konvergiert die Reihe ) a,z™ absolut fiir jedes z € R.

Beweis

r€R = 2z R, alsoist (an(22)")nen, eine Nullfolge. (Ng := NU{0})

Insbesondere ist sie beschrénkt: |a,(22)"| < C VR €N = |a,2"| < C -5, C €R.

Aus dem Majorantenkriterium folgt nun die Behauptung. .

(1.68) Beispiel

Sei a, = % Wir zeigen, dass fiir jedes x € R die Folge (%) eine Nullfolge ist. Sei x € R fest.
Zu diesem z € R wihlen wir ein N € Nmit N > [2z[] +1 = 2" < JZ vneN.

AuBerdem ist n! > N* N fiir n > 2N, also ol < ,ﬁfw < NW«ZYNQ'H, = o0 0.
~——
Nullfolge
(1.69) Satz
A/t .
Die Reihe exp(z) := Zo o+ konvergiert fiir alle 2 € R.
n=
Bemerkung

1
n!

Es gllte—nlgrgo(1+n)

e
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6 Abbildungen und Abzahlbarkeit

(1.70) Definition

Seien X und Y zwei Mengen. Eine Abbildung f von X nach Y, f : X — Y oder X l) Y ist
eine Vorschrift, geméfl welcher jedem Element z € X eindeutig ein bestimmtes Element y € Y zu-
geordnet wird. Man schreibt meistens y = f(x) und nennt f(x) das Bild von z unter der Abbildung f.

Zwei Abbildungen f: X — Y und f/: X’ — Y’ stimmen genau dann iiberein, wenn gilt:
X=X,Y=Y"und f(z) = f'(z) Vz € X.

(1.71) Beispiele

(i) Sei X eine Teilmenge von Y, das heifit, X C Y.
Die kanonische Injektion von X nach Y ist definiert durch i : X — Y, i(z) =z Vo € X.
(ii) Eine Folge (ay)nen von Elementen einer Menge X ist nichts anderes als eine Abbildung a : N — X.

Normalerweise schreibt man hier a,, statt a(n).
(iii) Ein n-Tupel von Elementen in einer Menge X wird mit X" bezeichnet:

X" ={(x1, - ,zp) ;€ X Vie{l,--- ,n}}.
X! kann mit X identifiziert werden; eine Abbildung von a : A; — X ist lediglich die Fixierung
~—

={1}

eines Elements aus X (das Bild von 1 unter a).

Gemif des Gleichheitsbegriffs von Abbildungen sind zwei n-Tupel (a1, - ,a,) und (by,--- ,by)
genau dann gleich, wenn ay = by Vk € {1,--- ,n}. (a1, - ,a,) = (b1, -+ ,by) < ar = by fir
1<k <n.

Den Begriff des n-Tupels kann man auf verschiedene Weise verallgemeinern.

Seien zwei Mengen X und Y gegeben. Dann kann man die Menge der Paare {(z,y) : z € X,
y € Y} =: X x Y betrachten, das sogenannte kartesische Produkt von X und Y.
Die Gleichheit in X x Y ist definiert durch: (z,y) = (2/,¢y') & (z=2")A(y=1v).
Im Spezialfall X =Y gilt X? = X x X.

(iv) Eine Komposition in einer Menge X ist eine Abbildung L: X x X — X.
Man schreibt meistens a L b anstelle von L (a,b).

(v) Die wichtigsten Abbildungen in dieser Vorlesung sind reelle Funktionen in einer Variable.
Diese sind Abbildungen f: D — R, wobei D C R der sogenannte Definitionsbereich von f ist.

Beispiel: D =R* = {z € R: 2 # 0} =R\ {0}. f: D —» Rmit f(z) =1 vz e R".
(1.72) Definition
Eine Abbildung f: X — Y heifit
(1) injektiv (eineindeutig), wenn verschiedenen Elementen von X verschiedene Elemente von Y zuge-
ordnet sind, das heifit z,2’ € X, 2 # 2’ = f(z) # f(2') oder dquivalent f(z) = f(2') = x =2’
(2) surjektiv (eine Abbildung auf), wenn jedes Element von Y als Bild mindestens eines Elements

von X vorkommt, das heifit Vy € Y3z € X : f(z) = y.
(3) bijektiv (eineindeutig auf), wenn f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Was ist mit unseren Beispielen?

(i) Die kanonische Injektion i: X =Y, i(z) =z (X CY).
Diese Abbildung ist injektiv. Sie ist dann und nur dann surjektiv, wenn X =Y gilt und i = idx
gilt. Offenbar ist die Identitét idx : X — X,idx(z) = x Vz € X bijektiv.
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(ii) Eine Folge (an)nen reeller Zahlen, a : N — R ist injektiv, wenn alle Folgenglieder verschieden sind,
beispielsweise a,, = %
Sie muss aber nicht injektiv sein, beispielsweise a, =1 Vn € N oder a,, = (—1)" Vn € N.
Schwieriger ist die Frage, ob a surjektiv sein kann. Wir werden noch zeigen, dass solch eine Folge

nicht existiert.
(v) Noch ein paar spezielle Funktionen:

a) f:R* > Rmit f(z) =1, 2 eR".

Diese Funktion ist injektiv, aber nicht surjektiv, denn 0 # % Vo € R°.
b) f: R — R mit f(z) =2?%, » € R.

f ist nicht injektiv, denn (—z)? = 22 V2 € R.

Sie ist auch nicht surjektiv, denn Az € R : f(x) < 0.
¢) f:R— Rmit f(z) =23 zcR.

[Wir zeigen spiter:] f ist bijektiv.

Zusammensetzung von Abbildungen

Seien drei Mengen X, Y, Z gegeben und ferner zwei Abbildungen f: X - Y und g:Y — Z.

Dann kann man die Abbildung h : X — Z bilden, die durch h(x) = g(f(x)) definiert ist.
ey
——
€z

Schreibweise: h = g o f.

Beispiel
Sei f die Komposition f: R xR —= R, f((a,b)) =a—bbzw f:RxR — R, (a,b) — a—0>.
,wird abgebildet auf*

g sei gegeben durch g : R — R, z — z2.
Dann ist h = g o f die Komposition R x R — R, (a,b) — (a — b)?.

(1.73) Bemerkung

Seien f: X - Y und g: Y — Z zwei Abbildungen.
Sind f und ¢ beide injektiv, surjektiv oder bijektiv, so trifft dies jeweis auch auf g o f zu.

(1.74) Definition

Seien f: X — Y eine Abbildung und A C X eine Teilmenge.

Die Bildmenge f(A) von A unter f ist definiert als die Menge {y € Y : Jx € A:y = f(z)}.
Folglich gilt: f ist surjektiv genau dann, wenn f(X) =Y gilt. Allgemein nennt man f(X) das Bild
von f, gelegentlich wird Y auch als Ziel bezeichnet.

(1.75) Definition
Das Urbild einer Teilmenge B C Y ist definiert als f~}(B) := {x € X : f(x) € B}.

Beispiel
f R=R, f(x)=2% C={yeR:y<0}. Dann gilt f~1(C) = 2.

Beachte: Die Menge f~'(B) kann aus sehr vielen Elementen bestehen, selbst wenn B aus einem
einzigen Element besteht, das heifit, B = {b}, be Y.
Im obigen Beispiel ist f~!({4}) = {2, —2}.
Ist f jedoch bijektiv, so besteht die Menge f~!({b}) aus genau einem Element und wird mit
f71(b) bezeichnet, also f~1({b}) = {f~1(b)}.
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(1.76) Definition

Im Fall einer bijektiven Abbildung (und nur in diesem Fall) erhalten wir so die sogenannte Umkehr-
abbildung f~!':Y — X.
Diese ist dadurch definiert, dass sie jedem Element y € Y das Element f~!(y) € X zuordnet.

Beispiel
Die Funktion f : R — R, x + 23 ist eine bij. Abb. mit der Umkehrabbildung f~! : R = R, =~ ¥/z.

Nochmal: Umkehrabbildungen kann man nur von bijektiven Abbildungen bilden.

10.12.2013
(1.77) Hilfssatz
f:X — Y ist bijektiv < Jg:Y — X mit (1) fog=idy
(i) go f = idx.
In diesem Fall ist g = f~ L.
Beweis
»<* Injektivitit: Seien z,2’ € X mit f(x) = f(a’). Es folgt = u g(f(z)) = g(f(2))) @ O
Surjektivitit: Sei y € Y. Setze x := g(y) € X. Es folgt f(z) = f(g(y)) 2 Y. O
.= folgt direkt mit ¢ := f~1.
Zusatz
Es ist nur die Eindeutigkeit von g, welches (i) und (ii) erfiillt, zu zeigen.
Seien also g1, g2 zwei Funktionen, die (i) und (ii) erfiillen.
. c 1. ogo=id of=id
Sei y € Y beliebig. Es folgt g1(y) Jogazidy a1 (flg)) = 92(y). O

Machtigkeit und Abzahlbarkeit

(1.78) Definition
Zwei Mengen X,Y heiflen gleichméichtig, falls es eine bijektive Abbildung f: X — Y gibt.

Schreibweise: X ~Y
Bemerkung

Offenbar gelten die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation, d.h.
(i) X ~ X denn idx : X — X ist bijektiv (Reflexivitdt)
(i) X~Y & Y ~ X denn f: X — Y ist bijektiv < f~!:Y — X ist bijektiv (Symmetrie)

(i) X v V,Y ~Z = X~Zdenn f:X =Y, g:Y = Zbij. "X gof: X = Z bij. (Transitivitit)

(1.79) Definition
Eine Menge X heifit abzéhlbar, falls X ~ N, d.h. es existiert eine bijektive Abbildung a : N — X.

Bemerkung
Mit anderen Worten, man kann die Elemente von X in einer Folge (a1, a9, as, - +) = (an)nen anordnen,
so dass jedes Element aus X in der Folge vorkommt (= surjektiv), und zwar genau einmal. (= injektiv)
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(1.80) Bemerkung

Definitionsgemif hat eine Menge X n Elemente, falls X ~ A, = {1,--- ,n}.

Zwei endliche Mengen sind also gleichmichtig, wenn sie gleich viele Elemente haben.

Der Méchtigkeitsbegriff verallgemeinert daher den Begriff der Anzahl auf unendliche Mengen.
Im Gegensatz zu endlichen Mengen kann es passieren, dass X ~ Y, aber X CY. (X 2Y)
Beispiel: X = Ny := {n € N|n gerade}, Y =N. f: Y — X, n — 2n ist bijektiv.

(1.81) Satz

Sei X eine abzidhlbare Menge und Y eine beliebige unendliche Menge.
Dann ist Y auch abzdhlbar, falls (i) oder (ii) gilt:

(i) Jg:Y — X injektiv,

(ii)) 3f : X — Y surjektiv.

Beweis
Sei 0.B.d.A. X = N, ansonsten betrachte man eine Verkettg. von f bzw. g mit einer Bij. zw. X, N.
(i) Sei also g : Y — N injektiv. Dann ist g: Y — ¢(Y),y — g(y) bijektiv, d.h. Y ~ M :=g(Y) C N.
Es reicht daher, zu zeigen, dass M abzéhlbar ist.
Setze dazu my := min(M), mg :=min(M \ {m1}), -+, my :=min(M \ {mq,--- ,mp_1}).

>m1 >Mnp—1
Die entstandene Abbildung m : N — M, n — m,, ist injektiv, da streng wachsend und surjektiv

nach Konstruktion.
(ii) Wir fiithren auf (i) zuriick und konstruieren g : Y — N injektiv.

Setze g(y) := min f 1 ({y}) € N.
——
#@, daf surj.

g(yr)e 1 ({n})
g ist injektiv, denn sind y1,92 € Y mit g(y1) = g(y2), so gilt |l , also

g(y2)e [ ({y2})
n:=gy) € T HmH) NI {y2}) ={neN: f(n) =y, f(n) = y2}, also y1 = f(n) = yo.

(1.82) Definition
Eine Menge X heifit h6chstens abzihlbar, wenn sie endlich oder abzéhlbar ist.

Bemerkung
Satz (1.81) hat zur Folge:
1) Jede Teilmenge einer hochstens abzidhlbaren Menge ist hochstens abzéhlbar.

(die kanonische Injektion ist injektiv)
Das Bild einer hochstens abzéhlbaren Menge ist hochstens abzéhlbar.

) (f : X =Y beliebig = f:x— f(X),z+— f(x) surjektiv)

(1.83) Beispiele

firn=1

s O

a) Z ist abzéhlbar. Formal: f : N — Z,n — fiir n gerade

7%1 fiir n ungerade
b) N x N ist abzéhlbar.
f:NxN=N,f(n,m)— 2"-3™ injektiv nach Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung.
c¢) Verallgemeinerung von b): X, Y hochstens abzihlbar = X x Y hochstens abzéhlbar.
d) Q ist abzéhlbar.
Beweis: X = {(a,b) : a,b € Z,b # 0} ist abzéhlbar als unendliche Teilmenge von Z x Z nach c).
Ferner ist f: X — Q, (a,b) — ¢ surjektiv. Aus Satz (1.81) folgt die Behauptung. O
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¢)

f)

7

{0,1}Y := {(ap)ren|ar € {0,1} VE}, also die Menge der Folgen mit Folgengliedern in {0,1} ist
iiberabzihlbar, das heiflt, unendlich und nicht abzéhlbar.

Beweis (Cantorsches Diagonalverfahren)
Angenommen 3f : N — {0, 1} bijektiv.
Schreibe f(n) = f, = (agn), ag"), agn), )= (a,(g"))keN.
1 falls ) = 0

0 falls o) =1

Wegen b, # a!™ Vn € N ist insbesondere (b )ken # (a,(cn))keN Vn € N.
Daher ist (bg)ren ¢ f(N) Widerspruch zur Surjektivitét von f.

Betrachte die Folge (b )ren € {0, 1} mit by, :=

R ist iiberabzahlbar.

Beweis
Wir geben eine injektive Abbildung g : {0,1} — R an, dann kann R nicht mehr abzihlbar sein.
o0

Wir setzen g((an)nen) := Y. ap - 107% = 0, aazaza4.
k=1 —
Dezimalschreibweise

Wegen der ,, Eindeutigkeit* (ohne Beweis) der Dezimalschreibweise reeller Zahlen ist ¢ injektiv. E':I

13.12.2013

Umordnungssdtze fiir unendliche Reihen

Frage:

Inwiefern gelten Distributiv-, Kommutativ- und Assoziativgesetze fiir unendliche Reihen?
Zunéichst: Kommutativgesetze fiir endliche Summen:
(a1,--- ,an) n-Tupel reeller Zahlen.
(Gyy, -+ ,ay,) sei eine Umordnung des n-Tupels, das bedeutet:
3 bijektive Abb. v: A, — A,
—~—

{1,---,n}, also ein n-Tupel, in dem jede
Zahl zwischen 1,2, .-, n genau einmal vor-
kommt.

Beispiel: n =2, (v , 1o )=(2,1)

N~~~
v(l) v(2)

Dies bewirkt die Umordnung (a1, ag) — (az,a1) = (ay,, ay,).
Mithilfe der Korperaxiome beweist man:

7

n
Zak:a1+02+"'+an:al/1 tay, + - tay, = Za'/k
k=1

k=1

Denn auf die Reihenfolge kommt es bei der Addition nicht an.

(a

+b=b+a,(a+b)+c=a+(b+c)=b+ (a+c) etc.)

o oo
Betrachten wir nun eine unendliche Reihe > a, und )’ a,, eine Umordnung dieser Reihe.

n=1 n=1

Hier kommt in der Folge (vy,)nen jede natiirliche Zahl genau einmal vor, d.h. Abb v : N — N ist
bijektiv.

! Anmerkung: Mit der ,Eindeutigkeit* ist hier gemeint, dass dieselbe Ziffernfolge niemals zwei unterschiedliche Zahlen

bezeichnen kann. Nicht eindeutig hingegen ist, wie € R in Dezimalschreibweise geschrieben wird, bspw. 0,999 ... = 1.
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{vnln e N} =N, vy, # v fiir k # 5.
n o0
Angenommen, die Reihe (Sy,)neny mit S, = > a (kurz: > a,, konvergiere gegen a. ( lim S,, = a)
n—oo

k=1 n=1
~ ~ n 00
Gilt dies auch fiir die umgeordnete Reihe (Sy,)peny mit S, = > ay, (kurz: ) ay,)?
k=1 n=1

(1.84) Satz (kleiner Umordnungssatz)

o0 n
Die Reihe ) a, konvergiere absolut (das heifit, die monoton wachsende Folge (T5,)nen, Tn = > |ak]
n=1 k=
n

konvergiert) und zwar gegen den Wert a € R, also lim ) ax = a.

Dann konvergiert auch jede Umordnung, und zwar gegen denselben Wert a.

Beweis

Der Beweis ist in zwei Teile untergliedert:

(i) Absolute Konvergenz der umgeordneten Reihe
Da die Reihe ) |a,| der Absolutbetrige (monoton wachsend ist und) konverigert, ist sie be-
schrankt:

AC eR: Y |ax| <CVneN.
k=1

Dann gilt aber auch Z lay, | < C Vn €N, denn Z lay, | < Z |ag| mit N := max{vy, - ,v,}.
=1 k=
Nach Satz (1.67) ist Z a,, somit absolut konvergent

(ii) Der Grenzwert der umgeordneten Reihe ist ebenfalls a.

o0 n
Sei € > 0. Da die Reihe absolut konvergiert, existiert N € N mit | > |ax| — > |ag|| < e Vn > N,

00 k=1 k=1
d.h. Z |ak| <eVn>N. N~——
k=n+1 Grenzwert der Reihe der Absolutbetrige

Sei nun M € N so grof}, dass Ay = {1,--- ,N} C {v1,--- ,vap} und sei m > M.
m N
Dann gilt ) a,; = > a; + Rest(m, V).

j=1 j=1
Rest(m, N) ist die Summe aus allen Gliedern aus {a,,l, -+, ay,, }, deren Indizes v, > N sind.
m
Zlal,j— a Za]+Rest(mN —a‘<‘2a]—a + | Rest(m, N)|.
J= \—/—’
Grenzwert der ursprunghchen Reihe Z |(1]’
DIYSEI > > > lol= > o
a‘—’hm a;| = lim a;| < lim a;| = a;i| <e.
=1 =3 =Ny R B L I AR R B T A AR iy AR
> an
n=1
m
Also:’Zal,j—a‘<2eVm2M. O

I
—

J

(1.85) Bemerkung

Wenn man nicht die absolute Konvergenz voraussetzt, ist der kleine Umordnungssatz falsch.
Dazu folgendes Beispiel — (ay,)nen mit folgenden Eigenschaften:

(i) Die Zahlen mit ungeradem Index a; > ag > as > --- seien alle positiv.
(ii) Die Teilreihe > ° | asp—1 konvergiert nicht.
(iii) Die Zahlen mit geradem Index as < ag < ag < --- sind alle negativ.

Beispielsweise also (ap,)nen mit a, = (_1)n+1%_
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Ist n € N ungerade, so konvergiert auch die Folge a,, + anto + apgpa +---= . p42(k—1) Dicht.
k=1

= Teilreihe Z Apq2(k—1) unbeschrénkt fiir beliebiges ungerades n.

D.h. zu Jedem C € R und ungeradem n € N 3 ungerade Zahl N > n mit a, + anio+---+any > C.
Nun bestimmen wir sukzessive ungerade natiirliche Zahlen n; < no < ng < --- so dass
a1+az+---+ap +az>1

Gni42 + Qpiga + -+ apy, a4 > 1

Ono+2 + Qpota + -+ apy, +ag > 1

17.12.2013
Verallgemeinern wir den Begriff der absoluten Konvergenz nun auf beliebige abzihlbare Mengen.
(an)neN + Indexmenge Folge
Allgemeiner: (as)ses « (abstrakte) abzihlbare Indexmenge durch S parametrisierte Schar.
Wir wollen ) as definieren.
ses
Dies ist nicht kanonisch, da auf S zunichst keine natiirliche Ordnung existiert!
Also brauchen wir eine bijektive Abbildung v : N — S.
o0
Idee: Definiere > as:= > ay,. (ay, )nen Folge.
ses n=1
[e.e]
Aber: Diese Definition ist nur sinnvoll, wenn die Reihe ) a,, nicht von der speziellen Anordnung
n=1
[ee]
v1,ve,- - abhéngt! Offenbar ist dies der Fall, wenn die Reihe ) a,, absolut konvergiert!

n=1
Automatisch ist dies nach dem [kleinen Umordnungssatz| dann fiir alle Umordnungen der Fall. Also:

(1.86) Definition

Eine Schar (as)ses reeller Zahlen heifit summierbar wenn es eine Anordnung (v,,) gibt, so dass die

Reihe Z a,, abs. konvergiert. Ist a = lim Z ay, der Wert dieser Reihe, so schreibt man a = ) as.

= n—00 1| ses

Bemerkung:

Anstatt ,,die Schar (as)scg ist summierbar® sagt man auch ,die Reihe ) a4 konvergiert absolut®.
seS

Beispiele:

\)S=2Z, a:Z— R,z a,.
o0
Hiufig schreibt man )  a, anstelle von > a,.

n=-—o0o 2EZL
Die Reihe konvergiert genau dann absolut, wenn eine spezielle Anordnung absolut konvergiert,

beispielsweise ag + a1 +a—1 +az+a—2+....

2 an 2 a-n
neN neN
— ——
(e.) o n
Insbesondere konvergieren dann die Teilreihen Zan und Za_n absolut, da S, = >_ |ag]|
- n
und S, = ) |a_g| sowohl monoton wachsend als auch beschrinkt sind, denn
k=1

lag| + |a1]| + |a—1] ot lan| + |a—n| < C < 0o Vn € N fiir ein geeignetes C' € R.
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o0 oo
Umgekehrt folgt aus der absoluten Summierbarkeit von Y a, und > a_, die Summierbarkeit
n=1 n=1

n n
von (aj)jez, denn |ao| +|ai|+|a—1|+- - +|an|+|a—n| < \a0|+z |a| —I—Z la_j| fiir ein geeignetes
k=1 k=1
—_— ——
<c <Cc

C € R, fiir alle n € N.
(ii) S = N x N Schar (an,m)n,m)enxy reeller Zahlen, parametrisiert durch Paare natiirlicher Zahlen.

Diese spezielle Schar nennt man auch Doppelfolge.

Man kann sie iibersichtlich wie folgt anschaulich anordnen.
ail a2 ais
a21 a2 Q23
azr az2 433

(1.88) Bemerkung

Ist (as)ses eine durch eine endliche Menge S parametrisierte Schar reeller Zahlen, vereinbaren wir, da
Summen mit endlich vielen Summanden jeweils beliebig umgeordnet werden kénnen:
Alle Scharen (as)ses, die durch endliche Mengen S parametrisiert werden, sind summierbar.

Im Fall S = @ definiert man ) a5 :=0.
s€o

(1.89) Definition

Sei S eine abzihlbare Menge. Eine Zerlegung von S ist eine Folge (S),)nen von Teilmengen in S,
so dass jedes Element von S in genau einer der Teilmengen S,, enthalten ist, also
(i) S=51USUS3U...:={zx € S:x eS8, fir mindestens ein n € N}.

Unen Sn
(ii) Sp NSy, = @ fiir m # n.

Der nachflgnd. Satz beinhaltet Kommutativitéits- und Assoziativitdtseigenschaften fiir unendl. Reihen:
(1.90) Satz (Grofer Umordnungssatz)
Es sei eine Zerlegung S = (J,,cy S einer abzéhlbaren Menge S gegeben.

Sei auflerdem (as)ses eine durch S parametrisierte summierbare Schar reeller Zahlen. Dann gilt:
(i) Die Teilscharen (as)ses, sind summierbar, die Zahlen A, = Y as fiir n € N also wohldefiniert.

SGSn
00 00 00 s
(ii) Die Reihe ) A, ist absolut konvergent und es gilt: > as = > A, = > Z
n=1 se€S n=1 =1 \ses,
A

Ergidnzung
Aus der Summierbarkeit der Scharen (|as|)ses, fiir n € N und der (absoluten) Konvergenz der Reihe

oo
> By, By := > |as| folgt die Summierbarkeit von ) as.
n=1 SESH seS

Beweis
Fiir den Beweis benétigen wir:

(a) Eine Schar (as)ses ist genau dann summierbar, falls es ein C' € R gibt, so dass _ |as| < C fiir
seT
jede endliche Teilmenge T C S gilt. In diesem Fall ist > |as| < C.
seS

Folgerung:
Ist (as)ses summierbar und Sy C S eine Teilmenge, so ist auch die Teilschar (as)ses, summierbar

und es gilt > Jas| < > Jasl.
s€Sy seS
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(b) Wenn eine Schar (as)ses summierbar ist, so existiert zu jeder positiven Zahl e > 0 eine endliche

Teilmenge T' C S mit der Eigenschaft > |as| <e.
seS\T

Nun zum Beweis des groflen Umordnungssatzes:
(as)ses ist nach Voraussetzung summierbar.

Sei A= > as, ap= >, as, n €N.

sesS SESH
Zz=1 Ak
—_—
Esist nun A — (A1 + -+ A,) = as.
seS\{kCJl Sk}
Sei € > 0. Wir wihlen T'=T(e) C S mit Y _ |as| <.
seS\T

Jedes Element der Menge T muss in irgendeinem S,,, n € N enthalten sein.

N
Fiir N € N hinreichend grofl ist T C S US;U---USy = |J Sk.

k=1
A= (A1 +--+ Ay < > las| ¥vn > N.
o seS\T
= Die Reihe > A, ist konvergent mit Grenzwert A. Wir haben allerdings noch nicht gezeigt, dass
n=1
diese Reihe sogar absolut konvergiert. Dies folgt mit denselben Argumenten aber unmittelbar, wenn
man in der obigen Notation die Schar (|as|)ses anstelle von (as)ses betrachtet. O

Beweis der Erginzung: Ubungsaufgabe!

(1.91) Beispiel (Doppelreihe)
(1»1) (172) (173)
S =NxNjalso (3,1) (3,2) (3,3) -

Verschiedene Zerlegungen von S:

(i) Sp ={(a,b) € S:b=n} (n-te Spalte im obigen Schema)

(ii) Sp ={(a,b) € S:a=n} (Zeilenzerlegung)

(iii) Sy, = {(a,b) € S : a+ b =n} (Diagonalenzerlegung) (welche Diagonalen?)
Die Mengen S, sind in diesem Fall endlich.

Dies ist eine Doppelfolge a : N x N — R also a = (anm) (n,m)enxN-

Angenommen, Y ay, , konvergiere absolut.
(n,m)eNxN

grofler Umordnungssatz e e ) s S 1
= Z An,m = Z Unm | = Z Unm | = Z Z Quv |-
(n,m)eNxN n=1 \m=1 m=1 \n=1 n=1 \ p+v=n

In diesem Spezialfall nennt man den grolen Umordnungssatz auch Cauchyschen Doppelreihensatz.

Distributivgesetze fiir unendliche Reihen

(1.92) Satz

Seien (as)ses, (bt)ter zwei summierbare Scharen reeller Zahlen. Dann ist auch die Schar (as-bt) (s pesxr

summierbar und es gilt (Z a5> . <Z bt> = > ash.
(

seS teT s,t)eSXT

! Die verschiedenen Méglichkeiten, die Summen zu schreiben, entsprechen den oben genannten méoglichen Zerlegungen!
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Der Beweis ist eine unmittelbare Konsequenz aus dem grofien Umordnungssatz.

Anwendung 1: Ausmultiplizieren von Potenzreihen (an)neng, (bn)nen,-

o0 o0
Angenommen, die beiden Reihen ) anz™ und ) b,z™ konvergieren fiir alle x € D C R absolut.

o0 n

n=
[o.¢] o

Dann erhilt man: <Z anx”> (Z bnx”> = cpx™ mit ¢, = Y auby = Y aybp_y.
n=0 n=0 n=0 ptv=n v=0

20.12.2013
Anwendung 2: Losung einer Potenzreihe, die Va € R absolut konvergiert und Losung der
Funktionalgleichung P(z +y) = P(z) - P(y) Vz,y € R ist.
oo

Dabei bezeichne P(z) = ) anz™ den Wert der Potenzreihe an der Stelle z.
n=0

Das Problem ist nur dann geldst, wenn wir die Koeffizienten folgenden Bedingungen unterwerfen:
(i) (anz™)nen ist Nullfolge fiir alle z € R
(ii) Es gilt: Y avz¥auyt = an (z+y)"

V+/L=Tl N—_——

Z::O (’:Il)wuyn—u

Man kann offenbar a,, = 2 wihlen. Insbesondere ist (i) damit erfiillt (Beispiel (1.68)).

(1.93) Satz
2,3

oz x
Die Reihe exp(z) = >° — =1+a+ o + —+....
n=0 M- 2 6

Diese konvergiert fiir jedes x € R absolut.
Sie geniigt der Funktionalgleichung exp(z + y) = exp(z) - exp(y) Vz,y € R.
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2 Stetige Funktionen

1 Begriff der Stetigkeit

(2.1) Definition
Eine Funktion f einer Verdnderlichen ist eine Abbildung f : D — R mit einer Teilmenge D C R.

Bezeichnung: D  Definitionsbereich von f,
f(D)={z€R:z= f(z) fur ein x € D} Wertevorrat (Bild) von f.
Beispiele:
(i) D=R*:{xeR:x#0}
f=R* =Rz~ 1
Wertevorrat: R®
(ii) Die konstante Funktion mit Wert a.
D C R, aber nicht leer.
f:D—=>Rzw~a.
Wertevorrat: {a}
(iii) Eine Folge reeller Zahlen ist eine Funktion a : N — R

(2.2) Definition

Eine Menge D reeller Zahlen heifit Intervall, falls mit je zwei Punkten a,b € D, a < b auch jeder
zwischen a und b liegende Punkt in D enthalten ist, das heifit, a <z <b = x € D.

Es gibt verschiedene Arten von Intervallen:

I Die endlichen Intervalle

Seien a < b zwei reelle Zahlen.
(i) abgeschlossenes Intervall

[a,b] :={x € R:a <z <b} (insbesondere a,b € [a,b])
(ii) offenes Intervall
(a,b) :={zr €R:a <z <b} (also a,b ¢ (a,b))
(iii) halboffene Intervalle
[a,b) :={z €R:a <z <b} (also a € [a,b), b ¢ [a,b))
(a,b] ;={xr €eR:a<x<b} (also a ¢ (a,b], b€ (a,b])

Il Die unendlichen Intervalle

(i) rechte Halbgeraden
[a,0) :={x eR:a <z}
(a,00) :={r eR:a <z}
(ii) linke Halbgeraden
(—o0, b :={x e R:x <b}
(—o0,b) = {r e R:x < b}
(iii) R selbst (R = (—o0, 00)).
Der Punkt a bzw. b heif3it der linke bzw. rechte Randpunkt von D.
Hierbei ist allerdings der degenerierte Fall auszuschlief3en.
In diesem Fall gilt [a,a] = {a}, (a,a) =@
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(2.3) Satz

In der obigen Liste kommen alle Intervalle im Sinne der Definition (2.2) vor. Das Resultat wird mithilfe
des Vollstédndigkeitsaxioms und Fallunterscheidungen gezeigt. Wir skizzieren nun kurz einen Fall.
Das Intervall D sei nach unten, aber nicht nach oben beschriankt. Sei a = inf D. Aus der Definition
des Intervalls leitet man ab: (a,00) C D.

Somit ist D = [a,00) oder D = (a, 00).

(2.4) Hilfssatz

Sei D C R ein Intervall f : D — R eine Funktion und a € D ein Punkt aus D.

Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Sei (an)nen eine Folge von Elementen aus D, die gegen a konvergiert. Dann gilt: lim f(a,) = f(a).
n—oo

(ii) Zu jeder Zahl e > 0 existiert eine Zahl § > 0 mit |f(z) — f(a)| < € falls |z —a| < 6 und x € D.

Beweis:
(i) = (ii) Wir schlieflen indirekt.
Angenommen, es existiert ein € > 0, das die in (ii) geforderte Eigenschaft nicht besitzt.
Zu jedem ¢ > 0 existiert dann ein = € D mit |x — a| < § aber |f(z) — f(a)] > €.
1

Nutzen wir dies nun speziell mit § = 1, finden wir eine Folge (a)nen aus D mit |a, —a| < 2

aber |f(an) — f(a)| > e. Es gilt dann a, — a und (i) f(an,) — f(a). ¢
(ii) = (i) Sei € > 0. Wir wéhlen ¢ wie in (ii) und bestimmen dann N € N mit |a, —a| < Vn > N.
Es folgt |f(an) — f(a)| < eVn > N also f(a,) — f(a). O

Um die Bedingung (ii) noch einmal anschaulicher zu formulieren:
Die Funktionswerte f(x) liegen beliebig nahe an f(a), wenn x nur geniigend nahe an a liegt.

(2.5) Definition

Sei f: D — R eine Funktion, welche auf einem Intervall D C R definiert ist. Sei @ € D. Dann heifit
die Funktion f stetig in a, wenn die in Hilfssatz (2.4) formulierten Bedingungen erfiillt sind.
Die Funktion f heifit stetig, wenn sie in jedem Punkt ihres Definitionsbereichs stetig ist.

(2.6) Beispiele

(i) Die konstante Funktion f: R — R,z +— a Vx € R ist stetig.

(ii) Die Funktion f:R — R,z — x Vz € R ist stetig.

(iii) Die Funktion f: R — R,z +— 23 Vz € R ist stetig:
Der Beweis hiervon ergibt sich aufs der Charakterisierung der Stetigkeit aus dem Hilfssatz (2.4)(i)
und der Permanenzeigenschaft fiir konvergente Folgen: a, e = ad — ad.

10.1.2014
(2.7) Definition
Sei D C R ein Intervall, welches nicht nur aus einem Punkt besteht. Es sei a € D.
AufBlerdem sei eine Funktion f: D\ {a} — R oder f: D — R gegeben.
Der Grenzwert von f fiir z gegen a existiert, wenn sich f in a hinein stetig fortsetzen lésst.
Das bedeutet, es gibt eine stetige Funktion f : D — R mit f(z) = f(z) Yz € D\ {a}.
‘Vorsicht: f kann, muss aber nicht in a definiert sein; dies spielt in dieser Definition keine Rolle.

(2.8) Bemerkung

Unter den Voraussetzg. von Def. (2.7) ist die stetige Fortsetzung f — falls existent — eindeutig bestimmt!
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Beweis
Da D C R ein nicht degeneriertes Intervall ist, ex. eine Folge (ay)nen, an # a, a, € D mit lim a, = a.
n—o0
Da f stetig ist, gilt notwendigerweise f(a) = lim f(ay). O
n—oo
Bezeichnung

Sei b = f(a). Dann schreibt man ligﬂ f(x) =boder f(x) — b fiir z — a. Den Begriff des Grenzwerts

kann man auch direkt einfithren, ohne auf den Begriff der Stetigkeit zuriickzugreifen:
Die Funktion f konvergiert fiir x — a gegen b, falls zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit
r#a, x€D, |[r—al<d = |f(z)—b <e.

(2.9) Beispiel

Sei h : R — R eine beschrinkte Funktion, also sei |h(z)| < C Va € R fiir ein geeignetes C' € R.
Wir bilden die Funktion f: R\ {0} — R, f(z) = xh(%) Dann gilt: lin%) flx)=0.
z—>

Seien f,g: D — R zwei Funktionen mit demselben Definitionsbereich D.

1
Dann sind die Funktionen f +g¢, f-g, Cf (C € R), 7 definiert:

~~
falls f(z)#0 VzeD

(f +9)(@) == f(2) +9@),  (F-9)@) = f@)-g(@), (CH@):=Cf@), (}) @)= 7

(2.10) Anmerkung

(i) Die Funktion % hat nichts mit der im néchsten Abschnitt definierten Umkehrfunktion =1 zu tun!
(ii) Die Menge aller Funktionen f : D — R bildet einen R-Vektorraum. Man bezeichnet ihn mit R”.

Fiir D ={1,...,n} erhdlt man den R”, denn die Fkt. sind dann lediglich n-Tupel reeller Zahlen.
(2.11) Bemerkung

Seien f,g: D — R zwei Funktionen auf dem Intervall D. Wenn f und g im Punkt a € D stetig sind,
so gilt dies auch fiir die Funktionen f + g, f-g, Cf (C € R), % (falls f(z) # 0 Vz € D).

Wir erhalten analog zu Folgen also die Permanenzeigenschaften des Grenzwertbegriffs: Es gelten
;g;(f +9)(z) = Jim f(z) * lim g(),
lim (f - g)(z) = lim f(z) - lim g(z),
- 1 _ 1
tim (3) (@) = 77y
falls die Limites auf der rechten Seite existieren, und im letzten Fall fiir f(x) # 0V € D, lim f(x) # 0.
Tr—a

Ineninandersetzen von Funktionen

Gegeben seien zwei Funktionen f: D — R und g : D' — R mit f(D) C D’.
Dann kann man die Funktion A : D — R mit h(xz) = g(f(x)) definieren.
Diese bezeichnet man mit h = go f.

Beispiel

f:R—=R, z— exp(x). g:R'—)R,x'—)%. h:gof:R'—)R,$»—>g(f(x)):exg($).

(2.12) Bemerkung

Es seien zwei Funktionen f: D — R, g: D’ — R auf Intervallen D, D' C R gegeben und f(D) C D'.
Sei a € D und b = f(a) € D'. Wenn die Funktion f in a und die Funktion g in b stetig ist, so ist die
Zusammensetzung g o f in a stetig.
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Kurz gesprochen: Stetigkeit bleibt beim Ineinandersetzen von Funktionen erhalten!

Beweis

Sei e > 0. g ist stetig in b, also existiert ein zugehoriges &' > 0 mit |[z—b| < &', x € D' = g(x)—g(b)| < e.
f ist stetig in a, somit existiert zu diesem ¢’ ein 6 > 0 mit |z —a| <46, x € D = |f(x) — f(a)] <.
Also gilt: |z —al <6, € D = |g(f(x)) —g(f(a)] <e. O

2 Abbildungseigenschaften stetiger Funktionen

Erste Beobachtung:

Sei f: D — R stetig in g € D, D Intervall.

Es gelte f(xg) > 0. Dann gibt es ein 6 > 0, so dass gilt: |z —xo| < 6§, z€ D = f(zx) > 0.

Ist also die stetige Funktion f in xg positiv, so ist sie in einer ganzen ,,Umgebung®“ um xg positiv.

Beweis

Man setze € = @ und bestimme ¢ > 0 so, dass gilt:

v —ao| <8 = |f(2) — flro)| < e =G

Insbesondere folgt aus der Dreiecksungleichg. |f(zo)|— |f(z)| < € ergo f(z) > f(z0) — f(g()) = f(g:o) O

14.1.2014

Der Zwischenwertsatz

(2.13) Satz

Sei f: D — R eine stetige Funktion auf einem Intervall D C R und seien a < b zwei Punkte aus D,
so dass f(a) und f(b) von 0 verschieden sind und verschiedene Vorzeichen haben.
Dann existiert eine Nullstelle £ von f zwischen a und b: a < § < b und f(&) = 0.

Beweis

Sei ohne Einschréankung f(a) >0, f(b) <0. Sei M :={z € [a,b] : f(x) > 0}.
M ist nicht leer (wegen a € M) und nach oben beschrénkt (durch b).

Es existiert also das Supremum & := sup M.

Behauptung: f(£) = 0.

Wir beweisen dies indirekt:

(i) Angenommen, f(£) > 0. Offenbar ist £ < b. Wegen der Stetigkeit von f existiert nach der Vor-
iiberlegung ein 6 > 0, so dass f(x) > 0 Vz € D mit |z — {| < §. Wir kénnen § < b — & wiihlen.
Dann folgt £ + g € M. Dies fithrt zum Widerspruch, denn £ ist obere Schranke von M.

(ii) Angenommen, f(§) < 0. Dann existiert ein § > 0 mit f(z) < 0 Ve € D mit |z — £| < 0. Auch dies
fiihrt zum Widerspruch, da & dann nicht die kleinste obere Schranke von M sein kann. O

(2.14) Folgerung
Ist f: D — R stetig und D ein Intervall, so ist auch der Wertevorrat f(D) ein Intervall.

Beweis

Angenommen y; < ys € f(D). Zu zeigen: Gilt yo € (y1,y2), dann yo € f(D).

Seien a,b € D mit f(a) = y; und f(b) = y2. Sei ohne Einschréinkung a < b.

Betrachte die Funktion ¢ : D — R mit g(z) = f(x) — yo. Dann ist g(a) < 0 und g(b) > 0. Daraus folgt
nach (2.13), dass ein £ € (a,b) mit g(§) = 0 existiert. Dann ist f(§) = yo, also yo € f(D). O
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Monotone Funktionen

Man nennt eine Funktion f: D — R

(i) (streng) monoton wachsend, wenn Va,b € D gilt: a <b = f(a) < f(b) (bzw. f(a) < f(b))
(ii) (streng) monoton fallend, wenn Va,b € D gilt: a < b = f(a) > f(b) (bzw. f(a) > f(b))
(iii) (streng) monoton, wenn sie (streng) monoton wachsend oder fallend ist.

Eine Funktion f ist genau dann streng monoton, wenn fiir jedes Tripel a < b < ¢, a,b,c € D die
Werte f(b) — f(a) und f(c) — f(b) von Null verschieden sind und das gleiche Vorzeichen haben.

(2.15) Folgerung
Eine stetige Fkt. f : D — R auf einem Intervall D ist genau dann inj., wenn sie streng monoton ist.

Beweis
»<* Wennn f streng monoton ist, so ist f injektiv, da keine z < y € D mit f(z) = f(y) existieren.
»,= Sei f also injektiv. Wir schlielen indirekt und nehmen dafiir an, dass es ein Tripel a < b < ¢,
a,b,c € D gebe, so dass f(b) — f(a) und f(c) — f(b) verschiedene Vorzeichen haben.
Ohne Einschrankung gelten f(b) < f(a) < f(b)—f(a) <0und f(b) < f(c) & f(c)—f(b) > 0.
Wir wihlen einen beliebigen Wert yo mit f(b) < yo < f(a) und f(b) < yo < f(c).
Nach dem Zwischenwertsatz existieren Zwischenstellen &, & mit a < £ < b und f(§) = yo sowie
b< & <cund f(¢) = yo. Dies stellt einen Widerspruch zur Injektivitéit von f dar. O

(2.16) Satz

Sei f: D — R eine streng monotone Funktion auf dem Intervall D.
Ist der Wertevorrat f(D) auch ein Intervall, so ist f stetig.

Beweis

Ohne Einschrinkung nehmen wir an, f sei streng monoton wachsend.

Sei g € D. Wir nehmen zunéchst an, dass zy kein Randpunkt von D ist. Dann ist wegen der strengen
Monotonie auch f(zp) kein Randpunkt von f(D). Also ist fiir ein hinreichend kleines € > 0
[f(zo) — €, f(z0) + €] eine Teilmenge von f(D). Wir wollen nun die Stetigkeit von f zeigen, gesucht ist
also 6 > 0 mit [z —xo| < = |f(x) — f(xo)| <€ & f(xo) —e< f(z) < f(zo) + e

Sei yp := f(zo)—€ € f(D)und y2 := f(xo)+e € f(D);seien x1,x2 € D mit f(x1) = y1 und f(x2) = yo.
Wegen der strengen Monotonie von f sind z1, z2 eindeutig. Definiere nun § := min{z¢ — z1, 22 — z¢}.
Aus |zt — 29| < 0 & 29— < x < x9+ 0 folgt dann 27 < = < x9, also folgt aus der strengen
Monotonie: f(zo) — € =y1 = f(21) < f(z) < f(z2) = y2 = f(z0) + € also [ f(z) — f(z0)| <e.

Ist xg ein Randpunkt von D, fithrt man die obige Argumentation einseitig. O

Bemerkung:
Der Satz bleibt giiltig, wenn man anstelle der strengen nur die einfache Monotonie voraussetzt.
Stetigkeit und Monotonie sind lokale Eigenschaften einer Funktion. Wir prézisieren dies:

(2.17) Definition

Sei a € R, € > 0. Unter der e-Umgebung Uc(a) von a versteht man das Intervall Uc(a) := (a —€,a+€)
={reR:|zr—al <€}

Sei f : D — R eine Funktion, D C R, Dy C D. Die Einschrinkung von f auf Dy ist die Funktion
fo: Dy — R, fo(SC) = f(ﬂ?) Yr € Dy.

Schreibweise: f|p, := fo-

Die Eigenschaft der Stetigkeit ist im folgenden Sinne lokal:

Sei f: D — R eine Funktion, D — R Intervall und a € D. Die Funktion f ist genau dann stetig in a,
wenn es eine e-Umgebung U := U,(a) von a gibt, so dass die Einschrinkung von f auf U N D stetig in
a ist.
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Beweis: Ubungsaufgabe!
Also: Ob eine Funktion f stetig in @ ist, hingt nur vom Verhalten von f in der Néhe von a ab.

Die Eigenschaft der Monotonie ist im folgenden Sinne ebenfalls lokal:

Sei f : D — R eine Funktion, D C R Intervall. Die Funktion f ist genau dann (streng) monoton
wachsend, wenn sie lokal (streng) monoton wachsend ist, wenn es also zu jedem Punkt a € D ein Uc(a)
gibt, so dass fiynp (streng) monoton wachsend ist. Dies gilt analog fiir monoton fallende Funktionen.

17.1.2014
Beweis
Sei die Funktion f also lokal streng monoton wachsend.
Wir zeigen: f ist schlechthin monoton wachsend (auf ganz D).
Wieder indirekt: Angenommen, es gibt zwei Punkte a und b aus D mit a < b aber f(a) > f(b).
Sei M :={z € [a,b] : f(a) < f(z)}. Diese Menge ist nicht leer, da f in einer 6-Umgebung von a streng
monoton wachsend ist. Sie ist nach oben beschriankt (durch b). Also existiert £ := sup M.
Es gilt a < £ < b. Wir nutzen nun aus, dass f auch in einer ¢’-Umgebung von £ monoton wachsend ist.
Folglich existiert ein 2 € Uy (§) mit x < &, f(z) < f(§).
Aber fir dieses z ist auch f(a) < f(z), da x € M ist, also ist auch f(a) < f(£§) und somit £ € M.
AuBerdem ist £ < b, da b ¢ M nach Voraussetzung gilt.
Wir nutzen nun nochmal aus, dass f in einer ¢'-Umgebung von & monoton wachsend ist.
Es folgt & + %/ € M sofern &’ > 0 so klein gewéhlt, dass &' < b — &.
Da £ aber bereits obere Schranke von M ist, ergibt sich hier ein Widerspruch. (I

Mithilfe von (2.15) folgt nun:
Sei f : D — R eine stetige Funktion auf einem Intervall. Die Injektivitidt von f ist eine lok. Eigenschaft.

Die Umkehrfunktion

Sei f: D — R, D C R, eine injektive Funktion und f(D) der Wertevorrat von f.

Zu jedem b € f(D) existiert dann genau ein eindeutig bestimmter Punkt @ € D mit f(a) = b.
Ordnet man nun jedem b € f(D) dieses zugehorige a zu, erhiilt man eine neue Funktion g : f(D) — R.
Sie hat die Eigenschaft f(a) =b < a = g(b). Man nennt g die Umkehrfunktion von f.

Offenbar ist g ebenfalls injektiv. Die Umkehrfunktion von g ist f.

Der Definitionsbereich der Umkehrfunktion ist der Wertevorrat der Ausgangsfunktion.

Der Wertevorrat der Umkehrfunktion ist der Definitionsbereich der Ausgangsfunktion.

Bezeichnung: f~!: Umkehrfunktion von f. (kann nur fiir injektive Funktionen f gebildet werden)

Achtung: Die Umkehrfunktion f~! ist etwas vollig anderes als die reziproke Funktion %!

(2.16) zeigt nun, dass die Umkehrfkt. einer stetigen Funktion auf einem Intervall wieder stetig ist:
(2.18) Satz

Sei f: D — R eine stetige, injektive Funktion auf einem Intervall D.
Dann ist die Umkehrfunktion f~!: f(D) — R ebenfalls stetig.

Beweis

Die Umkehrfunktion einer streng monotonen Funktion ist ebenfalls streng monoton.
Damit folgt die Behauptung aus (2.16), denn der Wertevorrat von f~! ist das Intervall D. O
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(2.19) Beispiel
Sein € N; f: R — R gegeben durch f(z) := z™.

R fall d
Behauptung: Der Wertevorrat von f ist f(R) = (rER:z>0) faus " unge;"a ¢
- relR:x > alls n gerade

Beweis: Wir zeigen lediglich, dass fiir yg > 0 ein zg € R mit yg = x{ existiert. (Ez. der n-ten Wurzel
bewels: ) 0 0 0 0

. : n : . dies zeigt man bspw. mithilfe der Permanenzeigenschaften fiir Folgen,
Da dle Funktlonen rT—T Stetlg Slnd? {siehe beispielsweise = — z3 zu Beginn des Kapitels
reicht es nach dem Zwischenwertsatz, Zahlen a und b mit der Eigenschaft a” < yg < b" zu konstruie-
ren.

Deren Existenz ist klar: Man wahle beispielsweise a = % und b = k fiir hinreichend grofles k € N. [

Die Funktion f ist offenbar streng monoton, wenn n ungerade ist.

Wir kénnen daher fiir n ungerade die Umkehrfunktion f~!' : R — R bilden.
Bezeichnung: f~!(z) = /z = znn-te Wurzel von ¥

Die definierende Eigenschaft dieser Funktion ist ({/z)" =z Vz € R.

Bei ungeraden n erhalten wir also:

Die Funktion f: R — R, x +— 2" ist stetig und streng monoton wachsend. Thr Wertevorrat ist R.
Ihre Umkehrfunktion g : R — R, g — /z ist daher auf ganz R definiert, ebenfalls stetig und monoton
wachsend und hat den Wertevorrat R.

Bei geraden n kann man nicht ohne Weiteres die Umkehrfunktion bilden, denn die Funktion
f:R — R mit f(z) = 2™ ist nicht injektiv! Es gilt schlieflich (—xz)" = 2.

Idee: Wir schrénken den Definitionsbereich ein. Sei fo := fip, D = {z € R:x > 0}.

fo ist streng monoton wachsend und hat den gleichen Wertevorrat wie f, ndmlich D.

fo 1. D — R Umkehrfunktion.

Bezeichnung: f;'(z) = {/z = zw fir x> 0.

Bei geraden n erhalten wir also:

Die Funktion f: D - R, x — 2" mit D = {z € R: z > 0} ist stetig und streng monoton wachsend.
Ihre Umkehrfunktion g : D — R, z +— {/x ist ebenfalls stetig und streng monoton wachsend.

Thr Wertevorrat ist auch D. Nach unserer Definition ist der Ausdruck {/x bei geraden n somit nur
fiir x > 0 definiert und es gilt {/z > 0 fiir x > 0.

Die Funktion f mit f(x) = 2 kann man aber auch auf eine ganz andere Art und Weise gewinnen.
Behauptung

(o]
Die Fkt. exp: R - R, z — > L7 ist streng monoton wachsend, stetig und hat als Wertevorrat R;.

n!

.. =0
Beweis: Ubungsblatt 12, Au?gabe 2!

Die Umkehrfunktion von exp ist der natiirliche Logarithmus.

Sein Definitionsbereich ist der Wertevorrat von exp, also R4 : log : Ry — R.

Wir erhalten folgendes Ergebnis:

Die Umkehrfunktion log von exp ist auf Ry definiert und hat als Wertevorrat R. Der Logarithmus ist
stetig, str. monoton wachsend und geniigt der Funktionalgleichung log(zy) = logx +logy, x,y € R4,
denn fiir z = expu, y = expwv, u,v € R gilt log(expu-expv) = log(exp(u+v)) = u+v = logx +logy.

21.1.2014
(2.20) Definition

Seien a,b € R, a > 0. Wir definieren a’ := exp(bloga).
Die Funktion f: R — R mit f(z) = a = exp(xloga) heifit Exponentialfunktion zur Basis a.
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Bemerkung
Fiir die Fille, fiir die a® bereits definiert wurde, findert sich nichts. Die Definitionen stimmen dann
iiberein.

Beispiel

x>0, neN 2" =D g (war induktiv definiert, ' = x)
exp(nlogx) = exp((n — 1)logx + log x) = exp((n — 1) log x) exp(log z).
—_——

x™ zn—1 z
Ferner ist e* = exp(zloge) = exp(z).
~—

exp(l)=e & loge=1
Rechenregeln:
(i) a’t¢ =ab-ac (sofern a > 0)
(ii) a®b® = (ab)¢ (a >0, b>0)
(iii) (a®)¢ = a® (sofern a > 0)
Diese folgen unmittelbar aus der Definition und den beiden Formeln log(ab) = loga + logb (a,b > 0)
sowie log a® = blog a, wie durch Anwendung von exp auf beiden Seiten bewiesen wird.

(2.21) Satz

Sei f : [a,b] — R, a < b, eine stetige Funktion auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b].
Der Wertevorrat von f besitzt ein Maximum und ein Minimum.

Beispielsweise existiert also ein Punkt £ € [a, b] mit f(§) > f(z) Yz € [a, b].

Aus dem Zwischenwertsatz hatten wir gefolgert:

f: D — R stetig, D Intervall = f(D) Intervall

Die Funktion nimmt also auch alle Werte zwischen Maximum und Minimum an!

Es gilt also: Der Wertevorrat einer auf einem abgeschlossenen Intervall definierten stetigen Funktion
ist selbst ein abgeschlossenes Intervall.

Insbesondere ist eine solche Funktion also beschriankt, das heifit, es existiert eine Konstante C' € R
mit |f(x)] < C Vx € [a,b]. Man wihle beispielsweise C' := max{| min{ f(z)}|, | max{f(z)}|}.

Beweis

Zunéchst zeigen wir, dass f beschrankt ist. Dies beweisen wir indirekt.

Nehmen wir also an, f sei unbeschrénkt. Dann existiert zu jedem n € N ein z,, € [a,b] mit |f(zy)| > n.
Da aber [a, b] nach oben und unten beschrénkt ist, existiert nach dem Satz von Bolzano-Weierstra$} eine

konvergente Teilfolge (z,,, )nen. Ihr Grenzwert sei * = lim z,,. Da nichtstrikte Relationszeichen bei
n—oo

der Grenzwertbildung erhalten bleiben, folgt a < 2* < b. Da f stetig ist, hat man f(z*) = le flxy,)

und diese Folge muss beschriankt sein, da jede konvergente Folge beschréankt ist. 4

Nun zeigen wir: f besitzt Maximum und Minimum.
Wir fithren den Beweis nur fiir das Maximum; den Fall fiir das Minimum beweist man analog.

Sei B :=sup{f(z) : = € [a,b]}. Wir miissen zeigen: 8 € f([a,b]).
Wire dies nicht der Fall, so kénnte man die Funktion g : [a,b] — R, z W betrachten und

diese wire stetig auf dem Intervall [a,b]. Nach dem ersten Teil wire dann g in [a, b] beschrénkt.
Dies wiirde einen Widerspruch zur Definition des Supremums bedeuten. [l
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3 Folgen und Reihen von Funktionen

(2.22) Definition

Eine Folge (fn)nen von Funktionen f, : D — R, n € N, D C R heifit punktweise konvergent gegen
die Funktion f: D — R, wenn gilt: lim f,(z) = f(x) fir jedes x € D.
n—oo
Schreibweise: f = li_)m fn oder f, — f fiir n — oo.
n—oo

Naiv konnte man vermuten, dass die Grenzfunktion stetig ist, wenn alle Funktionen f,, stetig sind.
Dies ist jedoch im Allgemeinen nicht der Fall!

1 firx=1
Gegenbeispiel: D = [0, 1], x) =z" Esgilt: lim z" = .
eREIRAPeT 0. 1], fu(2) S e 0 falls0<z <1

Die Grenzfunktion ist also unstetig an der Stelle x = 1!

Dass die Stetigkeit von Funktionen bei Grenziibergéingen zerstért werden kann, ist sehr unschon.
Es gibt jedoch einen stiarkeren Konvergenzbegriff — die sogenannte gleichméflige Konvergenz — der
diese unschone Eigenschaft nicht hat.

(2.23) Definition

Die Supremumsnorm einer beschrinkten Funktion f: D — R, D # &, ist definiert als

If|I:= sup{[f(2)| : = € D}.

Da es spiter mehrere verschiedene Normen gibt, schreibt man auch || f||sup, um klarzustellen, dass es
sich um die Supremumsnorm handelt.

Fiir eine beschrinkte Funktion gilt also: |f(z)| < CVzxe D < |f||<C.

Insbesondere gilt f(x)| < ||f]| Vx € D.

Im Allgemeinen braucht || f|| nicht im Wertevorrat f(D) von f zu liegen, nur unter speziellen Voraus-
setzungen ist dies der Fall, beispielsweise fiir stetige Funktionen auf einem abgeschlossenen Intervall.

(2.24) Bemerkung

Seien f,g: D — R beschrinkt; C' € R. Dann gilt:

(i) [|f]] > 0 und || f|| = 0 nur, wenn f(x) =0 Vx € D.
(i) Cfl=1Cl- £

(i) [lf + gl < [[£II+ llgll

(V) [1F - gl < I1£IF- Nl

Beweis

(i), (ii), (iv) Ubungsaufgabe!

(iii) Nach der Dreiecksungleichung ist |f(x) + g(z)| < |f(z)| + |g(x)| < | f]] + llg]], also
[f(z) + g(@)] < |If + llgll Vz € D; somit auch sup{|f(z) + g(x)| : 2 € D} <|[f] + |lgll

—|f+g]
(denn das Supremum ist kleinste obere Schranke und || f|| + ||g|| ist obere Schranke) O

(2.25) Definition

Eine Folge (fn)nen von Funktionen f, : D — R, n € N heifit gleichméflig konvergent gegen
f D — R, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) Die Funktionen f — f,, sind beschréinkt.

(ii) Die Folge (||f — fnll)nen ist eine Nullfolge.

(Es reicht sogar, (i) fiir alle bis auf endlich viele Ausnahmen zu fordern — tun wir hier deswegen nicht,
weil ||.||sup bislang nur fiir beschréinkte Funktionen definiert war.)
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Anders ausgedriickt:
Es existiert zu jedem € > 0 ein N € N, so dass ||f, — f|| <€ Vn € N.

(2.26) Bemerkung

Wenn eine Folge von Funktionen gleichméflig gegen f konvergiert, so konvergiert sie auch punktweise.
Beweis: Folgt unmittelbar aus |f,(z) — f(x)| < || fn — f|| V& im Definitionsbereich von f,, f O

(2.27) Satz

Gegeben sei eine Folge (fn)nen von Funktionen f, : D — R, die im Punkt z¢p € D stetig seien,
D Intervall. Konvergiert die Folge (f,,)nen gleichmiBig gegen die Funktion f: D — R, so ist auch die
Grenzfunktion f stetig in xg.

Beweis
Sei € > 0. Hierzu wihlen wir ein N € Nmit || f,, — f[| < § Vn > N.
Da fy stetig in xq ist, existiert § > 0 so dass [ —x0| <6, v€ D = |fy(z) — fn(z0)| < §.
Es folgt: [ f(x) — ($0)| = f(@) = fn(@) + fn(2) — i (xo) + fv(20) — f(zo)
<|f(@) = fn(@)| + [fn(2) = fn(o)| + [ (o) — £ (o)

<|If = fnll + 1w (z) = fv(zo) + [Lfy — fl < e -
24.1.2014
(2.28) Beispiel
nx fir 0 <z <1 1 A
fa(z):=42—nz firl<z<?2. A\
0 fir 2 <z <1

fn ist stetig und nimmt das Maximum im Punkt % an. /
Es gilt || fnll = |fn( )| =1VneN. / \

Behauptung: li_}In fn(x) =0. 0 1jn 2n 1
- Nn—

Beweis

(i) = 0: trivial, da f,(0) =0 Vn € N.

(i) Sei 0 < z < 1. Wihlt man N € Nso, dass N > 2 < z > £ gilt, so folgt fn(z) =0Vn > N.
Also konvergiert (fy,)neny punktweise gegen die Nullfunktlon Dle Nullfunktion ist natiirlich stetig!
Aber dennoch konvergiert (f,,)nen nicht gleichméBig gegen die Nullfunktion: || f,|| = 1 /4 0. Die gleich-
méBige Konvergenz steht auch im Zsm.hang mit der Frage, wann man Grenzwerte vertauschen darf.

Beispiel

Es gilt hm 2" =0 fiir 0 <z < 1, also lim( lim 2™) = 0; andererseits lim 2 =1 = lim (lim z") = 1.
r—1 n—oo z—1 n—oo r—1

Man darf also zwel Grenziiberginge im Allgemeinen nicht vertauschen!

Dieses Phianomen tritt jedoch bei gleichméfiger Konvergenz nicht auf:
(2.29) Satz

Sei D C R ein Intervall, a € D. Sei ferner (fy,)nen mit f,, : D — R, n € N eine gleichméfig konvergente
Folge von Funktionen, so dass lim fn(z) Vn € N existiert.

Dann existiert auch liga f(x) In1t f = hm frn und aus Satz (2.27) folgt: lim ( lim f,(z)) = lim (lim f,(z)).

Tr—a n—oo n—oo r—a
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(2.30) Definition

o0
Eine Reihe ) f, von Funktionen heifit punktweise/gleichméBig konvergent, wenn dies fiir die Folge
n=1

n
(Fy)nen der Partialsummen F,, = Y fi zutrifft.
k=1
Man beachte: Sind alle f; stetig, so gilt dies auch fiir die Partialsummen F;,, n € N.

Fiir die gleichméfige Konvergenz gibt es hier ein besonders einfaches Kriterium:
(2.31) Satz

Sei (fn)neny mit fr, : D — R, n € N eine Folge von beschrinkten Funktionen.

o0 o0
Ist die Reihe der Normen ) || f,|| konvergent, so konvergiert die Reihe ) f;, der Funktionen gleichméfig.

n=1 n=1
Beweis

n
Sei Ty, := Y || fx|l- Die Folge (T},)nen konvergiert und ist somit eine Cauchyfolge.
k=1
Also existiert zu jedem € > 0 ein N € N, so dass |T,,—T,| < € ¥n,m > N gilt. Sei 0.B.d.A. m >n > N.

. m D.U. ;| & . L
Dann gilt > [|fnll <eVn,m >N =" || follsup < € < ||[Fimn — Fullsup < €, wobei Fy, = > fi.
k=n+1 k=n+1 k=1

Insbesondere gilt |Fy,(z) — Fy,(z)| < eVz € DVm >n > N = N(e). Somit existiert li_1>n Fo(z) =: F(z),
m—0o0
da (Fy,(x))nen eine Cauchyfolge ist und es gilt li_r>n | (2)—Fy(x)| = |F(2)—Fo(xz)| < eVn > NVz € D.
m—0o0
Ubungsaufgabe: Man modifiziere den Beweis im Anschluss an [Satz (1.61)| entsprechend.

(2.32) Folgerung

o0
Eine Reihe > f,, von Funktionen f,, : D — R, n € N, konvergiert gleichmiflig, wenn es eine von x € D
n=1

o
unabhéngige Majorante ) a, gibt, das heifit, |f,(z)| < a, Vz € D ¥n € N. Natiirlich impliziert die

n=1

o0
Existenz einer solchen Majorante fiir jedes € D auch die absolute Konvergenz der Reihe Y f,(x).

n=1
Dieses Majorantenkriterium garantiert also die absolute und die gleichméflige Konvergenz der Reihe.

(2.33) Bemerkung

Man kann dieses Kriterium auch fiir summierbare Scharen formulieren. . .

4 Potenzreihen

(o]
Es sei Ng := NU{0}. Sei (an)nen, eine Folge reeller Zahlen. Wie verhilt sich die Potenzreihe > anz™?
(i) Fiir welche = € R ist die Reihe (absolut) konvergent? n=0
(ii) In welchem Bereich D € R ist sie sogar gleichmiflig konvergent?

Sei zunéichst g € R, 29 # 0 ein Punkt, fiir den die Folge (anz{)nen beschrankt ist:
lanxy] < C Vn € Ny, C aus R geeignet.

o0
Unter dieser Voraussetzung zeigen wir die absolute Konvergenz der Reihe ) anz™ fir |z| < |zo.

n=0
oo
Sei dazu r := % < 1. Dann: |an,2™| = r"| apxl | < Cr™. Somit ist Z Cr"™ eine konvergente Majorante.
’ > =0
<C =
< —_——

geometrische Reihe
Aus der Beschrinktheit von (a,x{ )nen ergeben sich also Konsequenzen fiir die Konvergenz der Pot.reihe.
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Daher definieren wir B als Menge aller x € R, fiir die (a,2"),en beschriankt ist. Zu jedem = € B
existiert also eine von z abhéngige Konstante Cy € R mit |apz™| < Cy ¥n € N.

Aus obiger Uberlegung folgt: x € B = [—|z|,|z|] C B. B ist also ein um Null symmetrisches Intervall:
B=(-r,r) (r>0), B=][-rr],r>0 oder B=(—0c0,00)=R.

In den ersten beiden Féllen gilt dabei: r = sup{z € R : (a,z") ist beschrinkt}.

Bezeichnung:
Sei M C R eine nichtleere Menge reeller Zahlen.
sup M falls M nach oben beschrinkt ist;
00 sonst.
Auflerdem vereinbaren wir x < co Vx € R. Mit dieser Notation gilt oben: r = sup B.
o0

Dann sei sup M =

Man nennt r den Konvergenzradius der Potenzreihe ) a,z".
n=0

(2.34) Satz -
Gegeben sei eine Potenzreihe ) a,z" mit Konvergenzradius r.

n=
Dann konvergiert die Reihe absolut fiir |z| < r, sie konvergiert nicht fiir |z| > r (falls r < 00).
Ist 0 € [0,7) beliebig, so konvergiert die Reihe in dem Intervall [—d, ] gleichméafBig.

Beweis
(i) Sei |z| > r. Dann ist die Folge (a,x™),en unbeschrinkt.

o0

Konvergiert aber die Reihe > a,z", so ist (a,z™),en eine Nullfolge und somit beschréinkt. 4
n=0

(ii) Sei 0 < § < r gegeben. Wir zeigen die absolute und gleichméBige Konvergenz in [—4, d].

Dies impliziert absolute Konvergenz Vz mit |z| < r, wenn § hinreichend nahe an r gewihlt wird.

Sei g := ‘%’". Dann gilt: 6 < xzg < r.

Nach Voraussetzung ist die Folge |a,x(j| beschrankt; es gilt |apzf| < C Vn € N.

Es folgt x| < § = |apz™| < |aplé™ < C - (x%)", x% < 1. Somit existiert eine von x € [—4,0]

unabhéngige Majorante, womit die absolute und gleichméflige Konvergenz folgt! U

28.1.2014
(2.35) Folgerung

FEine Potenzreihe stellt im Inneren ihres Konvergenzintervalls eine stetige Funktion dar.

Beweis
Die Reihe konvergiert in einer geeignet gewéhlten e-Umgebung eines Punktes x mit |z| < r gleichméBig.
n

Der glm. Limes stetiger Fkt.en ist stetig, und die Partialsummen S, mit S, (z) = 3 azz* sind stetig.[]
k=0

(2.36) Bemerkung

Uber die Randpunkte des Konvergenzintervalls wird in Satz (2.34) nichts ausgesagt.
Es gibt auch keine allgemeingiiltige Aussage.

Beispiele
o0 o0
(i) Betrachten wir die geometrische Reihe > z™ (von der Form ) a,x™ mit a, =1 Vn).
n=0 n=0
Wir wissen (aus Kapitel 1), dass der Konvergenzradius 1 ist.
Die Folge (z")nen ist in den Endpunkten (—1) und 1 noch beschrénkt, sie ist aber keine Nullfolge.

= Die Reihe konvergiert weder fiir x = —1 noch fiir z = 1.

n
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o
(ii) Betrachten wir die Reihe 21 Lz (ap = 0).
n—=

Wir werden sehen: Der Konvergenzradius dieser Reihe ist ebenfalls 1, und fiir |z| < 1 gilt:

—log(l—xz) = Lam

n=1
Die Folge der allgemeinen Reihenglieder (%x”)neN ist sowohl fiir z = 1 als auch fiir x = —1 eine
Nullfolge.
o
Nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert die Reihe fiir x = —1. 1(—1)" (Leibnizsche Reihe)
n=1 oo
Sie konvergiert nicht fiir x = 1. > L (harmonische Reihe)

n=1
Da auch keine gleichméfige Konvergenz im Bereich [—1, —1 + €] (¢ > 0 klein genug) vorliegt, ist
oo n
auch nicht klar, dass —log2 = > % gilt!

n=1
(Wir wissen nur, dass der gleichméBige Limes stetiger Funktionen stetig ist.)

Das folgt erst aus dem abelschen Grenzwertsatz, den wir in der Analysis IT besprechen werden.

(2.37) Hilfssatz

o0

Die Potenzreihe ) a,x™ hat dann und nur dann einen positiven (d.h. von Null verschiedenen)
n=0

Konvergenzradius, wenn die Folge ( {/|an|)nen beschréinkt ist.

Beweis
(i) Wenn der Konvergenzradius positiv ist, dann existiert eine Zahl z¢ # 0, so dass die Folge (a,x{ )nen

beschrinkt ist, das heift, |a,zj| < C Vn € N fiir ein geeignetes C' € R. Daraus folgt {/|a,| < %
Die Folge ({/C)pen ist fiir C > 1 konvergent gegen 1 (s. Kapitel 1) und damit beschriinkt.

(ii) Sei die Folge ({/|an|)nen beschriankt, also {/|a,| < C, C € R geeignet. Genau dann gilt auch
|la,|C™™ < 1 Vn € N. Somit ist (a,C~"),en beschrinkt. Es folgt: _r > > 0. O

Konvergenzradius

Kann man den Konvergenzradius aus der Folge ({/|an|)nen ableiten? Dazu eine Vorbereitung:

(2.38) Definition

Sei (an)nen eine beschriankte Folge reeller Zahlen. Eine Zahl a € R heifit Hiufungspunkt der Folge,
wenn es eine gegen a konvergente Teilfolge von (a,) gibt.

Bemerkung

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl existiert mindestens ein Haufungspunkt, denn jede beschréankte
Folge besitzt eine konvergente Teilfolge. Die Menge M aller Haufungspunkte ist wie die Folge selbst
beschrankt, somit existieren sup M und inf M.

Man kann zeigen (UA), dass sup M selbst wieder ein Hiufungspunkt ist, also gilt sup M = max M.

Bezeichnung
lim sup a,, := sup M (limes superior) liminf a,, := inf M (limes inferior)
n—00 n—00

Konvergiert die Folge (a,)nen, so stimmen limes superior und limes inferior mit dem Grenzwert der
Folge iiberein, da jede Teilfolge dann gegen genau diesen Grenzwert konvergiert! (s. Kapitel 1)
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Fiir den folgenden Satz definieren wir noch fiir eine Folge (ay)nen nicht-negativer reeller Zahlen:
limsupa, falls (a,) beschriankt

limsupa, = ¢ n—o

n—00 00 sonst.

Auflerdem definieren wir: % = oo und é =0.

Dann gilt:
(2.39) Satz
o 1
. : o _
Der Konvergenzradius r der Potenzreihe 7,;0 apx™ ergibt sich zu r = T— -

Ohne Beweis — in der Praxis kann man den Konvergenzradius wie definiert in Satz (2.34) bestimmen.

Beispiel
oo ..
Betrachten wir die Reihe ) nz™. Die Folge (nz"),en ist genau dann beschrénkt, wenn |z| < 1, (UA)
n=0
also ist » = 1. Ubrigens gilt auch 1 = limsup {/n = lim ¥/n.
n—00 Nn—0o0

o1
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3 (Differential- und) Integralrechnung

1 Integralrechnung

Ausgangspunkt: Frage nach der Flache zwischen dem Graphenbeiner geg. Funktion und der z-Achse.
Ist also f : [a,b] - R, f(z) > 0 Va € [a,b] gegeben, so soll [f(z)dz ein Maf fiir die Punktmenge
a

{(z,y) €R?:a <2 <b, 0<y< f(z)} sein. Dabei sollen gewisse Eigenschaften erfiillt sein:
b
(i) Ist die Funktion f : [a,b] — R konstant, d.h. f(z) = C'Va < z < b, soll gelten: [ f(z)dz = (b—a)-c.

(ii) Etwas allgemeiner als die konstanten Funktionen sind die Treppenfunktionen.

(3.1) Definition

Eine Fkt. f : [a,b] — R heifit Treppenfunktion, wenn es ,Stiitzstellen a = ag < a; < --- < a, =b
gibt, so dass f in den offenen Intervallen (a,,a,+1), 0 < v < n konstant ist.

Achtung: An den Stiitzstellen selbst wird nichts gefordert — die Funktion kann dort beliebige Werte
annehmen. Sie sind die einzigen moglichen Unstetigkeitsstellen. Allerdings ist auch zugelassen, dass
iiberfliissige Stiitzstellen auftreten, das heifit, die Funktion kann beispielsweise in einem ganzen Inter-
vall (ay, ay4+2) konstant sein. a, 41 als Stiitzstelle wire dann iiberfliissig.

(3.2) Bemerkung

Wenn f : [a,b] — R eine Treppenfunktion ist, dann gilt dies auch fiir C' - f (fiir jedes C' € R) und
es gilt auch fiir die Funktion |f|. Die Stiitzstellen einer Treppenfunktion definieren eine sogenannte
Unterteilung oder Zerlegung a = ag < a3 < ag < --- < a, = b des Intervalls [a, b].

Eine weitere Unterteilung a = aj < af < --- < al, = b heifit Verfeinerung der ersten, wenn
{ag,a1,...,a,} C {ag,a},...,al,}. Offenbar ex. zu zwei Unterteilungen a = ap < a3 < -+ < a, =,
a=ay < ay <--- <al, = b stets eine gemeinsame Verfeinerung a = a9 < a1 < --- < @z = b,
d.h. {ao,a1,...,an} C{ao,a1,...,a3} und {ag,a},...,al,} C{ao,ai,...,axs}.

(3.3) Bemerkung
Sind f, g : [a,b] — R zwei Treppenfunktionen, so sind die Fkt. f + g und f - g ebenfalls Treppenfkt.

Nun: Integral fiir Treppenfunktionen
Eine Stiitzstelle in (a,b) heift wesentlich, wenn sie tatséchlich Unstetigkeitsstelle von f ist.

(3.4) Definition

Sei f : [a,b] — R eine Treppenfunktion mit den wesentlichen Stiitzstellen a = ap < a1 < -+ < a,, = b.
b n

Dann definiert man [ f(z)dz := 3 (ay, — ay—1)Cy, wobei f(z) = C, Va € (ay—1,a,).
a v=1

(3.5) Bemerkung

Ist a = ay < a} < --- < al, = b eine weitere Unterteilung von [a,b], so dass f in den Intervallen
n n'

(al,_y,al,) konstant ist, so gilt: Y (ay, —ay,—1)Cy = 3 (al, — a,_,)C,, (%)
v=1 v=1
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Beweis
Offenbar ist {ag, a1,...,a,} C {ag,d},...,al,}, da ai,..., a,—1 wesentliche Stiitzstellen sind.
Obige Identitdt zeigt man nun mittels vollstdndiger Induktion nach n.

Induktionsanfang (n = 1): Angenommen, die Funktion f sei konstant in (a,b): f(z) = C Vz € (a,b).
(%) lautet dann: C(b—a)=C > (al, —a,_y) v
v=1

Induktionsschritt (n — n + 1): Ubungsaufgabe.

Nun Idee: Wir definieren das Integral fiir eine beliebige Fkt. f : [a,b] — R durch einen Grenzprozess.
Sei dazu (fy)nen eine Folge von Treppenfunktionen f, : [a,b] — R, die punktweise gegen f
konvergiert: fn( )i f(z) Vo 6 [a, b].

Konnen wir definieren.: f f(z)dz = hm f fn(x)dz?

Beispiel

0 fiurz=0;
fo (0,1 =R, fo(z)=4n fir0<az<i
0 firi<az<l

Wesentliche Stiitzstellen: 0 < % <1
In den Stiitzstellen selbst ist die Funktion 0. Nun gilt:

ffn dm—n(f—O)—i—O(l—f)—l also 11mffn x=1.

Aber: f,(2)75x0 Vz € [0,1] = f( lim f,(x))de =0
0 n—oo

— Schwierigkeiten beim Vertauschen von Grenziibergingen!

Konnte man eine stirkere Form der Konvergenz von (f,,)nen gegen f fordern, so dass dieses Problem
nicht auftritt? GleichméBige Konvergenz?

(3.6) Definition

Eine Funktion f : [a,b] — R heifit Regelfunktion, wenn es eine Folge (fy,)nen von Treppenfunktionen
fn i [a,b] = R gibt, die gleichméiﬁig gegen [ konvergiert.

b
Wir wollen [ f(z)dz = hm f fn(x)dz definieren.

b
Zu zeigen: (i) Die Folge <f fn(x)dx> ist konvergent.
@ neN
(ii) Ist (gn)nen eine weitere Folge von Treppenfunktionen In [a b] — R, die gleichmiBig

gegen f konvergiert, so gilt hm f gn(z)dx = hm f fn(z

Es darf auf die spezielle Wahl der appr0x1m1erenden Folge der Treppenfunktlonen nicht ankommen!

(3.7) Hilfssatz

Sei (fn)nen eine gleichméBig konvergente Folge von Treppenfunktionen f,, : [a,b] — R

b
Dann ist die Folge | [ f,(z)dz konvergent.
@ neN
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Beweis b b
Zunichst fiir Treppenfunktionen g und h gilt: f gt h)(z)de = [g(z)dz £+ [ h(z)dz

(Zum Beweis hiervon wihle man eine gememsame Verfeinerung der Stiitzstellen und verwende (3.5).)

b
fg(:c)da:( < |lg(2)||(b — a), denn:

g(z)=C, auf(au Laa=a<a <---<a,=b v=1,...,n

b n
fg < 21 |Cy(ay —ay-1)| = 21 1Cul (ay — ay-1)

Auflerdem ist

I/(aV - al/—l)

< > (max|[Cy|)(ay — ay—1) < max|Cy| 3 (ay — av—1) < [g[|(b — a)
v=1 V:l\—(l;/)—’

b
Wir zeigen nun die Konv. von ( / fn(ar)daf) mit dem Cauchy-Kriterium. Sei f = ILm fn. Dann gilt:
neN

b
ffn dl‘—ffm =|[(fn fm(@))dz| < || fo=fumll(b=a) < (Ifu=Fl+1F=fml)) (0—a) (A).
Ist nun € > 0 und N = N(e) so, dass ||fn, — f]| < € Ym,n > N(e), so ist (A) < 2(b— a)e.

b
Die Folge ( [ fu(z)dz | ist eine Cauchyfolge und somit konvergent.
a neN
(3.8) Hilfssatz
Seien (fn)nen und (gn)nen zwei glm. konvergente Folgen von Treppenfunktionen f,, g, : [a,b] — R,
b b

die gegen die gemeinsame Grenzfunktion f konvergieren. Dann gilt: lim [ f,(z)dz = lim [ g,(z)dx
n—oo a n—oo a

Beweis
Die Folge f1,91, f2,92, ..., also (hn)nen, hon := gn, hon—1 := fn, n € N, konv. ebenfalls glm. gegen f.

b
Nach Hilfssatz (3.7) konv. dann die Folge der Integrale | [ h,(z)dz | gegen einen Grenzwert a € R.

€N
Da dann auch alle Teilfolgen gegen denselben Grenzwert konv%rgieren gilt das sowohl fir

b b b
(f hgn(SC)dCC) = <fgn(x)d:c> als auch fiir (f fn(q:)dx> also lim ffn Ydx = lim fgn Ydz.O
“ neN \¢ neN “ neN
(3.9) Definition ) ,
Sei f: [a,b] — R eine Regelfunktion. Dann definieren wir: [ f(z)dz := 1i_>m [ fo(z)dz
n—oo a

a

wobei (f)nen irgendeine Folge von Treppenfunktionen ist, die gleichméBig gegen f konvergiert.
Nun: Untersuchung der Permanenzeigenschaften des Regelintegrals.

(3.10) Bemerkung
Eine Regelfunktion ist beschrankt.

Beweis
Offenbar ist jede Treppenfunktion beschrinkt. Nun gilt aber
lf=Fall <€ = |f(x)—fu(x)] < eVz = |f(2)] < e+|fu(z)| < e+] fr]] Vo also ist auch f beschrinkt.

(3.11) Bemerkung
Seien f, g : [a,b] — R Regelfunktionen und C € R.
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Dann sind auch f + g, f-9, C f und |f] Regelfunktlonen und es gilt:
b

J(f+9)(z dx—ff dx—I—fg d:cundfC’f dx—Cff

a

Beweis
Blatt 14, Aufgabe 4: f + g, f - g, |f| (Cf klar!)
Seien (fpn)nen und (gn)nen zwei Folgen von Treppenfunktionen mit ||g, — ¢||7=x0 und || f,, — f|ln=20.

Dann gilt:
b b
J(F +9)(@)dz = lim [(fn+gn)(z)dz = lim_ f fn()da + fgn
(144).. b b b
= nh_g)loffn(x)dx+nh_>ngofgn(x)dx = ff(x)derfg(x)dx. O

(3.12) Hilfssatz

b
Sei f: [a,b] — R eine Regelfunktion und es sei f(z) > 0 Vz € [a,b]. Dann ist auch [ f(z)dz > 0.

Beweis

Wir wihlen eine Folge (f,,)nen von Treppenfunktionen, die gleichméfig gegen f konvergiert.

Die Folgen (|fn|)nen sind ebenfalls Treppenfunktionen und konvergieren gleichméfig gegen |f| = f.
(denn: || fn(@)| — | F(@)|] < |fale) = f(@)] also: ||| fal = IfI]] < Ifa = FI)

Fur Treppenfunktionen ist die Aussage des Hilfssatzes trivial.

(1.56)
n(z)|dz > 0 Vn € N also auch hm n(z)|de = )dz > 0. [l
f\f )| f\f )| ff

4.2.2014
(3.13) Hilfssatz

Seien a < b < ¢ und sei f : [a,c] — R eine Funktion. Dann ist f genau dann eine Regelfunktion,
wenn die Einschrédnkungen f|, 5 und flp, g Regelfunktionen sind.

In diesem Fall ist ff(x)dac = fbf(x)dx—i— fcf(x)dx
a a b

Beweis
Ubungsaufgabe! (Die letzte Formel ist klar fiir Treppenfunktionen und gilt dann auch im Grenzwert
nach den Permanenzeigenschaften fiir Folgen.)

(3.14) Definition . b "
Fiir eine Regelfunktion f : [a,b] — R definieren wir [ f(z)dz := — [ f(z)dz und [ f(z)dz := 0.
b a

a

b c a
Dann kann man die Formel in (3.13) schreiben als [ f(z)dz + [ f(z)dz + [ f(z)dz =
b c

a

(3.15) Bemerkung

Man kann eine Regelfunktion in endlich vielen Punkten beliebig abdndern, ohne dass ihre Eigenschaft,
eine Regelfunktion zu sein, verloren geht und daher ohne dass sich der Wert des Integrals dndert!

Beweis
Klar fiir Treppenfunktionen, daher folgt es auch fiir Regelfunktionen.
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(3.16) Satz

Sei (fn)nen eine Folge von Regelfunktionen auf [a, b], die gleichm#Big gegen die Funktion f konvergiert.

b b
Dann ist auch f eine Regelfunktion und es gilt [ f(z)dz = ILm [ fu(z)da.

Also: Das Regelintegral ist stabil gegeniiber gleichméfiger Approximation.

Beachte: Obige Aussage ist gerade die Definition, falls die Funktionen f,, Treppenfunktionen sind.

Achtung: Der Grenzwert
muss gleichméfig sein!

b b 4 b

[ fla)dz = J(lim fu(@)de = m [ f,(z)dz

Vor dem Beweis der Bemerkung:

Eine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann eine Regelfunktion,

wenn es zu jedem € > 0 eine Treppenfunktion g : [a,b] — R gibt, so dass ||f — g|| <.

Beweis

(i) Wir zeigen, dass f eine Regelfunktion ist. Sei € > 0.
Wegen || f — fnlln=x20 existiert ein N = N(e) € Nmit ||f, — f| <eVn > N.
Wir wihlen nun eine Treppenfunktion g mit || f, — g|| < € (das geht, da f,, eine Regelfunktion ist.)
= If =gl =If—In+ v =gl < If = Il + 1f5 = gll < 2e

i) é Wi}"ld ?}so dgr%l(T)Yeppenfunktionen gleichméflig approximiert.
n)ks gilt tar n > €):

b b
J f@)da — [ fu(z)dx

b
< [1f(@) = falz)|dz < (b—a)e
<=t

F@) - ful@))da

b b
€ > 0 war beliebig = lim [ fo(z)dz = [ f(z)dx. O

Welche Funktionen sind Regelfunktionen?
(3.17) Satz

Jede monotone Funktion f : [a,b] — R ist eine Regelfunktion.

Bemerkung
Hieraus folgt, dass eine Funktion bereits dann eine Regelfunktion ist, wenn es eine Unterteilung
a=ay<a <--<a,=>gibt, so dass f nur in den offenen Intervallen (a,_; —av), 1 <v <n

monoton ist (= Hilfssatz (3.13))
Beweis Wertevorrat von f

Sei f monoton wachsend. (fallend analog!) Dann gilt: f([a,b]) C [f(a), f(D)]

Wir zerlegen dieses Intervall in n gleich grofie Teile.

fla)=co<ec1 <ea < - <y = f(b) mit ¢, = f(a) + £(f(b) — f(a)) fir 0 <v < n.

B, :=[cy-1,¢)], 1 <v<mn Ay =By ={z €la,b] e < f(w) < e}

f monoton wachsend = A, (eventuell leeres) Intervall.

Seien A,,,..., Ay, (1 <1y <--- <y <n)die echten Intervalle, d.h. solche, die mehr als einen Punkt enthalten.
Sei nun a = ag < a1 < az < --- < a; = b eine Unterteilung, so dass (a;-1,a;) C A,; C [a;_1,a;].
Eine solche Unterteilung existiert, da die Intervalle A, ; aneinandergrenzen. Ob ein Randpunkt zu A,
gehort oder nicht, kann man allerdings nicht sagen. Das ist abhéngig von der speziellen Funktion f,
spielt hier aber keine Rolle. Wir wihlen nun noch irgendeinen Punkt z; € (aj—1,a;) (bspw. den

flz;) firze (aj_1,a5) j=1,...,k;

Mittelpunkt) und definieren f,(z) := {f( ) g - L
7 ur r = ajs, jJ=0UY,...,K.
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Die Funktionen f, sind Treppenfunktionen. Wir schétzen den Betrag |f,(x) — f(x)| ab.
Es gilt f(A,;) C By, und wegen (a;_1,a;) C A,, ist auch f,((a;-1,a;)) C By,
~—

Intervall der Linge w

= |fule) = flo)] < OO vy ¢ [a,8] = ||f, — f]] < {O@
Also konvergiert die Folge (fy)nen gleichméBig gegen f. 0

Nun wollen wir beweisen: Jede stetige Funktion ist eine Regelfunktion.
Vorbereitung hierfiir: Satz von der gleichmdfsigen Stetigkeit.

f:D— R, DCR Intervall, f stetig.

Zu jedem a € D und zu jedem € > 0 existiert per Definition ein § > 0, so dass:

reD, |lx—a|l<d = |f(x)— f(a)] <e. & darf sowohl von € als auch von a abhéngen.

Frage: Besteht die Abhéngigk. von a tatséchlich oder kann man § > 0 so wéhlen, dass es nur noch von € abhéngt?
Antwort: Dies ist im Allgemeinen nicht moglich; Bsp.: f(0,00) — R, = — %

Aber:
(3.18) Satz (Satz von der gleichmdjigen Stetigkeit)

Sei D = [a,b], a < b, ein abgeschlossenes Intervall und f : D — R eine stetige Funktion auf D.
Dann existiert zu jedem € > 0 ein § > 0, so dass gilt: |z —y| <, z,y € D = |f(x) — f(y)| <e.
Eine stetige Funktion ist auf einem abgeschlossenen Intervall gleichméflig stetig.

Beweis:
Angenommen, es existiert ein ¢y > 0, so dass obige Aussage falsch ist.
Das heifit, zu jedem § > 0 findet man ein Paar x,y € D mit |z —y| < aber |f(z) — f(y)| > €o.

Wir nutzen dies speziell fir § = %, n € N und finden damit Folgen (zp)neny und (yp)nen mit

’xn - yn| < % aber |f(=73n) - f(yn)‘ 2 €0-

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl existiert eine konvergente Teilfolge (zy,) von (z,). Erneute
Anwendung von Bolzano-Weierstraf} ergibt die Existenz einer konvergenten Teilfolge (yy, ) von (yy).
Wir finden also zwei konvergente Folgen (an)nen und (bp)nen aus D mit |a, — by|i=5x20 aber
| (an) = f(bn)| = €o.

D abgeschlossen = a := lim a, = lim b, € D!
n—oo n—oo

f stetig = 0= |f(a) ~ fa)| = Tim [f(an) ~ f(ba)| > 0. 4

7.2.2014
(3.19) Satz

Jede stetige Funktion f : [a,b] — R, a < b ist eine Regelfunktion.

Beweis
Wir zerlegen das Intervall [a,b] in n gleich grofie Teile:
a=ap<a;<--<ap,=bmita,=a+2(b-a), 0<v<n

fn(l’) _ {f(aul) fUI" X i [ayj,ay), Vv = 1, R 5
f(an) furz:_an_b

Wir zeigen: || f, — f|l7=x0
Dazu benutzen wir den Satz von der gleichméfiger Stetigkeit:
Zu jedem € > 0 existiert 6 = d(e) > 0, so dass Vz,y € [a,b] : |z —y| < = |f(x)— f(y)| <e.
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Sei nun € > 0 vorgegeben. Dazu bestimmen wir N € N so grof}, dass b_Ta <6 =0(e).

Fiir n > N gilt dann:

|f(x) = fu(x)| = |f(z) — flap—1)| fir = € [ay,—1,...,a,] < €, denn in diesem Intervall ist |x —a,_1| < 0.
Also [|f = foll <€ O

Beispiel: [[fo — Il < L. [fu(e) ~ f(2)| < 2 Vo € [a,b]

Wie sieht es aus mit Funktionen, die keine Regelfunktionen sind?
(3.20) Satz (Kriterium fiir Regelfunktionen)

Sei f : [a,b] = R, a < b, eine Regelfunktion und sei zg € [a, b] ein beliebiger Punkt. Dann existieren die
einseitigen Grenzwerte hm flx) = li\(m f(x) (fallsz # b) und lim f(z) = 1i/m f(z) (falls z # a).
- x /'xo

x—mo T N0 T

rechtsseitiger linksseitiger

Limes Limes
(Schrénkt man f auf [a, 2] ein und setzt fi = f|q,4,], 50 gilt definitionsgeméf lim f(z) = lim fi(z).)

T—Ty =0
Tp > Tg, Tp n—>¥ Zo, lim f(xn) (xn)nGN
n—o0

Beweis
Es gilt fiir Treppenfunktionen und folgt fiir den gleichméfiigen Limes aus (2.29). U
Bemerkung

Man kann sogar zeigen, dass dieses Kriterium sogar hinreichend dafiir ist, dass f eine Regelfunktion ist.

(3.21) Beispiel

F01] R, 2o 0 falls x ‘ratio.nal;
1 falls z irrational.

Q dicht in R = einseitige Limites existieren nicht. Damit ist f keine Regelfunktion. U

Berechnung einiger Integrale

fia,b) = R, f(z) =2 aeR, 0<a<b!

Wir wollen f mithilfe einer Approximation durch Treppenfunktionen berechnen: Wir wahlen hierfiir
eine Unterteilung:
a=ay<a <---<a

“Zl, 1 < v < n konstant sind.

Dazu sei q := '\‘/g > 1 und man setzt a, :=a - ¢” fiir 0 < v <mn, also

ap =a, a1 = aq, as = aq>, ..., an:aq":agzb.

flay,—1) firz€lay-1,a,), 1 <v<mn;
flay) fir z = a,,.

Definiere nun f, : [a,b] = R, fu(z) = {

Dann gllt fir x € [al,_l, CLV)I Monotonie
von f

£(&) = fale)| = 1F(@) = fla-0)|<If (@) = fla-)] = |Flag”)
= aqlv-Yeg 1]

a® - max((2)",1) - |(3/2) ~ 1

Wb
= a®-Konstante- |( \/7)0‘ — 1]
a

unabhéngig von z und y

7520 (da {/2 — 1 nach (1.42))

DI = la%gr —aq¥ e

/\
@\
N
—~
3
Q|
S~—
3
|
Qo

IN

b b
Also machen wir folgendes: I fn — fllisx20 [ f(z)dz = li_)m [ f(z)d=

a

o8



Inoftizielles Skript zur Vorlesung Analysis I (WS 13/14) 7.2.2014

Also: | fn — flli=0
f fa(@)de = 32 (ay — ap—1) flav—1) = - (@ — av—1)ag_y = - alg” — qu_l)aaq(y_l)a

v=1 v=1 v=1
man for(%ere
aF— 1

R ot (v=1)(a+1) _ at+l(,, . (v—1)(a+1) X a+l(, &
= Z (@—1)q =a" (g —1) Zlq =a" (g —1) o

v=1 V=
qnj b X . . . geometrische Summenformel
gt gl (B)att 1) = (4 - gt gl

1 1

=1  _
Ist sogar o € N, so gilt 1 = Trr @I

Nun: Grenziibergang n — oo:

b
q= /b1 (142)) = [aode = Y5 va e .

b
Wie sieht es mit [ exp(z)dz aus?

a
Wir berechnen das Integral hier mit einer anderen Methode. hierbei wollen wir benutzen, dass das
Regelintegral stabil gegeniiber gleichméfiger Konvergenz ist. ((3.16))
Dafiir formulieren wir den Satz zunéchst fiir Reihen um.
o

Seialso > f, eine Reihe von Regelfunktionen auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b, die gleichméfig

n=1 n
gegen F' konvergiere, also || F), — F||;=5x0 mit F,, = > fi.
k=1

Nach Satz (3 16) gllt dann: Integration darf mit endlichen
Summanden vertauscht werden

}F( dz = lim fF dx—nhmf(ka( )) = Jg&szk
a . b k=la
=3 [ fr(@)dz
k=la

Man darf also sogar ,,unendliche Summanden mit Integration vertauschen, sofern gleichm. Konvergenz vorliegt!

o0
Sei bspw. eine Potenzreihe f(z) = > a,z™ mit Konvergenzradius r gegeben.

n=0 oo b )
Seien a < b € R mit [a,b] C (—r,r). Dann gilt: ff Jdz = 3" [apade = 3 an%
n=0a n=0
Speziell fiir die Exponentialreihe: a,, = %
b n+41 n+1 & S > b —
Damit: [ exp(z) dx—zI%ZZ%(M—@”):Z%(W—“”):Z Z '
a n=1 " n=0 "~ n:O n 0 s
~——
=exp(b) —exp( )
b
fexp )dz = exp(b) — exp(a). O
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A Ubungsaufgaben

Beweise zu Bemerkung [(1.8)

(ii)Wegen bd # 0 ist = 7 < (bd)z = ac. (iii)Wegen d # 0 ist z = g < dr =b.

Es geniigt daher, zu zeigen, dass

ac

(bd)((ab™")(cd ™)
“((db) (b~ a)(
(cd™")(d[b(b
(cd™1)(d[(bb~")a])=a

=
=
= (cd ) a
=
=

o

a
a

—1
ta)]

o0

o

)
)
)
)
(da)
cld” (d )J=ac
c[(d~'d)a]=ac

ca=ac

3

Beweise zu Bemerkung [(1.12)

Es geniigt daher, zu zeigen, dass

gilt. d(db—1)~1=b gilt.
Y ad 1b)=b
& (dd~Y)b=b
& b=b O
)@y @ty = (zy)(y~'a™h)
=aly(y'a™)] = 2[(yy )z~
O =zrt=1= (zy) ' = (27 y )

(i) Es gilt die Definition x > y: =z >yVzx =y.

Somit gilt:
a>bAb>a

Sa>bVa=bAb>aVb=a)
Sa>bVa=bA(b>aVa=0D)

Sa>bAb>a)V(a=bAb>a)V(a>bAa=b)V(a=bAa=0>)

falsch
Sa=bAa=0b
Sa=0b
(ii) Es gilt:
a>bANc>0

Sa—b>0Ac>0
=(a—b)c>0
Sac—be >0
Sac > be

falsch

falsch

Zu beweisen ist: a > b,¢ > 0 = ac > be.

Es gilt:
a>bNc>0
<(a>bVa=bh)

=(ac > bc) V (ac = be) V
—_———

s.0. a=b
Sac > beVae = be
Sac > be
(iii)Fiir a > b, b > 0 gilt:
a>b
Sa—b>0

sa b (a—b)>a"1b7t0

shbt—ag >0
abh >t

A(ec>0Ve=0)
Sla>bANe>0)V(ia=bAc>0)
= (ac = bc) V
——

c=0

V(ia>bAc=0)V(a=bAc=0)
(ac = be)
—_———

a=b, c=0

60



Inoftizielles Skript zur Vorlesung Analysis I (WS 13/14) 7.2.2014

Beweise zu Bemerkung [(1.13)

(5)Es wird eine Fallunterscheidung vorgenommen:
O<z<y :lrtyl=z+y=lz|+]yl

c<0<y : —z<y = |lzv+yl=r+y<(—z)+y=|z|+y|
T ey = lrtyl=—(@4y) < (—a)+y =zl +y|

r<y<0 :lz+yl=—(v+y)=(—2)+ (—y) = |z[ + |yl O
(6)Nach (5) gilt:

la| = [(a£b) Fb| < |axb|+|Fb =|atbl+1b] < |a] —[b] < |atD]

bl =|(bxa)Fa|l<|laLtbd+|Fa|l=|axtb]+]a| = b —|a] <[axd

Es folgt ||a| — [b]| < |a £ b]. O

lz +y| < |z|+ [y

Beweise zu Beispielen (1.23)

(G)[TA (n = 1): (a+ )" = a+b= (5)a't” + (})ab! = X} (})a"b" "
IS:  (a+0b)"tt

= (a+b)(a+0")

= (a+b) (X0 ()a"" ")

o (b + b3 (et

(rfar i g 3 (Harirei—

(n) Vbn-',—l V+ZV O() Vbn+1 v

(;l)an+1b0+zy 1(an) ubn+1 V+Zl/ 1( ) l/bTL+1 l/_|__( ) Obn+1
= Qe+ T [+ ()] b+ (areie

v—1 v

n+1)a0bn+1 + Z 1 (n+1)aubn+1—u + (n+i)an+1b0
A e . :

n n n! n! v+(n—v+1))n! n+1)! _ (n+1
(*) (1/71) + ( ) = =D(n—(r—1D)! + vi(n—v)! ={ V'((n+1 l/))2 - V!(((n—i-l))—u)! - ( i— )
111. (n=1): —% 1-2 vV
IS: v =" v+ (n+1) al nn+1)+(n+1)=3n+1)(n+2) O
EIIA (n=1,a#1):14+a= 11__“; s (1+a)(l-a)=1-a®> V
I8: Sptiar = Yp_ga” +am 2R ot = 50 O
.(iv)A (n=1):14a>1+a V

IS: (14 a)"™ = (1 +a)"(1+a)

(1+na)(1+a)
1+ (n+1)a + na?
1+ (n+1a O

vV I Ive

Beweis zu Hilfssatz [(1.26)

Sei My ={ne€Z:n <z}

Diese Teilmenge reeller Zahlen besitzt nach dem Vollstdndigkeitsaxiom ein Supremum.

x ist offensichtlich eine obere Schranke von M,, also gilt sup M, < z. Sei [x] := sup M,.

Es gilt insbesondere: [x] < x < [z] 4+ 1. Setze r; := x — [z]. Es muss gelten: 0 < r; < 1.

Dass diese Darstellung x = [z] + 7, eindeutig ist, folgt aus folgendem Widerspruchsbeweis:

Seien z = 25, + 1y, und © = 25, + Ty, Mit 25, 200 € Z, Zgy F Zao, Ty, Tze € R, Ta # 1y, zwel
Darstellungen derselben Zahl. Es gilt: z,, + 74, = 240 + T2y & Toy — Tay = Zgy — 22y -

Sei 0.B.d.A. 25, < 2g,, 80 folgt 0 < 2z, — 24y = Toy — Tay < Tuy < 1. 4(24y — 24, €Z) O
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Beweis zu Bemerkung [(1.31)
Merke: Es gilt M UN = M U (N \ M), denn:

MUN\M)={z:zeMV(zeNANx¢g M)}
={zj|(x e MVzeN)AN(xe MVa¢M)}
=MUN

Seien M und N endliche Mengen.

Da M und N \ M disjunkt sind, gilt: #M + #(N\M)=#MU(N\M))=#(MUN).

Da #M,#(N \ M) natiirliche Zahlen sind, ist #(M U N) auch eine natiirliche Zahl und somit ist
M U N ebenfalls eine endliche Menge. O

Beweis zu Bemerkung [(1.32)

Induktionsanfang: Sei M = {z} eine Menge reeller Zahlen mit #M = 1, so gilt max M = min M = x.
Induktionsschritt: Eine Menge M reeller Zahlen mit #M = n besitzt ein Maximum und ein Minimum.
Fiigt man ein beliebiges weiteres Element y ¢ M zur Menge hinzu, so gilt fiir die Menge M’ := MU{y}:

fir y > max M fiir y < min M
max M’ = {7 Y , min M = y. Y
max M sonst min M sonst
Die Menge M’ besitzt also ein Maximum und ein Minimum und hat n + 1 Elemente. ]

Beweis zu Definition [(1.35)

Nennen wir die Zahl = aus Definition (1.35) an dieser Stelle ¢, so gilt nach dieser Definition:
Ve>0I EN: oy >en >N & Ve>0IneN: L <evn>NeVe>0IneN: |b,| <eVn> N.

lan|
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