Differenzengleichungen, Z - Transformation

In diesem Kapitel wollen wir eine weitere Transformation, die Z-Transformation be-
handeln. Mit Hilfe der Z-Transformation konnen lineare Differenzengleichungen
(DFG) gelost werden.

Differenzengleichungen (DFG)
Motivation

Gegeben sei die Anfangswertaufgabe (AWA)

y=y, y0)=1.

Die (eindeutige) Losung dieser AWA lautet: y(t) = e'.
Diskretisierung

Wir fiihren fiir diese AWA eine Diskretisierung durch, dh.: Ausgehend vom Startpunkt
to = 0 betrachten wir die Losungsfunktion y(t) dieser AWA an den Zeitpunkten
t, = nh (hierbeiist h die Schrittweite). Es gilt ¢, 41 =t,+h . Fiir y(t,) schreiben
wir kurz y,, = y(t,) . Es gibt verschiedene Moglichkeiten der Diskretisierung:

1. Moglichkeit

Ersetzen wir die Ableitung 4/(¢,) durch den Differenzenquotienten
Y (tn) ~ w , so erhalten wir (nach Multiplikation mit h) anstelle der AWA
die folgende Differenzengleichung (DFG)

Ynt1 —Yn=hyn » Yo=1 = Y1 —(1+h)y.=0, y=1.

Der Ansatz y, = A" fithrt auf A"™1 — (1 +h)A" =0

= AMA—(1+h)=0 = A=1+h

= yp=c(l+h)" , (c€ IR), ist die allgemeine Losung der DFG.

Mit der Anfangsbedingung 3o =1 = yo=c(1+h)?=c=1. Also gilt

yn = (14+h)" , (n>0), ist die (eindeutige) Losung der gegebenen DFG.

Es gilt fir t =nh

10t
im (1 +2)Y")" = (lim (1+>-)4)" = ¢t
im (1 + h) ) (Hn(—l—u)) e

1
h—0 UuU— 00

lim y, = lim (1 " = lim (1 t/h —

e = Jimy L+ )" = fimy (a7 =
lim vy, = y(t) .

= limy, =y()

2. Moglichkeit

Integrieren wir die gegebene DGL 4’ =y von ¢, bis t,41 , so erhalten wir
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tn+1 tn+1 tn+1
/ Y (1) dt = / Yy dt = Yns— Yo = / y(t) dt .
t t t

n n n

Nahern wir das Integral auf der rechten Seite mit Hilfe der Trapez-Formel an, so
erhalten wir die folgende DFG

h
yn+1_yn:§(yn+yn+l) , Yo=1 = (1_h/2)yn+1_(1+h/2)ynzo , Yo =1

1+h/2
= yn+1—1_—h/2yn=0 , Yo=1.

Der Ansatz y, = A" fiihrt auf A"t — % A" =0

- A”(A—izg):o - )\:%

= Yp = c(i i— Zg)n , (c € R) , ist die allgemeine Losung der DFG.

Mit der Anfangsbedingung yo =1 = yo=c=1 = y,= (%)n ist die

(eindeutige) Losung der gegebenen DFG.

Auch hier gilt fiir ¢t =nh

L4 h/2n 42
1—h/2) - <hlﬂ%(1—h/2

)1/h)t E—

i =1
g In hlino(

Wir behandeln nun lineare Differenzengleichungen.

Definition : Lineare Differenzengleichung k—ter Ordnung

Yntk + Qk—1Yntk—1+ .-+ aQ1Ynt1 + a0y = fn , (@i, fu € R),
heift lineare Differenzengleichung k—ter Ordnung (DFG).

Ist f, =0 Vn € INy , so heifit die DFG homogen, sonst inhomogen.
Wie bei linearen DGL gilt auch bei linearen DFG:

Die allgemeine Losung der inhomogenen DFG setzt sich zusammen aus der allge-
meinen Losung der zugehorigen homogenen DFG und einer partikuldren Losung der
inhomogenen DFG.

Die allgemeine Losung der homogenen DFG k—ter Ordnung ist eine Linearkombina-
tion aus k linear unabhangigen Losungen der homogenen DFG.

Wir betrachten zunéchst linear homogene DFG.



Linear homogene DFG 1. Ordnung

Gegeben:  yp41 +ay, =0.

Der Ansatz y, = A" fiihrt auf A"T! 4+ a\" = A"(A+a)=0 = A= —a. Also
gilt

yn =c(—a)™ , (c € IR), ist die allgemeine Losung der gegebenen linear homogenen
DFG 1. Ordnung.

Beispiel
Ynt1—3Yn =0 =y, =¢3" , (c€ IR) , ist allgemeine Losung.

Linear homogene DFG 2. Ordnung
Gegeben:  ypi90 + ayn+1 + by, =0 .

Der Ansatz y, = A" fithrt auf A2 4+ A" + A" = A" (A2 +a\+b) =0 =
p(A) =A2+aX+b=0 (charakteristisches Polynom).

1. Fall p(\) hat 2 verschiedene reelle Nullstellen Xy und Ao =

Yn = 1M1+ 2", (¢; € R) , ist die allgemeine Losung der gegebenen linear
homogenen DFG 2. Ordnung.

2. Fall p(\) hat 2 kompleze Nullstellen X\; und A\ =

Yn = C1 A" + Cort , (c; € IR) , ist die allgemeine komplere Losung der gegebenen
linear homogenen DFG 2. Ordnung. Da die DFG linear ist und die Koeffizienten
reell sind, gilt hier (wie bei linearen DGL), daf§ mit einer komplezen Losung sowohl
Realteil als auch Imaginarteil reelle Losungen sind.

Mit )\1 = |)\1|e"‘P gllt )\1” = |)\1|neingo =
Re(M™) = [\|"cos(np) , Im(A"™) = [\1|"sin(np) =

Yn = c1]|A1|" cos(ny) + ca|A1|" sin(ng) , (¢; € IR) , ist die allgemeine reelle Losung
der gegebenen linear homogenen DFG 2. Ordnung.

3. Fall p(\) hat eine doppelte reelle Nullstellen A1 =

Yn = C1 A1+ canA™" , (¢; € IR) , ist die allgemeine Losung der gegebenen linear
homogenen DFG 2. Ordnung.

Denn: 1y, =n\" ist auch Losung der homogenen DFG, falls A\; doppelte Nullstelle
des charakteristischen Polynoms ist.
Beweis Da Ay doppelte Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, gilt

pA1) =X +a\i+b=0 , p'(A\1) =2\ +a=0. Setzen wir y, = n\;" in die
DFG ein, so erhalten wir



(n+ AT 4 a(n + DATTE+bnd™ = M (n(A3 + aXy +b) + A1 (21 + a))
= A" (np(A1) + Aip' (M) =0 .

Beispiele

Yn+2 — 3yn+1 + 2yn =0

Charakteristisches Polynom: p(A) =2 —3A+2=(\A—-1)(A—2)=0
= M=1, =2 =

Yn = 11" + 22" | (¢; € R) , ist allgemeine Losung.

Yn+2 — Zyn—‘rl + 2yn =0
Charakteristisches Polynom: p(\) = A2—2\4+2=0 = )= 14i=+2et"/* =

Un = c1V2 " cos(nm/4) + cov/2 " sin(nw/4) , (c; € R) , ist allgemeine Lsung.

Yn+2 — 4yn+1 + 4yn =0

Charakteristisches Polynom: p(A\) = A2 — 4\ +4 = (A —2)?
= A1 =2 (doppelte Nullstelle) =

Yn = 12" + con2™ | (¢; € R) , ist allgemeine Losung.

Allgemeine linear homogene Differenzengleichung k—ter Ordnung

Yn+k + Ak —1Yn+k—1 +...+ A1Yn+1 + agyYn = 0 y (ai S R)

Der Ansatz y, = A" fiihrt auf
ANPOF +ap A A+ ag) = A p(\) =0 =
p(A) =AF +ap_ Nt +a1A+ap =0 (charakteristisches Polynom).

Es gilt: Ist A; eine r—fache Nullstelle von p(\) , so sind die folgenden Folgen linear
unabhéingige Losungen der homogenen DFG:

n n 2y N r—1ly n
/\1,n)\1,n)\1,...,n )\1.

Beweis per Induktion (Induktionsanfang siehe DFG 2. Ordnung, 3.Fall).

Damit erhalt man auch im allgemeinen Fall einer DFG k—ter Ordnung mit Hilfe
der Nullstellen des charakteristischen Polynoms £ linear unabhéangige Losungen der
homogenen DFG. Die allgemeine Losung ist dann Linearkombination aus diesen Fun-
damentallésungen.



Bestimmung einer partikularen Losung einer inhomogenen DFG

Ist die rechte Seite von der Form f, =n!d® , (d € @, | € INy) , so erhilt man eine
partikulare Losung mit Hilfe des folgenden Ansatzes

Yn =n"q(n)d"™

Hierbei ist ¢;(n) = ap +ain+ ... +an! ein Polynom vom grad =1 . Fiir r gilt:

r =0, falls d keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms (keine Resonanz),
r > 0, falls d r—fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms (r—fache Reso-
nanz).

Beispiele

Yn+1 — 3Yn = n2"
Homogen: p(A)=A-3=0 = AX=3 = y,=c3" , (c€R),ist allgemeine
Losung der homogenen DFG.
Partikuldr:  Ansatz y, = (a +bn)2"™ | (keine Resonanz) =

(@ +b(n +1))2"T — 3(a + bn)2™ = 2"(2a + 2bn + 2b — 3a — 3bn)
=2"((2b—a)+ (=b)n) =n2" = b=-1,a=20=-2 =

yn = —(2+n)2" ist partikuldre Losung.

Damit lautet die allgemeine Losung der gegebenen DFG

Yn =c3" — (24 n)2" |, (c € R).

Ist der Anfangswert yo gegeben, so erhdlt man yp=c—2 = c=y+2 =
Yn = (Yo +2)3" —(2+n)2" , (n>0), ist die Losung mit dem Anfangswert yq .

Ynt1 — 2Yp = n2"

Homogen: p(A\)=A-2=0 = AX=2 = vy,=c2" , (c€ R), ist allgemeine
Losung der homogenen DFG.

Partikuldr:  Ansatz y, =n(a+bn)2" , (einfache Resonanz) =

(a(n+1)+b(n+1)%)2" —2(an+bn?)2" = 2"(2an+2a+2bn? +4bn+2b—2an — 2bn?)
=2"((2a + 2b) +4bn) =n2" = b=1/4,a=-b=-1/4 =

Yn = (n? —n)2"2 st partikulire Losung.

Damit lautet die allgemeine Losung der gegebenen DFG

Yo = 2" + (n?> —n)2""2 | (c€ R).

Ist der Anfangswert yo gegeben, so erhdlt man ygp=¢ = c=yy =

Yn = Yo2™ + (n? —n)2""2 | (n>0), ist die Losung mit dem Anfangswert yq .
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Yn+2 — 3yn+1 + 2y, = 2"
Homogen: p(A\) =X =3A+2=A-1)(A=2)=0 = M=1, =2 =
Yn = 11" + 2™ | (¢; € IR) , ist allgemeine Losung der homogenen DFG.

Partikuldr:  Ansatz y, = an2" , (einfache Resonanz) =

a(n +2)2"+2 — 3a(n + 1)2" ! + 2an2" = 2" (4an + 8a — 6an — 6a + 2an)
=2"2a)=2" = a=1/2 =

yn = n2"~ 1 ist partikulire Losung.

Damit lautet die allgemeine Losung der gegebenen DFG

Yn =1 + 22" + 02" | (¢; € R).

Sind die Anfangswerte yy und y; gegeben, so erhilt man

Yo=c+tec2 , pm=at2ce+l = a=2yp-un+l, c=y—-—yw-1 =

Yo = 2y0 —y1+ 1)+ (y1 —yo — 1)2" +n2"1 | (n >0), ist die Losung mit den
Anfangswerten yy und vy, .

Ynt2 — 2Ynt1 + 2y, = 2"
Homogen: p(A\) =X —2A+2=0 = )\1,2:1:|:2':\/§ei”/4 .

Yn = 12" cos(nm/4) + c2v/2 " sin(nw/4) , (¢; € IR) , ist allgemeine Liosung der
homogenen DFG.

Partikuldr:  Ansatz y, = a2™ , (keine Resonanz) =

a2"t? — 22" 4 202" = 2"(4a — 4a + 2a) =2"(2a) =2" = a=1/2 =

yn = 2"~1 ist partikulire Losung.

Damit lautet die allgemeine Losung der gegebenen DFG

Un = c1V2 " cos(nm/4) + cov/2 " sin(nm/4) + 271 | (¢; € R).

Sind die Anfangswerte yo =0 und y; =1 gegeben, so erhalt man
Yyo=c1+1/2=0, y1=c14+c+1=1 = c=-1/2, co=—-1=1/2 =

Yn = \/§n_2(sin(n7r/4) —cos(nm/4)) + 2771 | (n >0), ist die Losung mit den
Anfangswerten yo =0 und y; =1.

Yn+2 — 4yn+1 + 4yn =2"
Homogen: p(\) = X2 —4X+4=(\—2)?
= A1 =2 (doppelte Nullstelle) =
Yn = 12" + con2" | (¢; € IR) , ist allgemeine Losung der homogenen DFG.
Partikuldr:  Ansatz y, = an?2™ , (doppelte Resonanz) =
a(n + 2)%22"+2 — 4a(n + 1)22"T1 + 4an?2"
= 2"(4an®+16an+16a — 8an? — 16an —8a+4an?) = 2"(8a) = 2" = a=1/8 =

Yn = n?2"3  ist partikuldre Losung.



Damit lautet die allgemeine Losung der gegebenen DFG
Yn = 12" + con2™ +n22" 3 | (¢; € IR).
Sind die Anfangswerte yo =0 und y; =1 gegeben, so erhilt man
Yyo=c1=0, y1=2c1+2c0+1/4=1 = =0, 2=3/8 =
= (3n+n?)2"3 | (n>0), ist die Losung mit den Anfangswerten yo =0 und
Yy = 1.

Eine andere Moglichkeit, lineare DFG zu 16sen, bietet die Z-Transformation, die wir
im folgenden Abschnitt behandeln werden.

Definition : Z-Transformation

Sei (fn)nem, eine Folge in €. Dann heifit

oo
=D faz"
n=0

die Z-Transformation der Folge (f,).

F(fn)(2) ist fur die z € € definiert, fiir die die unendliche Reihe Z fnz™"
n=0
konvergent ist.

Bei der Z-Transformation wird einer komplexen Folge (f,,) eine komplexe Funktion
F(fn)(z) zugeordnet.

Die Z-Transformation ist im Gegensatz zu der bisher behandelten Laplace-Transfor-
mation (Integral-Transformation) eine diskrete Transformation.

Wir wollen zunéchst die Konvergenz der unendlichen Reihe der Z-Transformation
untersuchen:

o0 [ee)
Z fnz™" = fo+ Z fnz™™ st eine Laurent-Reihe (vgl. spater) um zy = 0.

Ersetzen wir w = 27" , so erhalten wir E faw™

Dies ist bzg. w eine Potenzreihe um wo = 0 Diese Potenzreihe habe den Konvergen-
zradius R > 0, also die Potenzreihe konvergiere fiir |w| < R . Dann konvergiert die
Z-Transformationsreihe fiir |z| > (1/R) = R , also auBerhalb des Kreises um 0 mit
Radius R = (1/R) .

Den Radius R kann man haufig mit Hilfe des Quotientenkriteriums folgendermaflen
berechnen:

—(n+1)
M‘:l' |fn+1‘_i:£<1 = |z] > R mit hm|

E{INEL n—o0

fn+1
nli)néo‘ fnz—n v ‘ -



Beispiele

fo=1, fo=0 ¥Yne N .

F(fn)(z) = anz_n =fo=1, also
n=0

F((1,0,0,0,...))(z) = 1

fa=a" , nelNy , aec @\{0} fest.

F(a )(z):ng_oa z :ng_o(;) = [—a = falls\;\<1
= |z| > |a| , also
n z
F@)(@) = —— . |d >l

Auch bei der Z-Transformation spielt die Faltung eine wichtige Rolle. Wir definieren
deshalb:

Definition : Faltung

Seien (fn)nemn, und (gn)nemn, zwei Folgen in €. Dann heiit die Folge (hy,)nemn,

(hn) = (fn) * (gn) mit by = Zflgn—l , ne INy
=0

die Faltung von (f,) mit (gn).

Im folgenden Satz fassen wir die wichtigsten Eigenschaften der Z-Transformation
zusamimen:

Satz : FEigenschaften der Z-Transformation

Seien (fn)nemn, und (gn)nemn, zwei Folgen in € und sei ¢ € €. Dann gilt
a) F(fn+gn)=F(fn)+F(gn) , Flcfn)=cF(fn) (Linearitat).

b) F(fnr)(2)=2"%F(f)(2) , k€ IN, (mit f, =0 fiir n <0),

k—1
¢) Ffarn)(z) =2 (F(f)(2) = 3 fiz™") |, kel
=0

Insbesondere gilt
F(fn41)(2) = 2(F(fa)(2) = fo)
F(fot2)(2) = 22(F(fa)(2) = fo = fiz71) .
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d) F(a"fn)(z) = F(f”)(z) , a€@\{0} (Ddmpfungseigenschaft).

e) F(nfn)(z)= —ziF(fn)(z) (Differentiationseigenschaft).

£) F(fn*gn)(z) = F(fu)(2) - Fgn)(2)  (Faltungseigenschaft).

Beweis :

a) Die Linearitédt folgt aus der Linearitdt der unendlichen Summe, falls die Reihen
jeweils konvergent sind.

b) F(fo-r) an R =) farm ) =N e
n=0

n=—=k =
(da f, =0 fur n < 0).

C) F(fn+k)(z> = Z fn—HcZ_n = Z fnz_(n_k) = Zk Z fnz_n
n=0 n=~k n==k

o0 k—1 k—1
=,k <Z fnz™" — Z fnz_"> = 2F (F(fn)(z) - Z fnz_”) :
n=0 n=0 n=0
d) F(a"fa)(z) = Y faa™=™" =3 ful2) 7" = F(fn><§> .
n=0 n=0

[ee] ’ o

&) F(fu)'(2) = (D fuz™) =D (=m)faz™" ™t = == Z nhz = L F(nf)(2)
=0 n=0

(Laurent-Reihe darf in ihrem Konvergenzring gliedweise d1ffere1121ert werden).

) F(f)(:) - F (z Fur ) () = (3 e gas D)
n=0 n=0 [=0
- Z (Z flgn—l>z_n = F(fn*gn)(2) . (Cauchy-Produkt)
n=0 [=0

Beispiele

zu a)

F(sinwn)(z) = F<2lz

1

= (F(e“f")(z) — Fle™m)(2))

(" =) (2) = 5

1 z z 1 z(e™ —e™™)

B 27(2’—8“" a Z—e_i“’> N 2_z<z2 — z(ew 4+ e7w) 4 1)
1 z-2isinw

- 2_i<,22 —2zcosw + 1) '

Also gilt (2. Gleichung analog) :

zZsinw 22 — zcosw

F(sinwn)(z) = pop v N F(coswn)(z) =

22 —2zcosw +1




zub) F(a™)(z) = P (nach Beispiel 2, S.8) =
F(a™ 1
F((a" Nps1)(2) = (az)(z) = (mit fo = 0 fiir n = 0), also gilt
F((@uz)() = —
n>1 — > —a
2 ¢)

n+1 _ n _,0) _ Z o _ az
Fla")(2) = z<F(a )(2) —a ) - z(z_a 1) - =
zu d)

n o Zy Zsinw B azsinw
Fla”sinwn)(z) = F(smwn)(a) ()2 —-2(%)cosw+1 22 —2azcosw+a®
Also gilt (2. Gleichung analog) :

azsinw 22 —azcosw

(a”sinwn)(z) 22 —2azcosw +a? ’ (a” coswn)(z) 22 — 2az cosw + a?

2u e)
" d " B z \ z—a—z  az .
F(na™)(z) = —zEF(a )(2) = z(z —a) =—z G G- Also gilt
n az
F(na™)(z) = =)
zu e)
! —a)—2z —z—a az(z+a)
Fn2q" _ az o (z—a) B B
(n"a™)(2) Z((z - a)2) a4 (z —a)3 a4 (z —a)3 (z—a)3
Also gilt
2 n _az(z+a)
F(n“a")(z) = —ap

Aus den beiden letzten Beispielen folgt

202z
(z—a)?

F((n* —n)a")(z) =

zu )

n

Es gilt (fo)* (1") = (Z fl> . Also gilt

=0
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z

P(Yo7)(2) = Flfa £ 17)(2) = F(fa)(2) - FA™)(2) = 2 F(£a)(2)
=0

Insbesondere gilt fir f, =n
2

F(C0)6) = 55 e = s
=0

(da F(n)(z) = ﬁ (nach Beispiel 5. fir a = 1).
o

Inverse Z-Transformation

Um die inverse Z-Transformation fiir rationale Funktionen zu berechnen, mufl eine
Partialbruchzerlegung durchgefiihrt und dann obige Beispiele fiir die Riicktransfor-
mation benutzt werden. Wie werden spiter (siche Komplexe Funktionentheorie)
die inverse Z-Transformation fiir rationale Funktionen auch mit anderen Hilfsmitteln
(Residuensatz) berechnen kénnen. Im Folgenden eine kleine Tabelle fiir einige inverse
Z-Transformationen, die sich alle aus den obigen Beispielen ergeben:

1 _J1 Jfallsn=0
F <1>_{0 ,falls n > 1

1
F71< >:an71 s (nzl,Ofurn:())
z—a
F_1< z >:a’n 7 (nzO)
z—a
1
F_1<( )2>=(n—1>a"‘2 , (n>1, 0 fiir n = 0)
z—a
_ z -
Fl((z—a)2>:na b (nz0)
-1 ! 1 2 n—3 .
F ((z—a)3>:§(" 30423, (n>1, 0 fiirn=0)
F_1<( - )3)25(”2—”)an_2 , (n>1,0firn=0)
z—a
F—1< 1 ): 1 a" ?sin(n — 1w (n>1, 0 fiir n=0)
22 — 2azcosw + a? sin w ) > 1,
1
F—l( z ): n—1 >0
22 — 2az cosw + a? sinw S (n > 0)

Anwendung der Z-Transformation auf lineare Differenzengleichungen

Wendet man die Z-Transformation auf lineare Differenzengleichungen an, so erhalt
man eine Gleichung fiir F(y,) . Durch Riicktransformation erhdlt man dann die
Losung der gegebenen DFG.
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Beispiele
Yn+t1l — 3Yn = n2"

Anwendung der Z-Transformation ergibt

n 2z
Z(F(yn)_yO)_?’F(yn):F(nz ): (2_2)2 =
Yoz 2z
F(y,) =
(vn) z—3+(z—3)(z—2)2
4
- Yoz 6 6 (Partialbruchzerlegung) =

2—3 2-3 2z-2 (2-2)2

o= (g) 0P (Cg) o () P ()
Y Yo .3 + PO o o

Yn =903"+6-3""1—6-2""1 4. (n—-1)2""2 |, (n>1) =

Un= (Yo +2)3"—B3+n-1)2" , (n>1).

Damit lautet die Losung der gegebenen DFG mit dem Anfangswert yq

Yn = (Yo +2)3" = (24+n)2" , (n>0).

Yn+1 — 2Yp = n2"

Anwendung der Z-Transformation ergibt
" 2z
2(F(yn) —yo) — 2F (yn) = F(n2") = Go2?

Yoz 2z
F(yn) = =
(ym) z—2+(z—2)3

z _ z " 1 .
yn=yoF‘1<—>+2F l<m>:yo2 +2-§(n2—n)2 2 (n>1)

z—2
Damit lautet die Losung der gegebenen DFG mit dem Anfangswert yq
Yn = Y02" + (n®> —n)2""2 | (n>0) .

Yn+2 — 3Yn+1 + 2yn = 2"

Anwendung der Z-Transformation ergibt

P(Fyn) —yo —y127") = 32(F(yn) = v0) + 2F(yn) = F2") = —— =
(22_3Z+2)F(yn) :y0(22—32)+y1z+£ =
yo(2? — 32) Y12 2z
F(yn) = =
(4n) 22—-324+2 22-32+42 (2—-2)(22-32+2)
23242 —2
Fly,) = yo(2” =32 +2) Y12 — 2yo z _

23242  (-1)-2)  G-D(z-27
Yn = Yo F'~! (1> + (2yo —y) FH (i) + (2y1 — 2yo) F 1 (i)
+F! <z i 1) —F! <z i 2) +2F_1<(z _12)2> (Partialbruchzerlegung) =

yn = 2o —y)1" + 2y — 2yp)2" P 41" — 2" o(n—1)2"2 | (n>1) .
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1 ,fallsn=0

Denn es gilt F~'(1) = {0 falls n> 1 °

Also folgt

Yn = (290 —y1) + (11 —yo)2" +1-2"+n2""" | (n>1).

Damit lautet die Losung der gegebenen DFG mit den Anfangswerten yo und
Yo = 2yo — 1 + 1)+ (y1 —yo — 2" +n2""1 | (n>0) .

yn+2_2yn+1+2yn:2n ; y0:07 yl:l

Anwendung der Z-Transformation ergibt

22(F(yn) —yo — v127 ") — 22(F (yn) — o) + 2F (yn) = F(2") = 5 =
(2"2_2Z—+_2)}?(yn):Z‘FL2 =
z —

4 z 22—z

F n) — = j
(ym) 22—2z+2+(2—2)(22—22—|—2) (z—2)(22 —22+2)
1 1

F(yn) = + (Partialbruchzerlegung) =

z2—2 22—2z+42
n—2
=2 /2 in(n — 1)7/4
y TGy V2 sl =D/
(da a®> =2, acosw=1 = a=+2, w=r/4).
Also gilt
yp =271 4 ﬁn_l(sin(nﬂ/él) cos(m/4) — cos(nm/4)sin(nw/4)) , (n>1).

Damit lautet die Losung der gegebenen DFG mit den Anfangswerten yo = 0 und
yp=1: Yp = 2771 4+ \/Qn_2(sin(n7r/4) —cos(nm/4)) , (n>0).

yn+2_4yn+1+4yn:2n 5 onO, yl:l

Anwendung der Z-Transformation ergibt

Z(F(yn) —yo — 4127 ) = 42(F(yn) — yo) + 4F (yn) = F(2") = - i s =
(2 =4+ DF(g) = 24+ — =
Flyn) = ——— + — =

(=22 (2-2)°
1
Y = 12" 4 5(712 —n)2"?% [ (n>1).

Damit lautet die Losung der gegebenen DFG mit den Anfangswerten y9 = 0 und
yp=1: Yn = (Bn+n?)2"=3 | (n>0).
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Aufgaben

l.a) Zeigen Sie, daf} folgende Z-Transformationen bzw. inverse Z-Transformationen

gelten
a) P = EEELD s )
5 P - Yo = LD o) o)
) F—l(%):%@ntmun)a”—? (>0,

b) Losen Sie die folgende Differenzengleichung mit dem Anfangswert yq
Yn+1 — 4yn = n?q"
) mit Hilfe von Ansétzen,

o
B3) mit Hilfe der Z-Transformation.

2. Losen Sie die folgenden Differenzengleichungen mit den Anfangswerten
Yo=1,3y=0

Q

Yn+t2 + Yn = n3"
Yn+2 — 6yn—|—1 + gyn =3"

o
~—~ ~—

mit Hilfe von Ansétzen,
mit Hilfe der Z-Transformation.

=L
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