XIV Gewohnliche Differentialgleichungen

Definition 14.1 :  Gewdhnliche DGL n—ter Ordnung
Seine IN, F:D(F)C R""? — IR.

a) F(z,y,y,...,y™) =0 heiBt gewshnliche Differentialgleichung (DGL) n—ter
Ordnung. LaBt sich F = 0 nach y(™ auflsen, d.h.: existiert

f:D(f) c R*™' — R mit y"™ = f(z,y,y/,...,y» V), so heiBt diese DGL eine
explizite (sonst implizite) DGL n—ter Ordnung.

b) Eine Funktion y € C"(I) (d.h.: n—mal stetig differenzierbar in I C IR) heifit
Lésung der DGL in I, wenn (z,y(x),y'(x), ...,y (2))T € D(F) und
F(z,y(x),y'(z),....y"(2)) =0 Vel

¢) Sind zusétzlich zur DGL noch Anfangsbedingungen

y&) =m0, ¥ =m, ...,y () =n,_1 mit £ &I undn € IR gegeben,
und erfiillt y als Losung auch diese Anfangsbedingungen, so heifft y Losung der An-
fangswertaufgabe (AWA).

Wir wollen uns zunachst mit expliziten DGL 1. Ordnung beschaftigen. Hiebei werden
wir untersuchen, unter welchen Voraussetzungen die DGL 1. Ordnung mit zusétzlicher
Anfangsbedingung y(§) =n l6sbar bzw. eindeutig losbar ist.

Explizite DGL 1. Ordnung mit Anfangsbedingung
Gegeben: AWA 1. Ordnung

y’:f(.fl?,y) ) y(f):ﬁ

Geometrische Anschauung
Richtungsfeld

Ist y Losung der DGL, so muB ja gelten: y/(x) = f(z,y(z)), also ist die Steigung von
y(z) an der Stelle = gleich f(x,y(x)). Zeichnet man also in mdoglichst vielen Punkten

<x> € IR? ein Stiick Tangente mit der Steigung 3’ = f(x,%) ein, so erhilt man
ein Richtungsfeld, aus dem man den ungefidhren Verlauf der Losungskurve der AWA

ablesen kann, wenn man bei <€> beginnt.
n

Beispiel ¢y ' =z+y , y(0)=0

Exakte Losung: y(z)=e¢*—1—x . \
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Richtungsfeld fir die AWA o' =xz+y, y(0) =0

Isoklinen

bilden die Isoklinen. Das
, c€IR

y)ZC}

Y

T

(

f

()

{

also K, =

Eine Hilfe, das Richtungsfeld schneller zeichnen zu kénnen

sind Kurven gleicher Steigung,

r+y=c = y=c—x = Geraden mit

Isoklinen fiir die AWA ' =x+vy, y(0)=0

Die Isoklinen bei diesem Beispiel sind:

der Steigung (—1).

unter welchen Voraussetzungen eine AWA 1. Ordnung

losbar bzw. eindeutig losbar ist. Eine Bedingung, die dabei eine wichtige Rolle spielt,

ist die Lipschitzbedingunyg.

?

Wir werden nun untersuchen
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Definition 14.2 :  Lipschitzbedingung
Sei f:D C IR?> — IR.
f geniigt auf D einer Lipschitzbedingung bzgl. y < dM > 0 mit

F(,y) — F@,9)] < My — 3] v(y) (y) D

Bemerkung 14.3 :

0 0
Existiert in D C IR? die partielle Ableitung 8_f und ist 6_f in D stetig und beschrankt
Y Y
0
mit |a—f(ac,y)| <M V(x) €D = f geniigt auf D einer Lipschitzbedingung bzgl. y.
Y Y

Beweis :  Dies folgt sofort aus dem Mittelwertsatz.

Beispiel
x

f(z,y) = h(z)g(y) auf D = {(y
mit h ist stetig in [a,b] und g ist stetig differenzierbar in [c,d]

) ca<x<b, cgygd}

= |f(x,y) = f(@,9)] = [M=)|lg(y) — 9(F)] < nax |h(x)] - max |g"(y)||ly — 7|

y€le,d]
< Mly—j V(x) (x) e D
Yy Yy

= f geniigt auf D einer Lipschitzbedingung bzgl. y.

)

Satz 14.4 :  FEuxistenz- und Findeutigkeitssatz von Picard-Lindelof

Sei (5) clR*>, a>0, >0 und I:{<:1: =€ < a, |y—n|§ﬁ}.
U] Y

Sei f: 1 — IR stetigin I; f geniige auf I einer Lipschitzbedingung bzgl. y.

: : g
Sei K = Y, 0= , =}
ei (:cr,gfaTXeI |f(z,y)] min{«a K}

4 ? H ? H
e / y
Dann existiert in 7 :
Us€)={z € R : |z —¢&| <35} /'
genau eine Losung y der n-g ; : :

AWA ¢ = f(z,y) mit y(&) =n.

o £F ¢ £46 it
F Ug(s) -
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Bemerkung :

Der Satz gilt auch, wenn 3 = oo ist. Dann ist § = «, und die eindeutige Losung y
existiert in Uy (§) = {x € R : |z —¢&| < a}.

Beweisidee:

Es gilt:

y(@) = flzy(2) , y(€) =n Ve e UsE)

oy =nt [ S dt Ve e Use),

denn: y(z) — y(€) = y(z) —n = /5 () di = /5 " F(ty(e) de .

Auf Us(§) wird nun eine Folge von Funktionen (y,)nen folgendermafen definiert:
Verfahren von Picard-Lindelof

yo(@) =1, yale) = n+/:f<t,yn_1<t>> it nelN, aeUs)

Von dieser Funktionenfolge wird nun gezeigt:

yn — y gleichméBig auf Us(&).

Da y, stetig in Us(§) =y stetig in Us(§).

Da |f(z,yn(2)) = f(2,y(2x))| < M|yn(z) —y(z)| Vo€ Us(S)
= f(z,yn(®)) — f(z,y(x)) gleichmiBig auf Us()

N /;f(t,yn(t)) dt — /;f(t,y(t)) it = yl)=n+ /;f(t,y(t)) dt auf Us().

Nun muf3 noch gezeigt werden, daf y einzige Losung in Us(§) ist.
(ausfiihrlicher Beweis siche Literatur).

Bemerkung :

Der Beweis verlduft dhnlich wie der Beweis zum Fixpunktsatz (vgl. S.346 ). Dort
hatten wir es mit Zahlenfolgen zu tun, hier mit Funktionenfolgen. Auch dort war die
Lipschitzbedingung (mit L < 1) wesentliche Voraussetzung.

Bemerkung :

Satz 14.4 sichert also die Existenz- und Eindeutigkeit der Losung in einer Umgebung
der Anfangsstelle £. Der Beweis (konstruktiver Beweis) liefert gleichzeitig ein Ver-
fahren, mit dem die gesuchte Losung angenahert werden kann. Dieses Verfahren
ist aber flir die Praxis nicht besonders gut geeignet (man erhdlt nur sehr grobe
Ann#herungen, und in jedem Schritt muf ein Integral berechnet werden). Wir werden
spater Naherungsverfahren behandeln, die fiir die Praxis besser geeignet sind.

Beispiel fur Verfahren von Picard-Lindelof
y=z+y, y(0)=0.

482



Da fiir f(x,y) = z +y gilt:  f stetig in IR? und f, = 1 stetig und beschrinkt in
IR?> = Lipschitzbedingung bzgl. y erfiillt in JR? = Voraussetzungen des Satzes
14.4 erfillt fir « = f =00 = existiert eindeutig Losung in IR.
Verfahren von Picard-Lindeldf: yo(x) =0,

xX

yn(2) =o+/ (t+yos(t)) di , me N, also
0

x l’2 x t2 IL‘2 1_3
@) = [0y i=F w@ = [ e+ a-Fg
@ 2 3 2 23 gt
= t+—+)dt=—+ —+ —.
vs() /()(+2+3!) > et
n+1 {L‘k
Behauptung: y,(z) = o
k=2
Beweis per Induktion: n =1 (klar)
T n+1l g 2 n+1 k+1 n+2 L
t T x x
ot )= () d= X
0 = k! 2 kD) SR
= pa(@) =) oy =) = -1l-u
k=2 k=2

= y(x) = e —1—x ist einzige Losung der AWA ¢ =x+y, y(0)=0 in R.

Beispiel: keine Findeutigkeit
y' =3y%*3  y(0)=0 (vgl. S.232).

Losungen: y(x) =0 [/
y(z) =2’
()

_{0 falls 2 < 0 /‘

T 12® fallsx >0

Hier ist f(z,y) = 3y%/3, also existiert f, in (8) nicht.

f geniigt nicht der Lipschitzbedingung bzgl. y in U ((8))

Es gilt aber: f ist stetig in U ((8)) Aus dem néchsten Satz folgt dann die Existenz

der Losung in Us(0), aber nicht die Eindeutigkeit.

Satz 14.5 :  FEuxistenzsatz von Peano
Sei (5) ceR?>, >0, 3>0 und [:{(m> e —¢ <a, ]y—n\gﬁ}.
n )
Sei f: I — IR stetigin I , sei K = max |f(z,y)|, 0 = min{e, ﬁ}
(z,y)Tel K

Dann ezistiert in Us(§) ={z € R : |z —&| <6}
mindestens eine Losung y der AWA ¢/ = f(z,y) mit y(§) =n.

Beweis :  siehe Literatur, z.B.: Stepanow: Lehrbuch der DGL.

Wir werden nun einige spezielle DGL 1. Ordnung behandeln, die sich exakt losen
lassen.
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1. Trennung der Variablen (vgl. S.231)
y'=r)gly) » y)=n

Ist f stetig in [a, b] mit £ € [a,b] und g stetig differenzierbar in [c, d] mit
n € [e,d] = die AWA ist eindeutig 16sbar in Us(§) (nach Satz 14.4 und Beispiel
S.481).

a) Sonderfall: Ist fiir ein y ¢(y) = 0, so untersuche man, ob y Lésung der AWA.

b) Sei g(y) #0 = /ﬁ dy = /f(x) dx ergibt Losungen der DGL.

Anfangsbedingung einsetzen ergibt die gesuchte Losung.

axr +by+c

y/:f<ax+ﬂy+v

) ;Y€ =n

Sind f und f, stetig in ﬁ((g)) = AWA ist eindeutig losbar (nach Satz 14.4 und
Bem. 14.3).

Fallunterscheidungen

a) b=0, =0 (d.h.: fistnur von z abhingig)

= y = f(xr) = y ist Stammfunktion von f .

b) a=6=0,b#0

= ¢y =flar+by+c) = v =a+bf(u) (l6sbar mit Trennung der Variablen),
denn: Substitution w(z)=az+by+c = v =a+by =a+bf(u).

- 1 -
= y = f(g) = u = E(f(u) —u)  (l6sbar mit Trennung der Variablen),

denn: Substitution wu(z) = % = u = M _ i(y/(x) _ @)

= = () )

d) det(z g>=o,/37éo (=0 = ab=0 = Falla)oder b))

a Q. N .. [a «Q
= (b) und (ﬁ) linear abhangig = J\ mit (b) = )\(B) .

y = f(%) = u = a+ﬁf<w> = f(u) (lésbar mit Trennung
der Variablen),
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zZu

denn: Substitution w(z)=ax+py+y = v =a+ 5y

b ar+by+cy\ Max+ Py +v) — Ay +c¢
= @) =t 8 (Tag ) = ()

=a+gf<)‘“+)‘7+c):f(u)‘
o e b)ro = 3G e (08) G = (5)-

0 _

;- axr + by +c g a+b: .
y —f<m> = (a—l—,@’ ) ( > (l6sbar nach c)),
denn: Substitution w=z—xz¢, v(u) =y(x) —yo = V' (u) =1y (z)

_ B ax +by+c—axg—byo —c \ ./ a(@—x0)+b(y — yo)
= U(“)_y(w)_f<aa:+ﬁy+’y—axo—ﬁyo—’y>_f< (& — o) + By — )>

bt ~
=1(er ) =) = ()
Beispiele

b) y'=(z+y)? , y(0)=0.

Fir f(z,y) = (z +y)? gilt:
[, [, sind stetig in IR* = AWA ist eindeutig l6sbar in U(0).

Substitution: w(x)=z+y(z) = v =1+y =14+u?> = o =1+u?

1
= / du:/das = arctanu=z+c = u(x)="tan(z+c)
14 u?

= y(z)=tan(z+c) —z, c€ R (allgemeine Losung).
y(0)=0 = y(0)=tanc=0 = c=0
= y(x) =tanz —x ist Losung der AWA in U(0) = {x : |z| < 7/2}.

y? + 2xy

) ¥ ="73

y® + 2zy
Fiir f(v,y) = =——— gilt: f, f,, sind stetig in U((_ 8/3)) = AWA ist eindeutig
x

l6sbar in U(2).

y = (%>2+2(Q> :u2—|—2u=f(u) mit u=2

8

o' =~ (Fw) - )=1w-+m—u o

1
/(1~|—u)d / dx :>/ du—/—du-ln|x|+cl

Inlu/ —Inju+1=In|z|+¢; = In|
u+1
u
u+1
cx

u(zx) = 1 oder u =0 oder uw= —1 (Sonderfille)
—cx

|—1n|x|—|—cl

=cx = u=cr(ut+l) = u(l—-czr)=cx

A
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CX 2

= yx)= 7 oder y =0 oder y(z)= —xz (Sonderfélle) sind alle Losungen
der DGL.
y(2) =-8/3 = y=0 und y(x) = —xz erfiillen die Anfangsbedingung nicht, aber
4c 8
V=7 = T T T
2z . . . .
y(x) = 5 ist Losung der AWA in U(2) = (3, 00) .
— 2z
dxr — 2y — 2
d =7 = 0) =
)y r— , y(0)
Fir f(x,y) Ao =2y =2 ilt: f, f, sind stetig i U((O)) = AWA ist eindeuti
ir f(zr,y) = —— gilt: in ig in ist eindeuti
W) = g,y el Sy g 0 g

l6sbar in U(0).

it G- ()(3) - 2

Substitution: w(z)=2z—y+3 = v =2—y =2—
2u—8 8

= u=2- = —
u u

2

= /udu:S/dx = %:8x+cl = w2 =16z +c¢
= ylxr)=3+2zx++16x+c.

y(0)=0 = y(0)=3xc=0 = ¢=9 und (—)—Zeichen

= y(z) =3+2z— 162+ 9 ist die Losung der AWA in U(0) = (—-%,0) .

22z —y+3)—6—2
20 —y+3

, T—y+3
=, 0 — 0 .
) ¥ = — y(0)
. r—y+3 . . . . w0 L. N
Fir f(z,y) = oo gilt: f, f, sind stetig in U((O)) = AWA ist eindeutig lsbar
rTy
in U(0).

w20 - (1))

Substitution: u=x+2, v=y—1

)= (7)-
@+2)—(y—-1) w—v 1-2

= VvV =y = = = g:f<g>

z+2)+(y—-1) wu+tv 1+72 u
Weitere Substitution: w(u) = M
U
1, - 1/1—w 1 1—2w—w?
= /:_ - :—(—— ):—.—
v Ul(f(w) w) U 11—|—w lu 1+w
J T = [ e = gt k201 = e
= W’ +2w—1 =) +e = w+2w—1=-;
U
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(Sonderfall w? + 2w — 1 = 0 fiir ¢ = 0 enthalten).
2

2
Mitw:2 = 1}—2+—U—1:£2 = V+2uw-—-u=c
U U U U
= v(u)=—-utve+2u?.

Mitu=z+2undv=y—1 = ylz)=1—(r+2)Lt/c+2(xz+2)?.
y0)=0 = y(0)=-1+£+vc+8=0 = c=—7und (+)—Zeichen

= ylx)=—-1—z+/2(x+2)? — 7 ist die Losung der AWA fiir x +2 > /7/2, also
in U(0) = (1/7/2—2,00) .

. Lineare DGL 1. Ordnung (vgl. 5.236 )

y = f(x)y+g(x) , y&) =n

Sind f, g stetig in [a,b] = [ — @, + a] = die AWA ist eindeutig 16sbar in (a,b).

Denn: Fiir F(z,y) = f(x)y + g(z) gilt: F und F, = f(z) sind stetig und F),
beschrankt in [a,b] x IR. Sind f,g stetig in R = « = [ = oo (vgl. Satz
14.4) = die AWA ist eindeutig losbar in IR.

Da die DGL linear ist, setzt sich die allgemeine Losung aus der allgemeinen Losung
ypn der zugehorigen homogenen DGL ¢y’ = f(x)y und einer partikuldren Losung yo
der inhomogenen DGL ¢’ = f(x)y+g(z) zusammen, also y =y, +yo (vgl. 5.236 ).

homogen:

v = flx)y = /idy:/f(x) dr = (mit zg € [a,]])

£(1) dt
yn(x) = ce’lwo , ceR

ist allgemeine Losung der homogenen DGL ' = f(z)y
(Sonderfall y = 0 fiir ¢ = 0 enthalten).
partikulare Losung: Variation der Konstanten
f)
Ansatz:  yo(x) = c(x)yr(z) mit y;(x) = e/=o .
Einsetzen in die DGL ergibt
= yo(z) = @)y () + c()yi(z) = f(@)e(z)y(z) +g(x)  (dayi(z) = f(z)yi(z))

gy = 9@ e ol = [ 90
> (@ =L8 @ #0 > ) Loyl(t) it =
yo(z) = y1(z) / x i((% di

ist partikuldre Losung der inhomogenen DGL v = f(z)y + g(z) .
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Also gilt  (mit zg € [a, b])

xT

f(t) dt
dt ,ce R, mit yi(x) =e’zo

i) = en(e) + (o) [ 9(t)

xo yl

ist allgemeine Losung der linearen, inhomogenen DGL ' = f(x)y + g(z).

Ist die Anfangsbedingung y(§) =n gegeben = xg=¢, ¢ =n ergibt die eindeutig
bestimmte Losung.

Beispiele

y' = (—sinz)y+ 2sinz , y(0)=0.

f(x) = —sinz , g(x) = 2sinx sind stetig in IR = AWA ist eindeutig l6sbar in IR.
homogen:

yi(x) = of (Fsin®) dr _ cose yp(z) = ce®” st allgemeine Losung der
homogenen DGL.

partikulare Lésung:
2 si
c(a:):/ i da::/2sinxe_cosx dx =2e “*%

cos @
= yo(z) e: eT . 267 9T =2 ist partikuldre Losung (diese partikuldre Losung
hétte man auch sofort sehen kénnen)

= y(x) =ce®*+2 | ce IR, ist allgemeine Losung der DGL.

y(0)=0 = y0)=ce+2=0 = c=-2/e =

y(x) = (—2/e)e** + 2 ist Losung der AWA in IR.

, 1
y=-——yt+lta , y(1)=0.

1
flx) = —= g(z) = 1+ x sind stetig in IR\{0} = AWA eindeutig lésbar in (0, c0).

homogen:

_ 1
yi(z) = ef ~V/D) dz _ gmna _ 2
T

= yp(x) = g ist allgemeine Losung der homogenen DGL.

partikulare Losung:

c(x):/ T dx:/(x+x2)dx:%+%

x

[\

+ % ist partikulare Losung

N—
|
|8

= y(x) = . + =+ r , c€ IR, ist allgemeine Losung der DGL in (0, c0).
1 1 )

1)=0 = 1) = —4+-=0 = c=—=.
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4. Bernoullische DGL
y = flx)y+g(x)y* , y)=n , ac€R\{0,1}

f, g stetig in [a,b] mit & € [a,b].

(Fir @« = 0 oder a = 1 erhalten wir eine lineare DGL).

y(x) = 0 ist Losung der DGL fiir o > 0 (Sonderfall).

Die Substitution wu(x) =y'~%(z) fiihrt auf die lineare DGL fiir

v =(1-a)f(r)ut(1-a)g(x)

Denn: o' = (1-a)y™y = (1-a)y *(fy+gy*) = (1 - a)fy' =" + (1 - a)g
= Jv=>_1-a)fu+(1—-a)g.

Beispiel

y' = —2zy— 2%y’ , y(0
Fir F(z,y) = 22y — x
in U(0).

y(z) = 0 ist Losung der DGL (erfiillt nicht die Anfangsbedingung).
Substitution u =y~ =y~2 fiihrt auf

W = —2(—2zu) + (=2)(—23) = 4zu + 22 (lineare DGL fiir u),

=1 = a=3.
y?® gilt: F, F, sind stetig in IR*> = AWA eindeutig losbar

W ~—r

homogen: up(x) = cef 424w ce?®
223 1 1 2
partikuldr: ug(x) = o7’ / 62% dz = e2*° (—1(2902 + 1)6_2962) =—1" %
2 1 1‘2
2x
= = _— =
u(x) =ce 1 179
D 2 = — =
a  y-(z) (@)
1
y(r) =+ oder y(x) =0 sind alle Lésungen der DGL.

)
=1 = c¢= ) und (+)—Zeichen =

y(x) (5e2" > 1+ 222 erfiillt Vz € IR)

-~ VBer? — 1 — 22
ist eindeutig bestimmte Losung der AWA in IR.
(Die Anfangsbedingung y(0) =0 wiirde die Losung y(z) = 0 ergeben).
5. Riccatische DGL

Y = flo)y+g@)y* +hlz) , y)=n

f,g,h stetig in [a,b] mit £ € [a, b].
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Die allgemeine Losung der Riccatischen DGL kann bestimmt werden, wenn eine
Losung yo bekannt ist. Sei also yg eine Losung der gegebenen DGL, dann fiihrt

1
der Ansatz: y(x) = yo(x) + ) auf weitere Losungen der DGL.
u(z

Fiur die unbekannte Funktion w erhalt man die lineare DGL

u' = —(f(z) +29(x)yo(x))u — g(x)

1 1 1 2
Denn: y’=y6——2u’=f-(yo+—)+g-(yo+—)2+h:fy0+i+gy§+ 9Yo
u u u U u

r_ FH29% 9

TRE
u

1
/I 2
Da y,=fyo+gyy+h = 2l ” 2

Multiplikation mit —u? ergibt ' = —(f + 2gyo)u — g .

Beispiel

y=—-Qe+ly+y’+(1+a+a?) , y0)=1/2.

f(z)=—-2x+1), glx) =1, h(z) =1+ x + 22 sind stetig in IR .

Fir F(z,y) = -2z + 1)y +y* + (1 + o + 2?) gilt: F, F, sind stetig in IR* = AWA
ist eindeutig lésbar in U(0).

yo(x) = x ist eine Losung der DGL (erfiillt nicht die Anfangsbedingung).

1
y = yo + — fuhrt auf die lineare DGL fiir u
u

v =—(-2z+1)+22)u-1 = v =u—-1 = o —u=-1 (lineare DGL mit
konstanten Koeffizienten),
homogen: charakteristisches Polynom: A—1=0 = A=1 = uu(x)=_ce”,
partikuldr: ug(x) =1

1
= wu(r)=ce®+1 = (mity(x) =yo(zr)+ ——)

u(z)

y(r) =x + 1 oder y(x) =z sind alle Losungen der gegebenen DGL.
ce”
1 1
0)=1/2 = 0) = =—- = =1 =
y(0) =1/ y(0) = —7=73 ¢

1
y(r) =x + e ist die einzige Losung der AWA in IR.
e(l?

(Die Anfangsbedingung y(0) =0 wiirde die Losung y(z) = x ergeben).

. Fxakte DGL

flz,y) +g(z,y)y =0 mit f, =g, in M CR?

Hierbei mu8 M ein einfach zusammenhdingendes Gebiet sein und f,g € C*(M).

Unter der obigen Voraussetzung f, =g, in M gilt fiir das Vektorfeld V= <f>:

g
Die Integrabilititsbedingung Vo, = Vi, ist in M erfiillt.

Y
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M ist einfach zusammenhangendes Gebiet, also existiert in M ein Potential
u:M — R mit u, = f und uy, =g.

Damit ergibt die Gleichung

u(z,y(z))=c , ce R

die allgemeine (implizite) Losung der exakten DGL.
Denn: Fiir u(z,y(z)) = ¢ erhélt man durch Differentiation nach :

2 (e, y(a)) = e, 9) + uy (o )y’ = Fo9) + ol m)y = 0.

Gelingt es, die Gleichung u(z,y) = ¢ nach y aufzulésen, so erhédlt man die Losungen
y in expliziter Form.

Beispiel

(1+y? +32%) + ey + 23— 1)y’ =0 .

Mit f(z,y) =1+ y? + 322y und g(x,y) = 22y + 23 — 1 gilt in IR?:
fy(z,y) =2y + 32% = g, (x,y). Da IR? einfach zusammenhéngendes Gebiet
= die gegenene DGL ist exakt, und es existiert ein Potential u in IR? .

v =f = u(x,y>=/<l+y2+3x2y> da + i (y) = 7+ 2y + 2%y + hu(y) |

w=g = uley) = [Qoy+a® — 1) dy+hale) = og? + o'y~ y + hao)
= u(z,y) =2 —y+ay? + 23y ist Potential in IR?

= u(z,y) =2 —y+ay®>+ 23y = c ist die allgemeine Losung der gegebenen DGL in
impliziter Form. Losen wir diese Gleichung nach y auf, so erhalten wir die Lésungen
in expliziter Form.

. Ezxakte DGL durch integrierenden Faktor

f(z,y) +g(x,y)y =0 mit f, # g,

Diese DGL ist nicht exakt. Man kann aber versuchen, durch Multiplikation mit einem
Faktor p(x,y) (integrierender Faktor) diese DGL zu einer exakten DGL zu machen:

wl,y)f(@,y) + @, y)g(z,y)y" =0
Damit diese DGL exakt ist, mufl gelten:

(f)y = (1g)e & pyf +ufy = pag + pge <

gtz — fy = (fy — g2t

Dies ist eine partielle DGL 1. Ordnung fiir den integrierenden Faktor p. Diese par-
tiellen DGL behandeln wir spater. Zunachst konnen wir diese partielle DGL nur fir
zwei Spezialfille 16sen:
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a) p(x): d.h.: pist nur von z abhéngig
= gp'(x) = (fy — go)pu(z) =

_e/fy 9z 4

Dieser Fall kann nur eintreten, wenn

fy — Oz
g
b) wu(y): d.h.: pist nur von y abhéngig

= fu'(y) = (9. — f)uly) =

gm_fy d
u(y)Ze/ i

Dieser Fall kann nur eintreten, wenn

unabhdngig von y ist.

u unabhdngig von x ist.

Beispiel
(1—zy)+ (zy—22)y' =0 , y(1) =0
Mit f(z,y) =1 — a2y und g(z,y) = 2y — 22 gilt: ¢ = _f(mvy) _
9(z,y)
Fir F(z,y) = _f(m, y) gilt: F, F, sind stetig in U( ((1))) (da Nenner dort # 0) =

9(z,y)
AWA ist eindeutig l6sbar in U(1).

Dafy—gmz—x—(y—Qm):m—y;—éO = DGL ist nicht exakt.
Jy—92  x—y

1
= —— ist unabhéangig von y =

g wly-z) @
1
u(x) =e T —e MT =" (fiir z > 0) ist integrierender Faktor. Also ist die
x
folgende DGL exakt:
1 1 1
—(-ay)+—(wy—a®)y =0 = (C—y+-2)y =0 (x#0)

u(e.s) = [ (G =) dot haly) =Infe] — oy + (o)

o) = [[(w=2) dy+hala) = &~y -+ haf)

2

= u(z,y) = % —zy + In|z| ist Potential
2

= % —zy+Injzl=c1 = 9> —2zy+Ina® =c ist allgemeine implizite Losung
der gegebenen DGL fiir z # 0. Auflésung nach y ergibt:
y(r) =2 £ Ve —Ina? + 22 ist allgemeine Losung der DGL mit 22 > Inz? — c.
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Die Anfangsbedingung y(1) = 0 ergibt:

y(l)=1++vc+1=0 = c¢=0und (—)—Zeichen, also

y(x) =z — Va2 — Inz? ist (eindeutige) Losung der AWA in (0, c0)
(22 > Ina? ist fiir alle z > 0 erfiillt).

Nun behandeln wir noch eine spezielle implizite DGL 1. Ordnung;:

. Clairautsche DGL
y=zy +g(y) mit geC*(I), I=(a,b)C R

Die Losungen dieser Clairautschen DGL sind

a) ylz)=cr+glc) ,cel,

b) a(t)=—g'(t), y(t) = g(t) —tg'(t) , tel.

b) ist eine Kurve (Losungskurve der DGL) in Parameterform,
)
)

sind die Tangenten an die Kurve b).

a
b) ist also die Finhillende der Geradenschar a).

Denn:

a) ¥y =c = y=cx+g(c) erfiillt die DGL.
b) Fiir y(z(t)) = g(t) — tg'(¢) gilt:

dy _dy dt _ G _y(t) _g(t)—g(®) —tg"(t)
de dt dv 4 al(t) —g"(t)
FEinsetzen in die rechte Seite der DGL ergibt
x(t)t+g(t) = —tg'(t) + g(t) = y(t) = D) ist Losungskurve der DGL.

Dafl a) die Tangenten der Kurve b) sind, siecht man folgendermaflen:

(i) = Cipin) =02

=t = y(x)=t.

t 1
Also ist die Richtung der Tangente im Punkt xEt§ ;
Y
t t 1
Damit lautet die Tangente im Punkt (x( )) <x) = (x( )) + )x( ) , A€ IR.
y(t) y y(t) t

Koordinatenweise erhalten wir dann
p=a(t) A, y=y() A = A=z—a(t), y = y(t) +t(—o(t)) = te-+y(t) - ta(t)
= y=te+g(t)—tg(t)+td'(t) =tx+ g(t) .

Beispiel

y=ay' +y® = g(t)=1" .
Losungen:

a) ylx)=cx+c* , celR, — x

b) x(t) = =312, y(t) =3 — 3t3 = —2t3
= 27y? = —4x3 (Neilsche Parabel).

a) sind die Tangenten an die Neilsche Parabel.
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Lineare DGL n—ter Ordnung

Bei DGL hoherer Ordnung behandeln wir nur noch lineare DGL.
In Normalform haben sie die Gestalt

Ly =y™ + an1(@)y "V + .+ ar(@)y + ao(@)y = f(z)

mit a;, f: (a,b) = IR stetigin (a,b) Vi=0,1,...,n— 1.
L[y] = 0 heiit zugehdrige homogene DGL, L[y| = f inhomogene DGL (falls f # 0).

Aus Kapitel VII (ab S.233 ) sind folgende Aussagen bekannt:

a) Die allgemeine Lésung der linearen, inhomogenen DGL  L[y] = f setzt sich
zusammen aus der allgemeinen Losung y, der zugehorigen homogenen DGL
L[yl = 0 und einer partikuliren Lésung yo der inhomogenen DGL L[y] = f,

also y = yn + yo.

b) Die allgemeine Léosung yp, der linearen, homogenen DGL n—ter Ordnung ist eine
Linearkombination aus n linear unabhéngigen Losungen vy, yo, . . ., yn (Fundamental-
system), also  yp = c1y1 + c2y2 + ...+ Cuyn , ¢ € IR.

¢) Sind zusétzlich an der Stelle £ € (a,b) n Anfangsbedingungen

y(&) = 10,9/ (&) = n1,...,y " V(€) = n_1 gegeben, so existiert genau eine Losung
der linearen, inhomogenen DGL n—ter Ordnung, die diese Anfangsbedingungen erfiillt
(falls alle Koeffizientenfunktionen a;(x) und die rechte Seite f(x) stetig in (a, b) sind).
(Diesen Existenz- und Eindeutigkeitssatz werden wir spéter beweisen).

Um also die allgemeine Losung einer linearen, inhomogenen DGL n—ter Ordnung zu
finden, benotigen wir

a) ein Fundamentalsystem {y1,y2,...,yn} von n in (a,b) linear unabhingigen
Losungen der homogenen DGL L[y] =0 und

b) eine partikuldre Lésung yo der inhomogenen DGL L[y| = f.

Spezialfall:  konstante Koeffizienten (vgl. ab S.238 )

Sind alle Koeffizientenfunktionen a;(x) = konst, so kann man ein Fundamentalsystem

mit Hilfe der Nullstellen des zugehorigen charakteristischen Polynoms bestimmen.

» | cospx
sin Bz

eine partikuldre Losung mit Hilfe eines speziellen Ansatzes (vgl. ab S.243 ).

Bei rechten Seiten der Form  f(x) = p(x)e® erhélt man in diesem Fall

Wir behandeln nun lineare DGL mit nichtkonstanten Koeffizienten:

Hat man n Losungen y1,¥2,...,y, der homogenen DGL gefunden, so stellt sich die
Frage, ob diese Losungen in (a,b) ein Fundamentalsystem bilden (also linear un-
abhingig sind).

Diese Frage kann mit Hilfe der Wronski-Determinante einfach beantwortet werden:
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Definition 14.6 : Seien y; € C( Y (a,b) , (1 <4 <n), so heifit
y(x) ya(x) o yn(o)
y1(x) ya(z) o ()
W(z)=det | ¥'(2) yo () o yn(a)
n" V(@) (@) oy ()
die Wronski-Determinante der Funktionen y1,ys, ..., Yn.

Satz 14.7 : Sind y1, 92, ..., Yy, Losungen der linearen, homogenen DGL n—ter Ord-
nung L[y] =0 in (a,b), so gilt

a) Yi,Y2,--..,Yn sind linear unabhingig in (a,b) < W(xg) # 0 fir ein o € (a,b).
In diesem Fall ist W(z) #0 Vz € (a,b).

b) Es gilt
—/ an,l(t) dt
W'(z) = —an_1(x)W(z) , W(z)=W(xo)e “zo Vz € (a,b)
Beweis :
a) 7 <7 Annahme: yi,y2,...,Yy, sind linear abhéngig in (a,b)
= es existieren ¢y, ¢a,...,¢, € IR (nicht alle gleich 0) mit

cy1(x) + coya(x) + ... + cpyn(z) =0 Vo € (a,b)
= ayi(x) +eyh(@)+.. .+ ey (x) =0 V€ (a,b)

= qyin_l)(m) + cg’yén_l)(m) +...+ cnygn_l)(a:) =0 Vze€ (a,b).

Also
y1(x) y2(x) Yn(z) c1 0
y1(x) Ya(x) Yn () c2 0
(@) (@) T (@) ) \en 0
Da die Koeffizientendeterminante W(zp) # 0 = das GLS ist eindeutig lésbar
= die triviale Losung ist die einzige Losung = c¢1=co=...=¢, =0

= Widerspruch zur Annahme.

"=7 Annahme: W(zx)=0 Vz € (a,b) = das GLS ist nichttrivial 16sbar, d.h.: es
existieren ¢y, ca,...,c, (nicht alle gleich 0) mit

cly§k)(x0) + 02y§k)(mo) +...+ cnyr(ﬁ)(ato) =0 (0<k<n-—1) firein zg € (a,b).
Fiir die Funktion y mit y(z) = c1y1(x) 4+ cay2(x) + ... + chyn(x) gilt dann

y(x0) = 0,9 (29) = 0,...,y" " V(xg) =0. Da L[] =0 V1<i<n = L[y]=0.
Also ist y Losung der DGL L[y] =0 mit den Anfangsbedingungen

y(x0) = 0,9 (x9) = 0,...,y" V(x) = 0.
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Wegen der Eindeutigkeit der Losung folgt y = 0 = Widerspruch zu ”linear un-
abhéngig” = W(xg) # 0 fiir ein zg € (a,b).

b)
Yy () Yn (2) Yy1() Yn ()
Y1 (z) Y (7) vy (z) Y (7)
W' (z) =det | ¥(@) Yn (T) +det| vi(@) Yn (T)
() g () () Ly ()
y1(x) o Yn () y1 () . Yn ()
viz) o yp(@) vi(z) o yp(o)
+...+det : : +det : :
() T () () oy ()
() oy () (@) o ()

Bis auf die letzte Determinante haben alle Determinanten 2 gleiche Zeilen, sind also

gleich 0. Setzt man in der letzten Determinante jeweils fiir ygn) die DGL ein, also

?Jz(n) = —an71(x)yz(n_1) - flan(x)yz(n_Z) T ao(x)yi ’

TV
Kombination der ersten (n—1) Zeilen

und zieht dann aus der letzten Zeile den Faktor a,_1(x) heraus, so erhilt man

vi(z) o (@)
vi() o (o)

W' (z) = —an_i(x)det | 1@ o un(@) | = —a, ()W (2) .
W@ eI (@)

Die allgemeine Losung dieser DGL ist

- /I an_l(t) dt
W(x) =W(xg)e o , o € (a,b).
Ist W(zg) #0 = W(z)#0 Vze€ (a,b), da e—Funktion # 0.

Beispiele
y'+w?y=0, (w>0).
Charakteristisches Polynom: A +w? =0 = X\ 5= tiw,

et — coswr £ isinwr
= y1(x) =coswzr , yo(zr) =sinwzx sind Losungen der gegebenen DGL.

COS WX sin wx
—wSsinwxr wCcosSw
= 91,y sind linear unabhéngig in IR.

W(x) = det =w#0 in R

y' —w?ly=0, (w>0).

Charakteristisches Polynom: A2 —w? =0 = X\ o= *tw
= yi(x) =e¥" | yo(x) = e “" sind Losungen der gegebenen DGL.
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W(:l:):det(ew ¢ =—2w=#0 inlR

wert  —we” W
= 91,y sind linear unabhéangig in IR.

Hat man ein Fundamentalsystem der linearen, homogenen DGL gefunden, so ist noch
eine partikuldre Lésung der inhomogenen DGL zu bestimmen:

Bestimmung einer partikuldren Losung mittels Variation der Konstanten

Satz 14.8 : Variation der Konstanten

Bilden die Funktionen y1,ys,...,y, in (a,b) ein Fundamentalsystem der linearen, ho-
mogenen DGL n—ter Ornung L[y] = 0, so ist

yo(z) = Zyl(x) /!r W%/(—t(;{) dt , (zo € (a,b) beliebig)

eine partikuldre Lésung der inhomogenen DGL  Ly] = f.

Hierbei ist W (x) die Wronski-Determinante von yi,ya, ..., y, und W;(z, f)
die Determinante der Matrix, die entsteht, wenn man in der Matrix von W (z) die
1—te Spalte durch

0 y1 () .0 L Yn(2)
ersetzt, also  W;(z, f) = det y§”‘:2)(x) N 0 N yén_é)(x)
f(x) v @y L fe) . Y ()

Beweis :

Wie bei der linearen DGL 1. Ordnung fithren wir auch hier eine Variation der Kon-
stanten durch, d.h.: wir machen fiir eine partikuldre Losung den Ansatz:

yo(x) = cr(@)y1 (@) + c2(@)y2(x) + ... + cal@)yn () -

Diesen Ansatz y, differenzieren wir n—mal und stellen nach jeder Differentiation eine
Forderung:

yo(x) = (@)1 (@) + ..+ en(@yp(z) + (@) (x) + .. + &, (2)yn(2))

J

1. Forde;:mg: =0
yo (x) = cr(@)yf (@) + ..+ en(@)yn (@) + (L (@)y1(2) + ... + ¢ (@), (2)

~
2. Forderung: =0

y" (@) = e @)y @) (@) ()
+ (@ @)+ e @)y (@)

(n—1). Forderung: =0

yo (@) = cr(@)yi™ (@) + .+ en(@)yn” (@) + ()" (@) + -+ @)y (@)

v~

n. Forderung: =f(x)
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Multiplizieren wir diese Gleichungen jeweils mit dem Faktor a;(x) (die letzte Gle-
ichung mit dem Faktor 1) und addieren dann alle Gleichungen, so erhalten wir

Llyo] = e1Llyr] + ... +enLlyn] + f(x) = Llyo] = f(z) (da Lly;] =0 VI <i<n).
Also ist yg Losung der inhomogenen DGL, falls die obigen n Forderungen erfiillt sind.
Es muB also Vz € (a,b) gelten:

p(@) . o) \ /@) 0
RS I ES N A B I
W) @) @) \ @)

Die Koeffizientendeterminante ist die Wronski-Determinante W (z).
Da W(zx) # 0 Vz € (a,b), existiert fiir jedes x € (a,b) eine eindeutig bestimmte

Losung (¢} (z),ch(x),...,c ()T, die mit Hilfe der Cramer-Regel folgendermaflen
berechnei;cv werden kann: —
ci(z) = Wiz, f) = ¢x)= / Wilt. /) dt mit xy € (a,b) beliebig.

x)

- T Wit

= yo(x Z yi(z) / # dt ist partikuldre Losung der inhomogenen DGL.
i=1 Zo

W
- )

Bemerkung :

Die Berechnung von gy nach diesem Satz ist nicht immer sehr einfach, da die zu
berechnenden Integrale unangenehm sein kénnen. Wenn man einen speziellen Ansatz
fiir yo machen kann (z.B. bei linearen DGL mit konstanten Koeffizienten und rechten
. cos Bx
ten der Fi = I O
Seiten der Form f(x) = p(x)e {sm B
7sieht”, so sollte man auf die Variation der Konstanten verzichten.

} ) oder eine partikuldre Losung einfach

Beispiel

y/// o y/ — 6293 .
homogen: Charakteristisches Polynom: A2 —A=AX2—-1)= XA —-1)(A+1)=0
S A =0 A =1, A5 =—1

= yl(x)zl ) 3/2(33):636 ) 3/3(513):(3

—Xx

—X

sind Losungen der homogenen DGL in IR.
1 e* e

W(x)=det | 0 e —e™* | =2%#0 inlR = yi,Yy2,ys3 sind linear unabhéngig
0 e e *

in IR, bilden also ein Fundamentalsystem in IR.

partikulare Losung: Variation der Konstanten
0 e e™®
Wiz, f)=det | 0 ¥ —e @ | =¢e".(=2)=—2e*",

e e e
1 0 e " 1 e 0
Wo(z,f)=det | 0 0 —e @ | =e*, Wiz, f)=det| 0 e 0 |=e3,
0 e 77 0 e* e%*



c1(x) = M dr — /(_e2m) de — _%ezm ’

W ()
eate) = [P L gy = [ e o= S
c3() W;/(xx,)f) d Z/%e?’x dr = ée‘%
O T e RN

ist partikulare Losung der inhomogenen DGL.

(Hier wiire ein Ansatz der Form yo(x) = ae®* viel einfacher gewesen)

1
= y(x) =c1+c2e” +cze” T+ ge% , ¢; € IR, ist allgemeine Losung der gegebenen
DGL.

Wir behandeln nun lineare DGL, die man mit Hilfe spezieller Methoden auf einfachere
lineare DGL (z.B.: auf lineare DGL mit konstanten Koeffizienten) zuriickfithren kann.

Gegeben: Lineare DGL in Normalform:

Lyl =y™ + an1(@)y "V + .+ ar(@)y + ao(@)y = f(z)

mit a; , (0<i<n—1) und f stetigin (a,b).

. Reduktion der Ordnung

Gegeben: Eine Losung y; der zugehdrigen homogenen DGL, also L[y} =0 .
Gesucht: Allgemeine Losung der inhomogenen DGL.

Ansatz:
y(z) = v(@)y1 ()

mit einer noch zu bestimmenden Funktion v(x).

Dieser Ansatz y(z) = v(z)y1(x) fithrt auf eine lineare DGL (n-1)-ter Ordnung fiir v’ .

Denn: y=wvy; = v =vy 4oy, v/ ="y + 20"y + vyl ,
allgemein:

k
k B\ o o
y ) = Py 4 =Dyt 4 (2)1]@—2)% s (j)v<k—g>y§a> |
j=0

Multiplikation dieser Gleichungen mit ay(z) (bei y™ Multiplikation mit 1) und
anschliefende Summation ergibt

Lyl = y1v™ + a1 (2)o™™ D + .. 4 @i ()0 +vLyi] = f(2) .
DaLly]=0 = 310™ +a,_1(x)o™ D+ .. +a(a) = f(z).

Das ist eine lineare DGL (n-1)-ter Ordnung fiir v'.
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Kann man diese DGL allgemein 16sen, und ist v(z) die allgemeine Losung dieser DGL,
soist y(x) = v(z)y1(x) die allgemeine Losung der urspriinglichen linearen DGL n-ter
Ordnung.

Beispiel n =3:
23y — 322y + (62 — %)y + (2% — 6)y = x%e” .
Normalform:

3 6 — 22 2 —6
Y Ly 1 _ Y+ —y = re®
T x x

Alle Koeffizientenfunktionen und die rechte Seite sind stetig in IR\{0}, also existieren
Losungen in (—o0,0) und in (0, c0).

y1(z) =z ist Losung der homogenen DGL.

Der Ansatz y(z) = zv(z) fithrt auf:

y'(z) =v(@) +xv'(2) , y'(x) =20"(2) + 20" (z) , y"(x) = 30" () + 20" (z) |

einsetzen in die DGL:

330" + 20v") — 322 (20" + 2v") + (6x — 23) (v + 2V') + (22 — 6)zv = 2ie” |

sortieren nach v—Ableitungen:

rt" + (323 — 323)v" + (=622 + 622 — )V + (62 — 23 + 23 — 62)v = z%e”

= oW -zt =zt = V-V =¢e" , (z#£0).

Dies ist eine lineare, inhomogene DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

fiir v/. Man kann diese DGL aber auch direkt als lineare DGL 3. Ordnung fiir v 16sen:

homogen:

Charakteristisches Polynom: A3 — A=A\ —-1)= XA —-1)(A+1)=0

= A\ :0,)\2 = 1,)\3 =-1 =

vp(x) = ¢1 + c2e” +cze™® | ¢; € R, ist allgemeine Losung der homogenen DGL,

partikulare Losung:

Ansatz:  vg(x) = axe® (einfache Resonanz) fiihrt auf wvg(z) = gegc

= v(x)=c1 +coe” +ecze” "+ %ex , ¢; € IR, 1ist allgemeine Losung der v—DGL
2

= y(x) =1z + core” + czze T + %em , ¢ € IR,

ist allgemeine Losung der gegebenen DGL in IR.

Beispiel n =2:
Gegeben: Lineare DGL 2. Ordnung in Normalform

y' + @)y +qlx)y = r(z)

mit p,q,r stetig in (a,b).

Sei y; bekannt als Losung der zugehorigen homogenen DGL, also  L[y1] =0 .
Ansatz:  Reduktion der Ordnung

y=vy1 , ¥y =vy+oy; , ¥y =0"y1 +20'y] + oy},
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einsetzen in die DGL:

v"y1 4+ 20"y4 + oyt 4+ p(0'yr +oyr) + quyn =

sortieren nach v-Ableitungen:

y1v” + (241 + py)o" + (W + e+ apo =1

Da Lly1] =0 = oY +pyi +qy1 =0 = der Faktor von v ist gleich 0 .

In Normalform erhalten wir dann die folgende lineare DGL 1. Ordnung fiir v’

" yi(z) ,_ 1)
v+ (2 (@) +p(w)>v e

(falls y1 (x) #£ 0).

Losen wir diese DGL, so erhalten wir fiir die allgemeine Losung der homogenen

DGL (vgl. S.487)

/
/ —/(2& +p) dx —2In |yp| — /p(x) dx
vp(x) =cre hn =ce , also

Sei v()(z) eine partikuldre Losung (kann mit Hilfe der ”Variation der Konstanten”
berechnet werden (vgl. S.487 )), dann gilt

V' (z) = v}, (z) + vj(x) ist die allgemeine Losung der v'—DGL.
Integration ergibt dann die gesuchte Funktion v(x)
= y(x) =v(x)y1(z) ist allgemeine Losung der gegebenen DGL.

Beispiel hierzu

(1—a?)y" —2zy' +2y=2 , y(0)=0

2, 2 2

1—x2y 1—x2y_1—x2
2x

. 2
Fiir p(x) = 12 q(z) = 122 r(z) =

(—1,1) mit 0 € (—1,1).

= ¢ - (Normalform).

.2 gilt:  p,q,r sind stetig in

y1(x) = x ist Losung der homogenen DGL.

Ansatz: y(z) = v(z) -z fihrt auf
1 2z 2

1 2 L !/ — .
v x 1—:1:2)U z(1 — 22)
homogen:

2x
_a _/(_1—952) e ~In(1-2%)_
vh(x)—z2e 2 Co22(1—22)
partikular:
c(x) )]

vy(r) = ———— fiihrt auf c(7) :/M dr = /2:13 dr = 2*

’ $2(1 o 332) $2(117332)
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1
B 1+11 1—|—x> 1 1+x+
I PR R B L Sl I
+x +x
- - 1 —1) 1
= y(z) =zv(x) 02x+cl<xn T +x1n T

= y(x)=cox+ & (:1; In

ist allgemeine Losung in (—1,1) .
y(0)=0 = y(0)=-&+1=0 = &=1,€cR.

In diesem Beispiel ware es einfacher gewesen, zunachst nur die homogene DGL zu
16sen, da man hier sofort eine partikuldre Losung ”sehen” kann, ndmlich yo(z) = 1.

Lineare, homogene DGL 2. Ordnung: Reduktion der Ordnung

y" +px)y +qx)y =0

mit p, q stetig in (a,b) .
Eine Losung y; # 0 sei bekannt, dann fithrt der Ansatz yo(z) = v(x)y1(x) auf

12 yi ('/E) /
v+ (2 (@) + p(x))v =0 (falls y1(x) #0)

_ ) / 1 — / p(zx) dz
mit der Losung v'(z) = e

yi(z)
Damit erhalten wir eine zweite Losung yo mit

Yo () = yl(x)/Q— dx

Y1, Y2 sind linear unabhdngig in (a,b), denn:

W) = det (40 B @hlo) - st @hate)
= (@) (0 (@) (@) + 0@ (@) — 1 (@) (o) = v (@ )

—/p(a:) dx
=e # 0 (da e—Funktion # 0).

Also bilden {y1,y2} ein Fundamentalsystem in (a,b)
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= y(x) = ayi(z) + cay2(x) , ¢ € IR, ist die allgemeine Losung der homogenen
DGL in (a,b).

Beispiel hierzu

2x
12 /
Y l_mgy +

2 . .
1297 0 , (p,q stetigin (—1,1)).

y1(x) = x ist Losung dieser homogenen DGL. Der Ansatz yo(x) = xv(zx) fiihrt auf

2z
v/(x)zie_/_1_$2 dx: ! e_ln(l_ﬁ):; , (z#0)

x? z2 x2(1 — 22)

1 1 1 1 1., 1+

v(z) /xz(l—xz) . /3:2 x+/1—x2 v x+2n1—x
x

= ya(z)=—-1+zln

. ist zweite (von y;(x) = z linear unabhéngige) Losung
—x
in (—1,1) (Die Stelle z = 0 mufl nur fiir den Losungsweg ausgeschlossen werden, o
ist auch Losung an der Stelle z = 0, also in (—1,1)).

Damit erhalten wir die allgemeine Losung

1
—|—$_1> , ¢ € IR.
1—=z

y(z) =1z + ¢ <£L‘ In

. Eulersche DGL

anz™y ™ + ap_12" YY) 4 aiay + agy = f(x)

mit a; € IR konstant, a,, # 0.

Durch die Substitution:

r=e¢ = t=Inz ,fallsx >0, oder

r=—e" = t=In(—x) ,fallsz <0, also allgemein: ¢=1In|z| firz #0,

geht die Eulersche DGL iiber in eine lineare DGL mit konstanten Koeffizienten
fir w(t) =y(zx) .

Denn: y(z) =u(t) =u(ln|z|) , x#0,

Differentiation ergibt:

du dt 1
y'(z) = i dr u'(t)- P zy'(z) = u'(t)
1
YI() =) (1) o = ) = ()~ ()
d /u" —u N Z(UH . u/)
11 _ — _ 3 111 — n 12 /
Yy (x)_da;< = > o = = a2y u Ju” +2u’

@ B d u/// o 3u// + 2u' B u(4) . 3u/// + 2u// B(U/// o 3u// + 2u/)
y - (z) = %( 3 ) - o4 4

= 2ly@ = u@ —6u” 4 11u” — 6u’ |, usw.

T

Es treten also nur noch konstante Koeffizienten fiir die Ableitungen von u auf. Also
miissen in der Eulerschen DGL die Ausdriicke zFy*) durch die folgenden Ausdriicke
ersetzt werden: (¢t = In |x|)
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y(x) = u(t)
/(@) = /()
2y (2) = u’ (t) — /(1)
22y (@) = u" (t) — 3u” (t) + 2u/(t)
ety (z) = ul (1) — 60" (1) + 110" (t) — 6u/(t) , usw

Ist nun eine Eulersche DGL zu losen, so gibt es zwei Moglichkeiten:

a) Durchfiihrung der Substitution ¢ = In|z|: Man ersetzt die Ausdriicke 2%y
durch die obigen Ausdriicke und substituiert die rechte Seite der DGL. Dann 16st man
die lineare DGL mit konstanten Koeffizienten fiir u(¢) und macht anschlieflend die
Substitution wieder riickgangig.

b) Fiir die homogene DGL fiihrt man den Ansatz y(z) = 2 , (A € @), durch
(das entspricht dem Ansatz wu(t) = e fiir die substituierte DGL mit konstanten
Koeffizienten). Dieser Ansatz fiihrt auf das gleiche charakteristische Polynom wie bei
der substituierten DGL. Um eine partikulare Losung zu bestimmen, kann man bei
vielen rechten Seiten einen speziellen Ansatz wéhlen. Falls dies nicht moglich ist, mufl
man ” Variation der Konstanten” durchfiihren.

Beispiele
2y// +xy' + 4y — x2
a) Substitution durchfiihren:

(W' —u)+u +4u=¢e* = u'+4u=e?.
homogen: N +4=0 = M\ o=+2i

= up(t) =cycos2t + cosin2t | ¢; € IR.

partikulire Losung: Ansatz ug(t) = ae?® fiithrt auf

1 1
da+4a=1 = a=g = uo(t):§e2t

1
= u(t) = c1cos2t + cosin 2t + ge% , ¢ € IR,

2
= y(z) =c1cos(2n|z|) + casin(2In|z|) + % , ¢; € IR, ist allgemeine

Losung fiir « # 0.

b) Direkter Ansatz:

homogen: Ansatz y(z) =2 , (A€ Q)

= y/ — )\xk—l , y// — )\()\_ 1)x>\—2 ;

einsetzen ergibt:

AMA=Dar +dr +422 = (V2 +4)2r =0 = N2 +4=0 fira#0

= A=42i = y(z)=2%2 =% = co3(2Inz) £ isin(2Inx) sind komplexe
Losungen fir x > 0
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= yp(z) =crcos(2In|z]) + cosin(2In|z|) , ¢; € R, ist allgemeine (reelle)
Losung der homogenen DGL fiir = # 0.

partikulire Losung: Rechte Seite: f(z) = 22

(132 _ th _ ae2t _ CL{L‘2

Substitution Ansatz, keine Resonanz Substitution riickgangig
2 = yi(x) =2az , yi(x) =2a
1 1
2 2
= a= S = yo(z) = g%

= Ansatz yo(x) = ax

einsetzen = 2ax2 + 2ax2 + 4ax? = 8ax? = x

1
= y(x) = c1cos(2In|z|) + cosin(21n |x|) + §x2 , ¢i € IR, ist allgemeine Losung
fiir x # 0.

22y —xy +y=x , (x>0).
homogen: Ansatz y =z fiihrt auf
AMA=1)=A+1=X-22+1=(A—-1)2=0 = X=1 ist doppelte Nullstelle
= yp(x) =crx+coxrlnz | ¢; € IR, ist allgemeine Losung der homogenen DGL.
Denn:
Bei der substituierten DGL mit konstanten Koeffizienten wéren w;(t) =e' und
uz(t) = te! Fundamentallosungen, also sind hier y;(x) =z und y(z) = zlnz Fun-
damentallésungen.

partikulire Losung: Rechte Seite: f(z) ==
t

x — e — at?e! — a(lnz)’z
Substitution Ansatz, doppelte Resonanz Substitution riickgingig
= Ansatz yo(z) = ax(lnz)? = yi(x)=a((lnz)?+2Inz),
(@) = a(2ma) 4 7Y,
T x .
einsetzen = a[(2(lnm)x+2x)—((lnx)2x+2(1na:)x)+x(1n:c)2 =2ax =2 = a= 3
1
= yo(z) = §x(lnx)2 )

1
y(r) = c1x + coxlnz + §:z:(ln z)? | ¢; € R, ist allgemeine Losung in (0, 00).

Wir werden nun noch zwei Methoden behandeln, mit denen man gewisse lineare DGL
in einfachere lineare DGL (z.B. lineare DGL mit konstanten Koeffizienten oder
Eulersche DGL) umwandeln kann. Bei beiden Methoden miissen die gegebenen DGL
gewisse Bedingungen erfiillen.

Gegeben: Normalform einer linearen DGL 2. Ordnung

y" 4+ p(x)y + q(x)y = r(z)

mit p,q,r stetigin (a,b) und p € Ct(a,b).
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3. Ansatz y(z) =u(z)v(z) mit zwei zu bestimmenden Funktionen u,v.

Gilt

konst
4q(x) — p?(x) — 2p'(z) = konst (bzw. = OHQS >
x

so flihrt der Ansatz y(x) = u(z)v(x) mit

o e—% / p(z) dz

auf die lineare DGL mit konstanten Koeffizienten (bzw. auf die Fulersche DGL) fiir v

" konstv _ r(x) (bzw. 220+
4 u(zx)

Vv =

ko:st xu7(“ C(Cy)c) )

Denn:

y=uw = y =dvv+uw,y’ =u"v+2uv +uv” , einsetzen ergibt:

(u"v 4+ 2u'v" + wv”) 4+ p(u'v + uv’) + quv = r | sortieren nach v—Ableitungen:

w” + (2u' + pu)v' + (v + pu’ + qu)v =1 .

Ist der Faktor von v gleich 0, so erhalten wir ”Reduktion der Ordnung” (vgl. S.499 ).

Ist der Faktor von v gleich 0, also 2u’+pu = 0 mit u # 0, so erhalten wir die lineare
DGL (in Normalform)

1 /

1 U U T
vV A+ | —+p—+qg|jv=—.
U U U

/ / 2
p p p p
Da 24/ =0 = v=—u = vV =-"u—"u=- L
a /j,t —l—p7;b /u 2 2121 U 2u 2u ) 2u+4u )

U P p° p 1 9 , onst ( onst>

= Laplag=-L 0 P Cug-pr—2) = baw. =
+p—+a gt 5 ta=g4a—p"-2p) w zw P

" konstv_r(x) <bzw xQU,,+konstU:xr(x) )

4 u(z) 4 u(z)

>/
—5 [ p(z) dx
Da o =-2u = u(x)=e 2
Beispiel
1
22y + 2y + (2% — Z)y =232 | (x> 0).
Normalform: 7" + ! "+ (1 ! )y = !
STy 4x2y_\/§.
Fi (x) 1 (x) =1 L (x) ! ilt ind stetig in (0, 00) und
ur p(z) = — x)=1——, r(z) = — gilt: r sind stetig in (0,00) un
p — 4 h 7 et pa g in (0,

p € CH0,00).



konst ‘

Priifen, ob 4q — p? — 2p' = konst bzw. =

22
1 1 1
2 r_ 4
4 —p° =2p = —E—P—Q(—ﬁ)—él—konst.
1/ L [1 1
—— [ p(x) dx ——/—dm —Zlnzx 1
u berechnen: u(x)=e 2 —ec 2J T  =¢ 2 =—.
x
4 L
DGL fiir v losen: U"+Zv:@ = ' +v=1.
Vz

homogen: vp(x) = 1 cosx + casinz |

partikuldre Lésung: vo(z) =1

= wv(xr) =cyicosz+ cosinx + 1 ist allgemeine Losung der v—DGL
CcosS T sinx 1

VA AR

= ylz)=a¢ , ¢; € IR, ist allgemeine Losung der gegebenen

DGL in (0, 00).

1
Die homogene DGL 2%y 4 zy/ + (2 — Z)y =0 dieses Beispiels ist eine

1
Besselsche DGL fiir A = 3 (vgl. spéter, S.515 ).

Die Fundamentallosungen
2 sinz 2 cosx

yi(x) = Jija(z) =  z yo(z) = J_y1)2(x) = 4/ = NG

™

heiflen Besselfunktionen fir A = (vgl. spéter).

1
2

. Substitution t=p(x) mit ¢ C?(a,b), ¢ #0 in (a,b).
Die Substitution t = ¢(x) fithrt die lineare DGL 2. Ordnung

y' + @)y +qlx)y = r(z)

(mit p,q,r stetigin (a,b)) iiber in die substituierte DGL fir u(t) = y(z)

" /

+ T

u//+90 l2p§0 ul + q2u: -
¥ ¥

Bei p,q,7, ¢, ¢"” mufl die Substitution x = ¢~1(t) eingesetzt werden.

Denn:

y(@) =ult) =ulp()) = v(@)=vt)}y(@),
y'(z) = u" ()" (x) + v/ (t)¢" (x) ,
einse;czen ergibt:

u "+ +pu' +qu=r = (Normalform)
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" /
+
u” + ¥ / Qp(P u + %

¥ ¥ 2
Diese substituierte DGL ist einfach zu l6sen, falls die neuen Koeffizienten konstant
sind, also falls

(’0// _l_p(’D/

und ——
cq

Wihlen wir also t = p(x) mit

¢ (x) = cq(x) = konst.

0% (z) = cq()

(zB. ¢=1,falls ¢ >0 oder ¢= —1, falls ¢ < 0), und gilt dann:

o+ po
cq

= konst

so fiihrt die Substitution ¢ = @(x) auf die substituierte DGL fiir u(t) = y(z)

)
) L1 reT)
u" + (konst)u’ + - calo 1(0)

Beispiel
1 2
y' + (4o — =)y + 42y =3z, (x> 0).
x
1

Fiir p(z) = 4o — — , g(z) = 42” , r(z) = 3ze”
x

2
x

gilt:  p, q,r sind stetig in (0, 00).
Wihle Substitution: ¢'*(z) =422 | (c=1) = ¢'(z)=20 = t=¢(x)=22.

o+ py’ B 2+ (4z — %)298
cq n 472

Priife: = 2 = konst.

3ze B e _ 3e?
422 4 x4\t
(Substitution auf der rechten Seite einsetzen)

Lése DGL fir u: ' +2u +u =

= v +2u +u= 3¢ :

4Vt
homogen: N2 +2X+1=(A+1)2=0 = )= —1 doppelte Nullstelle,
up(t) = cre™t + cote™? ist allgemeine Losung der homogenen DGL.
partikulare Losung: Variation der Konstanten

e’ te™! —2t —2t —2t
W(t)=det | ~ _, (1—tet) = (I —t)e * +te =",

0 te? 3
Wt, = det e ! — =~ t_zta
1(t, f) = de (%_7; (10—t)e tz 1 1 Vie
e
Wa(t, f) = det _ ot | = —e 72
A R



Wl(t7f _ 9 3/2
T U= /\/_dt t

/W2 tt)f /— dt = t1/2

u(t) = cre™t + cote™t + t3/2e~t ist allgemeine Losung der u—DGL.

Substitution rickgdngig machen:

2

y(z) = cle_‘”2 + cox e~ 4 gle= , ¢; € IR, ist allgemeine Losung der gegebenen

DGL in (0, c0).

Versagen alle bisher behandelten Methoden, so bleibt noch die Moglichkeit, Losungen
mittels eines Potenzrethenansatzes oder eines verallgemeinerten Potenzreihenansatzes
zu bestimmen. Das geht natiirlich nur dann, wenn sich die Losung in eine solche Reihe
entwickeln 1a3t, was wir i.f. annehmem wollen.

. Potenzreihenansatz

Gegeben: Normalform einer linearen DGL 2. Ordnung

y' + @)y +qlx)y = r(z)

Voraussetzung: p,q,r lassen sich um xy = 0 in eine Potenzreihe entwickeln, also:
oo oo o0

x) = anac" , q(x) = Z gnx” , r(x) = Z rpx’ .
= =0 n=0

Alle Reihen seien konvergent_in Ur(0).

Ansatz fir die Losung:  y(x Z anx =
y'(z) = Z NanT Z na,x" ",
n=0 =
(da der erste Summand = 0)
y'(x) = Z n(n —Da,z" 2 = Z n(n —1)a,x"
n=0 n=2

(da die ersten beiden Summanden = 0)

FEinsetzen in die DGL:

?in(n Dayz (Z na,x™” 1) <Z PnT > (2 anx”) <T§) qn$”> _ irnmn
(n—n+2) (n—>n+1) B - =

(Eine Indexverschiebung wird durchgefiihrt, damit iiberall die gleiche x—Potenz auf-
tritt).
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oo oo

Z(n +2)(n+ 1)ap422™ + (Z(n + Dapiz ) (Z Pn > + (i an:v"> <i qnx”>

n=0 n=0

—E rpx’

Multlphkatmn mlttels des Cauchy-Produkts:

oo

Z{(n—i—l)(n—l—Q an+2+z (k+1)aks1pn— k+z G k} = me” Va € Ur(0).

n=0 k=0 n=0
Koeffizientenvergleich:

(n+1)(n+2)ant2 + Z(k +1)ag1Pn—k + Zaan—k =r, ,n=012...
k=0 k=0

Dies ist eine Rekursionsformel zur Berechnung der Koeffizienten a,,.

a) Sind Anfangsbedingungen y(0) = no , y'(0) = n1 gegeben, so gilt wegen des
Ansatzes y(x) = ao+ a1z +ax® +..., y(x) =a; +2ax+ ...,

ap =10, a1 =1

Alle anderen Koeffizienten a,, lassen sich dann mittels der Rekursionsformel berechnen.

b) Ist die allgemeine Losung der DGL gesucht, so kann man ag = ¢; , a3 = ¢y mit
¢; € IR (also beliebig) wéhlen. Dann erhélt man mittels der Rekursionsformel die
anderen Koeflizienten a,, in Abhéngigkeit von ¢, co und damit die allgemeine Losung.

Ist der Koeffizientenvergleich mit der rechten Seite r(x) schwierig oder kann man eine
partikulare Losung auf einfachem Wege erhalten, so ist es besser, zunachst nur die
homogene DGL zu l6sen, also zwei Fundamentallosungen der homogenen DGL zu
bestimmen:

7Zu diesem Zweck wahlt man:

a=1,a1=0 = yl(x):1+a2x2+a3x3+...
ap=0,a =1 = y(x)=x+ax® +azz’+...

y1 und yo sind damit linear unabhéngig in Ur(0), bilden also ein Fundamentalsystem
der homogenen DGL, also ist
yn(z) = cry1(x) + coya(x) , ¢; € IR, die allgemeine Losung der homogenen DGL.

Die Frage, die noch beantwortet werden muf, lautet
Konvergiert die so berechnete Reihe y(x Z anx” in Ur(0) 7 Diese Frage kann

unter den oben gemachten Voraussetzungen mlt ” beantwortet werden, denn es gilt
der folgende Satz:

510



Satz 14.9 :

Sind p, ¢, in Ug(0) in eine Potenzreihe um xy = 0 entwickelbar, so konvergiert die
o

Reihe y(x) = Z anx™  bei beliebiger Wahl von ag, a; in Ur(0).
n=0

Beweis :

Mit Hilfe der Rekursionsformel zeigt man, dafl fiir 0 < o < R gilt:
lanio)o"™? <n+K , (KeR), V/n>N = laylo" <2n VYn> N.
Ist nun |z| < p, so gilt:
lanlll" < = ["¢"an] < 2n|Z|" Vi 2 K.

0 0

o0 oo
x
Da die Reihe E n|—|" konvergiert, konvergiert auch die Reihe y(z) = E anx".
0
n=0 n=0

Bemerkung

o0
a) Sind p,q,r Polynome, so konvergiert die Reihe y(x) = Z a,x™ in ganz IR.

n=0

b) Oft kann man mit Hilfe der Rekursionsformel den Konvergenzradius der Reihe

oo
y(x) = Z anx” direkt bestimmen, denn falls  lim |an+1 | = ¢, so erhélt man fiir
n—oo n
n=
den Konvergenzradius der Losungsreihe:
1
— Lfalls ¢ # 0,00
R=<¢§
0 Lfallsc=o
o Lfalls ¢ = 0.
o0
Denn: Fiir y(z) = Z anx™ erhalt man mit Hilfe des Quotientenkriteriums:
n=0
n+1 1
|2t oSt g S <1 = |z < = falls ¢ # 0, 00.
Apx™ G, c
Beispiele

. Hermitesche DGL

y'—=2xy +Ay=0 , A€ IR fest

Da p(x) = =2z, q(x) =\, r(z) =0 Polynome = die Losungsreihe

oo
y(z) = Z anx’ konvergiert in ganz IR.
n=0

oo [e.¢]
Ansatz. y(z) = Z apz” = y(z)= Z na,z™ ',
n=0 n=0
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o0

y'(z) = Z n(n —1)a,z" "2,

n=2
eg’gzsetzen‘
Z n(n — Dayx" Z 2na,x" + Z Aa,z"
n=2
(n —n+2)
Z(n + 1) (n+2)apo2™ — Z(Qn —Napz" =0,
n=0 n=0
Z{(n +1)(n+2)anio — (2n — )\)an}x” =0.
n=0
Koeffizientenvergleich:
2n — A

Upto = n +T) CE) a, ,n=0,1,2,..., (Rekursionsformel).
Wihle ag =1, a; =0:
= a2n+1—0 Vn>0.

—-A 4— )\ —)\_—A(4—)\)
“@ET e MT R a

8—A —=A(4-)) —)\(4 A)(8—N)
R N )\Z)\86')\ 4'4)\
Vermutung: ag, = — ( I _(27)%;'”( n—4-) , (n>1).
Beweis per Induktion: n=1: ag = _2—')\ (klar).
hntl: a o 2:2n— ) 'a L AA=N) (A1) —4- )

COROED T On s D2+ 2) (2n + 2)! ’
ZAA =N =N ...(4n—4-N) ,
=1- n

= @) 7; (2n)! .
ist eine Fundamentallosung der Hermiteschen DGL.
Wihle ag =0, a; = 1:
= a9, =0 Vn>0.

2-A 6-A 2-A (2—=X)(6—2N)
a3 = —— » a5 = = ;

2-3 4-5 2.3 5!
v 10-XA 2-X)6-X) (2-=X)(6-X)(10-2))

L6 2 N6 - N0 (dn—2— A

Vermutung: —aopi1 = (2= A6 - )((271__‘_ 1))'( n-2-X , (n>1).

(Beweis per Induktion wie oben)

B N (2=N6—=N)10—N)...(d4n—2—X) 5.,
= yg(x)—x+nz::1 @n T 1) x
ist zweite Fundamentallosung der Hermiteschen DGL.

Da p, q,r Polynome =- Die Potenzreihen von y; und ys konvergieren in ganz IR.
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Dies konnte man auch mit Hilfe der Rekursionsformel sehen. Denn es gilt:
. An42 . 2n — A
lim | | = lim |

i | e (n 1)(n+ 2)

zreihen von y; und y3: R = oo.

| =0, also ist der Konvergenzradius der Poten-

Y1, Y2 sind linear unabhéngig in IR (per Wahl der Koeffizienten ag und ay).
Also lautet die allgemeine Losung der Hermiteschen DGL in IR:

y(r) = cry1(x) + coy2(x) , ¢ € IR.

Spezialfall: X =2n , n € INy.
In diesem Spezialfall ist jeweils eine Fundamentallosung ein Polynom, denn dann sind
die Koeffizienten a; ab einer bestimmten Stelle gleich 0:
A=0 = yi(x)=1, A=2 = y(x)=1=z,
A=4 = yi(z)=1-22% , A=6 = yz)=x— 22",
A=8 = y(z)=1-—42?+ 3z* | usw.
Normiert man diese Polynome so, daf} jeweils der hochste Koeffizient gleich 2" ist, so
erhalt man die Hermiteschen Polynome:
Ho(z) =1 , Hi(z) =22 , Hy(x)=42?>—-2 , Hs(z)=8x>— 12z,
Hy(z) = 162* — 4822 + 12 , usw.
Diese Polynome geniigen der folgenden Beziehung:
Hy(z) = (—1)”ew2d—n(e—x2) .
dx™ -

Sie sind orthogonal bzgl. des Skalarprodukts: < f,g >= / e " f(x)g(z) dz,

also gilt -
< H,,H, >= / e_man(x)Hm(x) dr =0 fir n#m.
Beispiel

. Legendresche DGL

(1—2?)y" =22y + XA +1)y=0 , X € IR fest

2¢ ,  AA+1)
TVt Y ’ 0 .

2x AN+
Tz d ale) =S
xo = 0 in Potenzreihen entwickeln mit Konvergenzradius R = 1. Also konvergiert

In Normalform lautet die DGL: 3" —

Die Koeffizientenfunktionen p(x) = — lassen sich um

auch die Losungsreihe y(x Z apx” fir |z| < 1.

Ansatz: y(z) = Z ax” = y(z) = Z na,x" ',
n=0
o0
Z n(n — 1)ayx n-2 ,
n=2
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einsetzen in die gegebene DGL (nicht in die Normalform):

Z n(n — Dap,z" 2 — Z n(n — Da,x"™ — Z 2na,z" + Z AA+ 1Dayz™ =0,
n=2 n=0 n=0 n=0
(n—n+2)
Z(n + 1) (n+ 2)an 2™ — Z{n(n — 1) +2n—- XA+ 1)}anx" ,
n=0 n=0
Z{(n +1)(n+2)anso — (n* +n— A\ — )\)an}x” =0.
n=0
Koeffizientenvergleich:
n?+n—22 -\ (n—=N(n+A+1)
n+2 — n — n > ) k ' ).
42 CESCE) a it D +2) a (n>0), (Rekursionsformel)
Da lim |a 2= lim |(n Jn+ A+ )| =1 = R=1 (Konvergenzradius).
n— oo an, n— oo (7’1, —+ 1)(TL + 2)

Wihle ag =1, a; =0:
= ag+1 =0 Vn2>0.

CAQED 2003 AR ED AR NA DA +3)
2= 1-2 > G4 = 3.4 ' 1.2 - A1 .
Vermutung: — az, = _)\(2_)\)"'(271_2_)‘)((2);1“‘! DA+3)...(A+2n—-1) .

Beweis per Induktion: (analog wie in Beispiel 1.)

A2 =) 2n—2= A+ DA+3) ... (A +2n—1) ,,
= yile)=1-3 (2n)! s
n=1 )
ist eine Fundamentallésung der Legendreschen DGL.

Wahle ap =0, a1 = 1:
= a9, =0 Yn>0.

R CED)
(38— 3)'(?i+4> 1-NA+2)  1=N)E=NA+2)(A+4)

a5 = 1.5 ' 2.3 - 5! '

S A= NB-N @1 N)A+2)(A+4)... (A +2n)
ermutung: Qonpt1 = @n 1)1

(Beweis per Induktion wie oben)

B S (1=NB=A) . 2n—1=NA+2)A+4) ... (A+2n) 5,4
= y2($)—ﬂf+; (2n+1)! !
ist zweite Fundamentallosung der Legendreschen DGL.

Der Konvergenzradius der Potenzreihen von y; und y, ist: R =1 (vgl. oben).

Y1, Y2 sind linear unabhéngig in (—1,1) (per Wahl der Koeffizienten a¢ und aq).
Also lautet die allgemeine Losung der Legendreschen DGL in (—1,1):

y(z) = cryi(x) + coy2(x) , ¢ € IR.
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Spezialfall: N=mn , n € INp.
In diesem Spezialfall ist jeweils eine Fundamentallosung ein Polynom, denn dann sind

die Koeffizienten aj ab einer bestimmten Stelle gleich 0:

A=0 = yi(x)=1, A=1 = ypx)==x,

A=2 = yi(z)=1-322 , A=3 = yp(z)=z-3z%,

A=4 = y(x) = 1—10x2—1—%—5x4 , USW.

Normiert man diese Polynome so, dafl sie an der Stelle x = 1 gleich 1 sind, so erhalt
man die Legendreschen Polynome: (vgl. S.327 )

LO(I) =1, Ll(’r> =T LQ(Q") = %(3332 - 1) ) Lg(l‘) = %(51.3 - 31‘) )

Ly(z) = £(35z* — 3022 + 3) , usw.

Diese Polynome sind orthogonal bzgl. des Skalarprodukts:
1

< f,g >:/ f(x)g(x) de  (vgl. 5.325).
—1

. Verallgemeinerter Potenzreihenansatz

Lassen sich die Koeffizientenfunktionen p, ¢ oder die rechte Seite r der Normalform
einer linearen DGL nicht in Potenzreihen um xy = 0 entwickeln, so kann man fiir die
gesuchte Losung einen verallgemeinerten Potenzreihenansatz versuchen:

o [o.@]
y@) = > ana" T =20) ana" a0, 0€ R
n=0 n=0

Beispiel
Besselsche DGL

22y’ +xy + (22 - XN)y=0 , (A>0 fest) , x>0

1 A2
In Normalform lautet die Besselsche DGL: y” + Ey' +(1- P)y =0.

1 2
Die Koeffizientenfunktionen p(z) = — und g(z) = 1 — — besitzen bei z = 0 eine
x

x
Singularitdt, lassen sich also nicht um zg = 0 in Potenzreihen entwickeln. Man sagt
auch:  Die DGL ist singular bei x = 0.

Wir versuchen deshalb einen wverallgemeinerten Potenzreihenansatz:

y(x) = apz™C  y(x) =Y (n+o)ana" e,
n=0 n=0
y'(z) = Z(n +0)(n+o—ayz"te 2,
n=0

Finsetzen in die gegebene DGL (nicht in die Normalform):
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oo

> (n+o)(nto—1ana" 0+ (n+0)anz™ 0+ ana™ =" Na,a" e =0,

n=0 n=0 n=0 n=0
(n—n-—2)
00

Z{(n +o)(n+o—1)+(n+0) — Az}an:p”” + Z o™ =0
n=0 n=2

>_{ 00 = N fanam e+ 3 an e < 0.

n=0 n=2

Koeffizientenvergleich:

n=0: (0*—A)ag=0 = p==\ (daag # 0 nach Voraussetzung),
n=1: ((e+1)*=X)a; =0,

n>2: ((n+0)?*—=X)a, =—a, 2 .

Fiir p = ) folgt aus der Gleichung fiir n = 1:

(EX+1)?2 = Aa; = (£20+ 1)a; =0 = a1 =0 fir A# 5.

Fir A\ = % = 0-a;1 =0 = a; beliebig; in diesem Fall wahlen wir a; = 0.

Also haben wir insgesamt: aq = 0.

1.Fall: o=\
Firn>2 = ((n+AN?=X)a,=—-a,2 = 0*+2n\a,=—a,_2 =
ap, = —% (Rekursionsformel).
Daa =0 = a2n+1:0 Vn>0.
ao a
az = — - - )
22+ 20 41+ N

oy — — 1 —ao . ap

T4 2N 404N 220+ N2+ N
e = — 1 ao . —ap

T 66420 4220+ N)2+N) 43231+ N2+N)B+A)

(=1)"ao

t : n — .
Vermutung: —az Al (T + N2+ N) ... (n+ N

Beweis per Induktion:

J— . ao
n=1: ag= TEES)) (klar).
n—mn+1:
. B 1 (—1)"ao
POFD T T+ 1) 2+ 1) Al (A2 +N) . (A
(1) ay

T A DI NC N (1N
Also gilt:

B (—1)”@ 2n
y1(z) = apa? +; 4rp! (1 +A)(2+>\§~-(n+)\>x -

ist eine Fundamentallésung der Besselschen DGL.
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Da fiir die I'-Funktion gilt (vgl. S.221 )
F'A+n+1)= (1+A)(2+>\) (n+NIA+1) =

y1(z) = aox +222”n'F)\+n+1)x .
1
Wahlen wir ag = m , so erhalten wir

0 (_1)71 T\ 2n+A
(@) = Ji(z) = ; A T(n+ A+ 1) (3)

2.Fall: 0= —\
Dieser Fall fithrt fiir A € INy analog auf

yo(z) = Jox(x) = Z n'F<(—1)n <g)2nk AE DN
n=0

n—A+1)

Jy und J_) heiflen Besselfunktionen.

Jy ist konvergent in IR, J_y ,(\ & No), ist konvergent in IR\{0}.
Jy ist fiir £ — 0 beschrankt, J_y , (A & Ny), ist fiir z — 0 unbeschrénkt.
Jx und J_y sind fiir A ¢ INy linear unabhdngig in IR\{0}.

Denn:

Ja(z) = <§>A9A(x) mit gx(z) = g:o n!F(E"L_i):+ ) <g>2n und

T-a@) = @)_Ah“x) mit ha(z) = g) n!F(S”L_—l):—F 1) (g)% '

gx und hy sind Potenzreihen mit Konvergenzradius R = o0, denn aus der Rekur-
— | =0.

Also gilt fir A > 0: Die Relhe von Jy(x) konvergiert in IR, die Reihe von J_,(x)
konvergiert in IR\{0}. Es gilt:

. [ g0)=1 fallsA=0
T, Ia(x) =1 falls A > 0,
also ist Jy(x) beschrénkt fir x — 0.

J_x() ist wegen des Vorfaktors (z/2)~* unbeschrinkt fiir x — 0 (falls A > 0).
Hieraus folgt sofort, dafl Jy(x) und J_x(x) (fiir A ¢ INp) in IR\{0} linear unabhéngig
sind.

sionsformel folgt:

Also lautet die allgemeine Losung der Besselschen DGL fur A &€ INy:
y(r) = crJa(x) + cad_x(x) , ¢ € R.
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Fir A = 1/2 haben wir die Losung bereits frither mit einer anderen Methode bes-
timmt (vgl. S.506/507 ). Es gilt:

2 sinx 2 coszx
Jijo(z) = \/;; Tz J_1/2(x) = x/;; Jz

2
Der Faktor \/j tritt auf, da 111%1Jr \/EJ,l/Q(x) =
T xr—

Spezialfall: X\ =n € INy
Dann erhalten wir

Jn(:c)_kz_()klr( +k+1)(2) . Da T(n+k+1)=(n+k) ist, folgt:

= (—1)F \ 2k+n
In(@) = kZ K (n+ k)| (5)

=0

ist eine Losung der Besselschen DGL fir A =n € INg (Besselfunktion Jy,).

Der zweite Wert von o: ¢ = —n ergibt in diesem Fall keine Losung, denn:

Nach der Rekursionsformel fiir k > 2 gilt:  ((k —n)? — n?)ap = —ay_2

= (k* —2nk)ar = —ar_2 = k(k—2n)ay = —ap_s.

Firk=2n = a,-2=0 = ar4=0 = ... = ao9=0 (folgt jeweils aus
der Rekursionsformel) = Widerspruch zu ay # 0.

Setzen wir J_,(z) = ){im J_x(z) , so erhdlt man eine von J, abhdngige Losung.

Deshalb benutzt man die Losung N, (x) mit

Ny (z) = lim Ix(z) cos At — J_x(x)

A—n sin A7

N,, ist eine von J,, linear unabhangige Losung der Besselschen DGL fir A = n € INj.
N,, heit Neumannfunktion.

Alsoist y(z) = c1Jn () +caNy(z) , ¢; € R, die allgemeine Losung der Besselschen
DGL fiir A =n € INy.

Nach der Regel von de I’'Hospital folgt aus der Definition von N, (x):

Mol = 1 fim (P57 - M)

Da die Bessel- und Neumann-Funktionen fiir die Anwendung sehr wichtig sind, wollen
wir noch einige wichtige Eigenschaften herleiten oder zitieren:
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Weitere Eigenschaften der Bessel- und Neumann-Funktionen

= (=1)k I\ 2k+n
Iul@) = kZ:O K (n + k). (5)

@) @) ramrm G

Also gilt:
Jo(0) =1, J,(0)=0, fallsn > 1.
1
J0)=0 , J(0)= 3 J(0) =0, falls n > 2.

Integraldarstellung:  (vgl. Ubungsaufgabe 80.)

In(z) = %/0 cos(zsint —nt) dt , n € INy
11 Jo(x)
71(x)
J2(x) J3(x)
1

Bessel-Funktionen

Berechnung der Funktionswerte:

Fiir kleine |z| kann zur Berechnung der Funktionswerte die Potenzreihe benutzt wer-
den. Fiir groflere |z| berechnet man die Funktionswerte besser mit Hilfe der Integral-
darstellung, indem man das Integral mit Hilfe einer numerischen Integrationsformel
(z.B. Simpson-Formel) ndherungsweise berechnet.

Ohne Beweis mochte ich noch die folgenden Eigenschaften zitieren:

Rekursionsformeln:  Fir A >0, x>0 gilt:

a) J,\+1(x) = %J)&QL‘) — J)\_l(:L’) .

b) Srea(®) = DAa@) (@) . h) = )
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Orthogonalitatseigenschaft:

Sind «q,ay zwei Nullstellen von J,(x) mit a; # g, so gilt:

a) /0 zdp(arz)Jp(az) de =0 .

1
1
b) /aan(alx)Jn(alx) de'=§J7/12(Oq) (Normierung).
0

Weitere Eigenschaften siehe Literatur, z.B.: Abramowitz-Stegun: Handbook of Math-
ematical Functions.

Die Neumann-Funktion N,, ist unbeschrankt fir x — 0.
Es gilt: J;li% | Ny (2)] = 00 .
Denn: Nach ” Reduktion der Ordnung’ gilt:
_ / LN
e x 1

Ny, (z) = an(ac)/J2—(x) dx = an(x)/m dx .

Mit J,(z) =apz™+... = firz—0:
1 ¢lnjz| Lfallsn=0
N () ~ e /W do = in falls n >0

= lir% IN,(z)| =00 = N, ist unbeschrdinkt fir x — 0.

Da J,, beschrankt und N,, unbeschrankt fir x — 0 = J, und N,, sind linear
unabhdngig in (0, c0)

=  yp(z) = arJn(x) + caNp(z) , ¢ € IR, ist allgemeine Losung der Besselschen
DGL (fir A =n € INy) in (0, 00).

yn(z) = cJn(x) , c € IR, ist allgemeine, fiir x — 0 beschrdnkte Losung der Besselschen
DGL (fiir A =n € INp) in (0, 00).

Modifizierte Besselsche DGL

2?y" +ay' + (0®2® —n®)y =0 , (@ >0, ne Ny

Die Substitution ¢ = ax fithrt fiir u(t) = y(z) auf:
y(z) =ult) =ulaz) = 9 (x)=ad'(t) , y'(z) =2 (t),
einsetzen erqgibt:

Q2% (t) + azu/ (t) + (22 —n?)u(t) =0 =

t2u” (t) +tu'(t) + (2 — n?)u(t) =0 (Besselsche DGL)

= u(t) =c1Jn(t) + 2Ny (t) , ¢ € IR, ist allgemeine Losung

= y(x) = aJp(ax) + caNp(ax) , ¢; € IR, ist allgemeine Losung der modifizierten
Besselschen DGL. (y beschrankt fir x — 0 = y(z)=cJy(az) , c € IR).
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Randwertaufgaben, Eigenwertaufgaben
Bisher waren meistens die DGL mit zusétzlichen Anfangsbedingungen gegeben, z.B.:
y'+y=z , y(0)=0, ¢y (0) =1 (Anfangswertaufgabe (AWA)).

In der Anwendung kommen aber auch DGL mit zusétzlichen Randbedingungen (Rand-
wertaufgaben (RWA)) vor, z.B.: Schwingungsgleichung eines eingespannten Balkens:

y'+wly=[f(x) , (0<z <),
y(0) =0, y(l) =0 (Randbedingungen). ()*—1

Bei RWA koénnen je nach Randbedingungen folgende Falle auftreten:
Es existieren a) keine Losung , b) genau eine Losung , c¢) mehrere Losungen.

Bei der Berechnung der Losung einer RWA geht man folgendermafien vor:
a) Bestimmung der allgemeinen Lésung der DGL
b) Einsetzen der Randbedingungen in die allgemeine Lisung.
Beispiele
y'+y=0,y0)=0, y(m)=1.
Allgemeine Losung der DGL:  y(x) = ¢jcosx + cosinz .

y0)=0 = =0 , y(n)=cesinmt=0#1 = es existiert keine Losung.

y'+y=0, y(0)=y(r)=0.
Allgemeine Losung der DGL:  y(x) = ¢ cosx + cosinz .
y0)=0 = =0 , yn)=cesint=0 = c€R
= y(x) =csinz , c € IR, ist allgemeine Losung der RWA.

Definition 14.10 :  Homogene Randbedingungen

Randbedingungen einer RWA mit einer linearen DGL n—ter Ordnung in [a, b] heiflen
linear homogen, wenn sie von der Form sind:

n—1

Ulyl = Z <aky(k)(a) + bky(k)(b)> =0 mit ag, by € IR.
k=0
Bemerkung

Eine RWA mit linearer homogener DGL und linearen homogenen Randbedingungen
besitzt immer mindestens eine Losung, ndmlich die triviale Losung y(x) = 0.

Also interessieren wir uns bei einer solchen linearen homogenen RWA nur noch dafiir,
ob auch nichttriviale Losungen existieren.

Beispiel
v+ Xy=0, (0<xz<1), (A>0, fest),
y(0) —y(1)=0 , ¥'(0)—y'(1) =0 (Randbedingungen).

Allgemeine Losung der DGL:  y(x) = ¢1 cos Ax + cosin Az .
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y(0) —y(l) =c1 —c1cos A —cosin A =0,
y'(0) —y'(1) = Aca + Aegsin A — Aeg cos A = 0
N (1—005)\ —sin A )(cl)_(O)

Asin A A(1—cos ) ca)  \0)°
Dieses lineare GLS ist nur dann nichttrivial 16sbar (und damit y # 0) < Koeffizien-
tendeterminante = 0, also
det (1)\_81(;?;)\ )\(1__81?02 )\)) = A((1 = cos \)? 4 sin? \) = 2X\(1 —cos A) =0
& cosA=1loder \=0 & AX=2n7 , (neN) (da X>0).
In diesem Fall (A = 2nm) gilt

0 O Cl = 0 . .
<U 0) <02) - (0) = c1,c3 € IR beliebig

= y(x) = c1 cos(2nmx) + cosin(2nwx) , ¢; € IR, ist allgemeine Losung der RWA fiir
Ap=2nm, n€IN.

Dieses Beispiel, das wir gerade behandelt haben, ist ein Beispiel fiir eine Eigenwer-
taufgabe (EWA):

Definition 14.11 :  FEigenwertaufgabe (EWA)

Gegeben sei eine lineare homogene DGL, die von einem Parameter A abhangt.
Zusatzlich seien lineare homogene Randbedingungen gegeben.

Eine solche lineare homogene RWA heifit Figenwertaufgabe.

A heifit Eigenwert (EW), wenn eine nichttriviale Lisung der RWA existiert.
Jede solche nichttriviale Losung heifit Figenfunktion (EF) zum EW .

Beispiel

v +dy=0 , (0<x<1l, >0 fest)
y(0) =y(l)=0 , Ae R

Lésung der DGL: Der Ansatz y = e#* fiihrt auf die charakteristische Gleichung
pr4+A=0 = p=-X.

Fallunterscheidunyg:

1.Fall: A<0 = p==xv-A

= y(x) = c1eV A 4 e VAT

Randbedingungen einsetzen:

y0)=c1+c2=0 = cx=—-1

= y(x)=c(eV " — e VAT) = 26 sinh(vV—Az) .

y(l) = 2¢1 sinh(vV—=Al) =0 = ¢; =0 (da sinh(y/—Al) # 0 fiir [ > 0)

= c=c=0 = y(r)=0 = RWA ist nur trivial l6sbar.

2.Fall: A=0 = u =0 doppelte Nullstelle
= ylx)=c +cx.

Randbedingungen einsetzen:
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y0)=c1 =0, y()=cl=0 = c1=c=0 = yx)=0 = RWA ist nur
trivial 1osbar.

3.Fall: A\>0 = p==4iVA

= y(z) = c1 cos VAz + cosin vz .

Randbedingungen einsetzen:

y(0)=c1 =0 , y()=cysinv/A =0 = VAN =nr ,necIN (sonstnur trivial
losbar) = Die EW der EWA sind

e () nen

Die zugehorigen Eigenfunktionen (EF) lauten:

nm
yn(x):cnsinT:E s CnER, ’)’LGW

In allen anderen Fallen ist die RWA nur trivial 16sbar, also sind dies die einzigen EW
und EF der EWA.

DGL-Systeme 1. Ordnung

Gegeben: Ein DGL-System 1. Ordnung
yll = fl(x?yhyQ?"'vyn)
yé = f2(x7y17y27 s 7yn)

y1/1, = fn(x7y1;y2a v 7yn)
mit den Anfangsbedingungen: — y1(§) =m , y2(§) =n2, .., Yn(§) =M

mitfi:ICBnJrl_)ZZ%stetiginI:{(gi) ca<z<b, ngDCR”} und
Y
fE[CL,b], (7717"'77771)T€D'

Gesucht: Funktionen yi,ys, ..., Yn, die auf einer Umgebung U (&) C [a, b] dem System
der n DGL 1. Ordnung und den Anfangsbedingungen gentigen.

(7 fi m

In Vektorschreibweise erhalten wir mit = [ , =

yTL f n nn

—

g/:f($7g) s g(f):ﬁ

An dieser Schreibweise erkennt man, dafl bei der Behandlung von DGL-Systemen
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1. Ordnung fast alles analog verlduft wie bei einfachen DGL 1. Ordnung (vgl.
S.479 ff ). Auch bei DGL-Systemen werden wir - unter gewissen Voraussetzungen -
einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz (bei zusétzlichen Anfangsbedingungen) zeigen
konnen. Dabei ist auch hier die Lipschitzbedingung eine wesentliche Voraussetzung:

Definition 14.12 :  Lipschitzbedingung

Sei f:I C IR"™ — IR. f geniigt in I einer Lipschitzbedingung bzg. y1,vy2, ..., Yn
n
& M >0mit [f(z, 1, yn) — F@ G0 Gn) <MY |y — G

i—1
fiir alle (z,y1,...,yn)" , (2, 91,...,9n)% € 1.

Satz 14.13 :
Sei f: I c R — IR. Sind in I die partiellen Ableitungen gf

, (1 <i<n), stetig

K3

und beschrdnkt, so gentigt f in I einer Lipschitzbedingung bzg. y1,vy2, ..., Yn-

Beweis :

Aus dem Mittelwertsatz fiir Funktionen von mehreren Variablen folgt:
|f(x7y17' .- 7y7’b) - f(xagla' .- 7@“)'

mn 8 . R ~ ~ . n .
= Iza—j(w,yl 6y = G1)s B+ 0y — ) (i — G| <MD |y — 3l -
i=1 7" i=1
(0<d<1)

Beispiel
f(xa Y1,Y2, .- 7yn) - &1(x)y1 + a2(x)y2 +...+ (In(ﬂf)yn + b(ﬂf) mit
a;,b: o, 8] C IR — IR stetig, also f linearin yq,...,yn .
of
= la;(x)| < max |a;(x Vi<i<n
3y¢| |ai(z)] xe[aﬁ]| ()]
/ sind in [ = {({) czr€la,f, ye ]R”} stetig und beschrankt

dy; Y
= f geniigt in I einer Lipschitzbedingung bzg. y1,vy2, ..., Yn.

Dann gilt: |

=

Genau wie bei einfachen DGL 1. Ordnung (vgl. S.481 ) gibt es auch fiir DGL-Systeme

g' = f(x,9) mit g(§) =17
einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz.

Fiir diesen Existenz- und Eindeutigkeitssatz benutzen wir wieder die Vektoren
Y1 fi m

—

yn fn nn
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Satz 14.14 :  FExistenz- und Eindeutigkeitssatz

—

Gegeben:  y' = f(z,y) , (&) =1

Die Funktionen f; : I C IR"*!' — IR seien in

I = {({) e —¢ <a,ly—m| <p, (1<i< n)} stetig und geniigen in
I einer %ipschitzbedmgung bzg. y1,Y2, ...\ Yn.
Sei K = 1I£iagxn{mjax |fi(xz,9)|} und 0 = min{e, E}

Dann existiert in Us(§) = {z € R : |z — & < d} genau ein Lisungssystem

—

Y1,-.-,Yn des gegebenen DGL-Systems ¢’ = f(z,¥) mit den Anfangsbedingungen
y1(&) =, y2(8) =2, -+, yn(&) = -

Beweis :

Der Beweis verlauft analog zum Beweis des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes von
Picard-Lindel6f bei einer einfachen DGL 1. Ordnung (vgl. S.481 ).
Das folgende System von Integralgleichungen

yi(m:m+/;fi<t,y1<t>,...,yn<t>> dt . (1<i<n)

ist dquivalent zu dem gegebenen DGL-System mit Anfangsbedingungen.
Y1
Man konstruiert nun eine Folge von Funktionen ¢ = mit

Yk.n
x
Yo =17 und @(r) = ﬁ+/ f(t,yr—1(t)) dt (koordinatenweise integrieren).
3

Dann zeigt man wieder die gleichméfiige Konvergenz ¢, — 4 in Us(§).
Von i wird dann gezeigt, dafl es Losung des DGL-Systems mit #(§) = 7 ist, und dafl
es einzige Losung dieser Art ist.

Lineare DGL-Syteme 1. Ordnung

Gegeben:

yvi(z) = a1 (@)yr + ... + arn()yn + b1 ()

y%(m) = ap1(T)y1 + . - .+ Qi (T)Yn + bp ()
mit y1(§) =m1,-- -, yn(§) =, € [a,b], i € R

Die Funktionen a;j,b; : [a,b] — IR seien alle stetig in [a, b].

In diesem Fall ist Satz 14.14 anwendbar (fiir # = c0), denn die Lipschitzbedingung ist
bzg. y1,...,y, erfillt (vgl. Beispiel S.524 ). Also gilt der folgende Satz:
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Satz 14.15 :  Emistenz- und Findeutigkeitssatz fur lineare DGL-Systeme

Sind alle Koeffizientenfunktionen a;; und die Funktionen b; (der rechten Seite) stetig
in [a,b] mit € € (a,b), so besitzt das lineare DGL-System in (a,b) genau ein Losungs-
system Y1,y ..., Yo mit y1(§) =1, ..., Yn(§) = Nn-

Wir stellen nun einen Zusammenhang her zwischen einer gewéhnlichen DGL n—ter
Ordnung und einem DGL-System (mit n Gleichungen):

Zusammenhang zwischen DGL n—ter Ordnung und DGL-System

I) DGL n—ter Ordnung:
y™ = fz,yy' .y D) mit y(€) = m,y' () =2,y TI(E) = -
IT) DGL-System 1. Ordnung (mit n Gleichungen):

?/1 = Y2
?Jé = Y3
Yn—1 = Yn

y;L = f(xaylay%"'ayn)
mit y1 (&) = 01, y2(&) =02, -, Yn(§) = N -

Es gilt: I) und II) sind dquivalent.

Denn: Fiihren wir die folgenden neuen Funktionen ein:

=y, n=y,u=y", ., yp=y"
so gilt:  y1,v2,...,ys ist Losungssystem von II) <y ist Losung von I).
Beispiel

y' =3y +2y =2, y(0)=0, y'(0) =-2.

Setzen wir y; =vy , y2 =% , so erhalten wir das DGL-System 1. Ordnung
YL = Y2

Yy = =21 + 3y +

mit y1(0) =0, y2(0) = -2

Wie in diesem Beispiel geht allgemein eine lineare DGL n—ter Ordnung tiber in ein
lineares DGL-System 1. Ordnung. Also folgt aus Satz 14.15 sofort die Existenz- und
Eindeutigkeit der Losung einer linearen DGL n—ter Ordnung mit Anfangsbedingun-
gen (vgl. Satz 7.5, S.234 ), falls die Koeffizientenfunktionen und die rechte Seite stetig
in [a, b sind.

Sei also y™ +a,_1(x)y "V +.. . +ai(x)y +ao(z)y = f(x) eine lineare DGL n—ter
Ordnung, dann gilt der folgende Existenz- und Eindeutigkeitssatz:
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Satz 14.16 :  Emistenz- und Eindeutigkeitssatz fiur lineare DGL

Sei y™ + a,_1(2)y Y + .. Far(x)y + ao(z)y = f(x)
eine lineare DGL n—ter Ordnung mit den Anfangsbedingungen

y(€) = m,y (&) =n2s -,y (E) = N
Sind alle Koeffizientenfunktionen a; und die rechte Seite f stetig in [a,b] mit £ € (a,b),
so ist die Anfangswertaufgabe (AWA) eindeutig l6sbar in (a,b).

Wir wollen uns nun wieder mit linearen DGL-Systemen 1. Ordnung befassen. In
Vektorschreibweise sieht ein solches lineares DGL-System folgendermafien aus

7 = A(2)g+ H(z)
Y1 an(x) ... aip(z) by (x)
mitg=| ;| A@=| : . | Ho=|

Yn ap1(x) ... app(z) by ()
A(z) ist die Koeffizientenmatrix und b(zx) die rechte Seite des linearen DGL-Systems.

Das lineare DGL-System heif3t homogen, wenn l;(a:) = 0, sonst inhomogen. Alle Funk-
tionen a;; und b; seien stetig in (a,b).

Aus dem Zusammenhang zwischen linearem DGL-System 1. Ordnung und linearer
DGL n—ter Ordnung folgen nun sofort folgende Aussagen:

Satz 14.17 :

a) Die allgemeine Losung des linearen DGL-Systems y' = A(z)y + Z;(x) (mit n
Gleichungen) setzt sich zusammen aus der allgemeinen Losung g}, des zugehorigen
homogenen Systems und einer partikuldren Losung ¢y des inhomogenen Systems, also

Y= Yn+ Yo-
b) Seien 1,9, ...,Yn n linear unabhdngige Lisungen des homogenen Systems

n (a,b) (also {¥1,%2,...,Un} ein Fundamentalsystem), so lautet die allgemeine
Losung des homogenen DGL-Systems in (a,b) :

Un(x) = a1t (z) + otz (x) + ... + cntn(x) , ¢ € IR.

¢) n Losungen i1, 4, .. ., ¥, des homogenen DGL-Systems sind linear unabhdingig in
(a,b), wenn die Wronsky-Determinante W (x) = det (371(:/1:), Yo (), ..oy Un (:C)) # 0 fur
ein xg € (a,b) ist. In diesem Fall ist W(z) #0 Vz € (a,b).

d) Fiir die Wronski-Determinante gilt: W (x) = W (xg)e” *° i=1 .

e) Bilden die n Losungen ¥, ¥, . . . , ¥, des homogenen DGL-Systems ein Fundamen-
talsystem, so ist ( Variation der Konstanten)

—»

-3t [
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eine partikulare Losung des inhomogenen DGL-Systems. Hierbei ist

-

Wi(2,5) = det (@), .., Gi1 (@), B(@), G (@), - Gn(2)).

Beweis :

Die Beweise zu diesen Aussagen verlaufen alle analog zu den Beweisen der entsprechen-
den Aussagen bei linearen DGL n—ter Ordnung.

Beispiel
Yy =3y1 —yo +€”
yh =4y —2ys + e

oder in Vektorschreibweise ¢’ (i :;) v+ ( ¢ ) .

T

homogen:  Elimination (Entkopplung)

Auflésung der 1. Gleichung (homogen) nach ys:

Yi=3y1 -y = w=3yi-y = y=3y v,

einsetzen in 2. Gleichung:

Byt — il =4y =206y —y1) = v Y — 2531 =0

= M -XA—2=(A+1)(A—2) =0 (charakteristisches Polynom)
= M=—1X=2 = y(x)=ce ®+ce** , ¢ <R
Einsetzen in yo = 3y; — y1:

Yo () = 3c1e™ + 3c2e?® + cre™% — 2cpe?”

= ya(x) =4cre™ +ce®® | ¢; € R.

1 1
= Uh(z) =01 (4) e "+ o (1> e®® | ¢ € IR, ist allgemeine Losung des homogenen
DGL-Systems.

1 1
{gl (x) = (4) e " olx) = (1) eQm} bilden ein Fundamentalsystem in IR.

—x 821:

e . :
Denn: W(x) = det (4e_‘” eQw) =—-3e"#0 in R

= U1, Yo sind linear unabhangig in IR.
partikulare Losung:  Variation der Konstanten

5 x 2x
Wl(x,b):det< ¢ sz) =e3" — % |

e—cc

Wl(m’g) 1/ 2 1/ 2 1
d —— *d = [ dx = L
Cl(x) W(fl}) 3 € x + 3 €T 66 -+ Sx’
b 1 4 1 4
1= [ AED oo L o d oo b



6 3 4 9 3
- = (32 (B ()

ist partikulare Losung.
Damit lautet die allgemeine Losung des inhomogenen DGL-Systems:

ylz) = e (D ™" + ¢ G)e% + (__3;2) e + (G?g) + Gg) x)e_‘” , i eR,

oder koordinatenweise:

= Yo(x) = <—le“’ + lxe_’”) (1) + <1e—’” — ée"lﬁ) <1

3 1 1
y1(z) = cre™" + coe®* — iew + <§1—|— 54%)6_5” ,
Yo () = 4cre™ 4 cpe®® — 2e% + <§ + ga:)e_’” )

Dieses Ergebnis héatte man viel einfacher erhalten konnen, wenn man sofort bei der
Elimination die rechte Seite mit berticksichtigt hatte.

Eine partikuldre Losung hatte man auch einfacher mit Hilfe eines speziellen Ansatzes
erhalten konnen. Dazu mufl man zunachst die rechte Seite aufspalten:

b(z) = <(1)) e® + (g) e .

1
Ansatz fur 0 e’

Yo1(z) = de® mit a e IR? (keine Resonanz).
Einsetzen ergibt:

1 —1
ae” = Ade” + (O)Gx = (A-E)d= ( 0 ) , also

2 -1 | -1 2 -1 | -1 1 3
(4 -3 ‘ 0) (o —1 ‘ 2) - =2, a=g(-l=2) =3

= Joa(x) = <_3/ 2>ex |

—2
. (0) _,
Ansatz fir (1>e :
Yoo(z) = (@ + br)e™® mit @b € R?  (einfache Resonanz, da A = —1 einfache

Nullstelle des charakteristischen Polynoms).

FEinsetzen ergibt:

- 0

(b—a@—bx)e ™ = A(@+ bx)e™® + (l)e_x = (Koeffizientenvergleich)

4 -1 bpy (O B - - (1
<4 _1) (b2)—(0> = bhh=a,b=4a, a€eR = b—oz(4> , a € IR,
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4 1 a\ [a-0 N 4 -1 o N 4 -1 «
4 —1)\a) " \da—1 4 -1 | 4a-—1 0 0 | 3a-1
= nur losbar fiir ozz1

(3 o ‘ 1/3) = w =0, a=-1/3+45, B R,
setzenerﬁ—l/g = a (1;3) 5: (leég)
N 1/9 e
y02 1/9

/3
4/3
o (AL

ist partikuldre Losung (vgl. S.529 )

Wir wollen uns nun mit dem Problem beschéftigen, ein Fundamentalsystem eines
linearen homogenen DGL-Systems 1. Ordnung zu bestimmen, wenn alle Koeffizien-
tenfunktionen a;;(x) konstant sind, also die Koeffizientenmatrix A konstant (also un-
abhéngig von x) ist.

Lineares homogenes DGL-System 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Gegeben:

wobei A eine (n,n)—Matrix reeller Zahlen ist.
Ansatz  j(x) = | ce @, A .
Einsetzen ergibt: \ée® = Ace® = (da e’ #0)

Ac= )¢

Das ist die Figenwertgleichung fiir die Matrix A.

Also ist §(z) = ée* genau dann Losung des linearen homogenen DGL-Systems
= Ay , wenn \ Figenwert (EW) und ¢ zugehoériger Eigenvektor (EV) der Koef-
fizientenmatrix A ist.

Es gilt:

a) Da Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhéngig sind, sind auch
die Losungen 7;(x) = ;e linear unabhdngig in IR.

b) Hat also A n verschiedene reelle EW, so hat man damit ein Fundamentalsystem
gefunden.

c) Ist ein EW X\ komplex mit zugehorigem komplexem EV ¢, so gilt:

mit A € € ist auch X EW von A mit zugehérigem EV ¢, und ée** und 2™ sind
zwei komplexe Losungen. Da Realteil und Imagindrteil einer komplexen Losung reelle
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Losungen des linearen homogenen DGL-Systems sind, erhalt man hieraus zwei linear
unabhangige reelle Losungen:

Re(ée*) und Im(

d) Ist A ein [—facher EW von A mit weniger als [ vielen linear unabhéngigen EV
(also dim ERy < [), dann sind folgende Funktionen Losungen:

1 ()

—

= C1¢€

Az

mit (A—AE)& =0, #0

!

mit (A—AE)EQZ 1 ,527&6

mit (A—AE)és =2, , &3 #0

372(117) = (51117 + 52)6)\m
2

— — € — —
y3(x) = (015 + Gox + 03)e>‘$

o

Uusw.

(jeweils so viele Funktionen, dafl man insgesamt zum [—fachen EW A [ linear un-
abhingige Losungen erhilt).

& # 0 ist EV zum EW \ (Hauptvektor der Ordnung 1),
Co # 0 ist Hauptvektor der Ordnung 2 zum EW X |

¢s # 0 ist Hauptvektor der Ordnung 3 zum EW X\ |

usw.

Denn:
2

— — xr — —
g3 () = (Grgy + S+ Cs)eM

) 2
= (@) = (Fi + & + A 5 + Apr + AG)e
Finsetzen ergibt: '
Afs(z) = (Aa% + Adyx + Ads)er

o 2!
- ()‘Elx_ + (A& + )z + (A5 + 52))€>‘x =y3'(z) = i ist Losung von i’ = Ay.

z.B.:

2!
Beispiele
' 3 —1
=/ —
y' = <4 _2) 0] (vgl. S.528 ).
Berechnung der EW:
3—A -1

det(A — AFE) = det ( 4 _9_ )

=A+1)(A=2)=0
= A =-1, Ay =2 einfache EW von A .
Berechnung zugehoriger E'V:

zu A\ = —1: (i :1) = a(i),a;ﬁO,
1 -1 1
Zu Ao = 2 : (4 _4) = oz<1>,oz7é0
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= yx)=a <4> e F 4 co (1) e?* | ¢; € IR, ist allgemeine Losung.

2 1 2
gy =11 2 219

2 25
Berechnung der EW:

2—A 1 2 2—-A 1 2
det(A—AE)=| 1 2—-A 2 |=] 1 2—A 2
2 2 5—A 0 —2(1—=X) 1-2X
2—-A 5 2
=| 1 6— A 2 |=1-=-X)((2=-X)(6-X)—5)
0 0 1—A

=1-MNN=-8A+7)=1-XN\N-1)(A=7)
= A1 =1 doppelter EW | \y =7 einfacher EW.
Berechnung zugehoriger E'V:

1 1 2 1 1 2 —a— 20
zu A\ = 1: 1 1 2 = 0 0 0 = « , (a, 8) #(0,0) ,
2 2 4 0 0 O 154
-1 -2
dimERy, =2 = 1 , 0 sind zwei linear unabhangige EV zu A\ =1,
(2) ()
-5 1 2 1
Zu g = T: 1 -5 2 = all , a0
2 2 =2 2
-1 -2 1
= Ja)=c| 1 |e"+ca| 0 |e*+ez|1]|e™ |, ¢ € IR, ist allgemeine
0 1 2
Losung.
1 2 3
g=10 2 1]y
0 2 3
Berechnung der EW:
1—A 2 3
det(A—AXE)=| 0 2—-A 1 1=0=X((2-NB=-X)—-2)
0 2 3—A

=1 =N =5A+4)=(1-XNX-1)(A—4)
= A1 =1 doppelter EW , \y =4 einfacher EW.
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Berechnung zugehoriger EV:

0 2 3 0 1 1 1
zu A\ = 1: 0 1 1 = 0 0 1 = af|0 , a#0,
0 2 2 0 0 0 0
1
dim FR), =1 = nur ein linear unabhéangiger EV: z.B. ¢ = 1[0
0
Berechnung eines Hauptvek‘tors der Ordnung 2
0 2 3 c1 0 2 3 1
0 1 1 co | = 0 = 0 1 1 0 =
0 2 2 c3 0 0 2 2 0
0 1 1
0 0 1 = , € R,
0 0 O
0
zB. a=0 = &=\ — ist Hauptvektor der Ordnung 2.
1
-3 2 3 8
EV zu Ay = 4: 0o -2 1 = al 3 , a#0, ist EV zu Ay =4
0o 2 -1 6
1 1
= Ylx)=c1 |0 ex-l-cQ{ 0 ) e’ + c3 et ¢ e R,
0 0

ist allgemeine Losung.

2 1 -1 1
g =10 1 =1 ]|g+[0]e* |, 40)=0.
0 1 1 1
homogen:
Berechnung der EW:
2—-A 1 -1
det(A-AE)=| 0 1-X -1 |[=2-N(1A-XN?+1)=0 =

0 1 1—-A
A=2oder (A\—1)?=—-1 = XA\ =2, \a3=1+i sind einfache EW von A .

Berechnung zugehoriger E'V:

0o 1 -1 1
=2 [0 -1 -1] = alo] , a0,
0o 1 -1 0
1—i 1 -1
zu g = 144: 0 —i 1] =>cc=a,c=tix, (1-i)cg=_1-i)a = a1 =«
0 1 —
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= al i , a0, ist EVzu Ay =1+
1
1 1
= wz)= i |e+)? = | i | (cosx+isinz)e® ist komplexe Losung
1
cos T sin
= th(x) = Re(W(x)) = | —sinz | e* , y3(x) =Im(b(z)) = | cosz | e”
cos T sinx

sind reelle Losungen

1 CoS T sinx
= fh@)=c1 [0 ]|e**+co| —sinz |e*+c3| cosz |e* |, ¢ € IR,
0 COS T sin

ist allgemeine Losung des homogenen DGL-Systems.
partikuldare Losung:

Ansatz  §y(z) = (@ + bx)e®™  (einfache Resonanz, da A = 2 einfacher EW).
Finsetzen und Division durch e** ergibt:

1
(b+2d + 2bx) = A(@+bx)+ | 0
1
Koeffizientenvergleich:
1
(A—2E)b=0 und (A—2E)a=0b— |0
1
Das 1. GLS besagt, dafl b ein EV (oder der Nullvektor) zum EW X\ = 2 ist, also:
B 1
b=a| 0 , a€ IR .
0
Das 2. GLS lautet dann:
0o 1 -1 a a—1 0 1 -1 a—1
0 -1 -1 as | = 0 = 0 0 -2 a—1
0o 1 -1 as -1 0 0 O -«
Dieses GLS ist nur 16sbar fiir « = 0. Dann lautet das GLS
0 1 -1 -1 16}
0 0 -2 -1 = a= | —-1/2 , e R,
0 0 O 0 1/2
0 —
zB: =0 = d=| —-1/2 ,b=0
1/2
0
= fo(z)=| —1/2 | e** ist partikulire Losung
1/2
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1 cos T sin x 0
= gx)=c | 0|e**+cy| —sinz |e®+c3 | cosz | e+ | —1/2 | e** | ¢; € IR,
0 cos sin 1/2
ist allgemeine Losung.

1 1 0 0 0
F0)=0 = e [0 +eaO0 ]| +es1]|+]|-1/2]=10
0 1 0 1/2 0
1 1
= 0125,02:—5,0325.

Ist die rechte Seite des linearen DGL-Systems 1. Ordnung von der Form

b(z) = @cos Bz e™®

so machen wir fiir die partikuldre Losung zunéchst einen komplexen Ansatz:

Wo(x) = cel@t)® (falls keine Resonanz).

Diesen Ansatz setzen wir in das DGL-System mit der rechten Seite @e(®t®® ein.
Dann erhalten wir (nach Division durch e(®*%)?) das GLS:

(a+if)c=Ac+ad = (A—(a+if)E)é=—a = Losung des GLS ergibt ¢.
Da b(z) = Re(@e®t®) ist =  go(z) = Re(Ge*+¥)*) ist partikulire Losung.
Falls auf der rechten Seite die sin —Funktion steht, mufl man entsprechend den Ima-
ginérteil benutzen.

DGL-Systeme hoherer Ordnung

Ein DGL-System hoherer Ordnung kann auf ein DGL-System 1. Ordnung zuriick-
gefithrt werden:

Beispiel: DGL-System 2. Ordnung
v = —u+3v—2u + 3
vV =u+v+u
Wir fiihren die folgenden neuen Funktionen ein:
y1=u, y2=v, y3s=u", y4s =0 und erhalten das DGL-System 1. Ordnung:
Y1 = Y3
Yo = Y
yh = —y1 + 3y2 — 2y3 + 3ys
Yi = Y1+ Y2 + y3
oder in Matrizenschreibweise:

0 0 1 0

L, o 0o 0o 1.

(-1 3 2 3|Y"
1 1 1 0

Dieses System 1afit sich wieder mit Hilfe von EW und EV berechnen. Einfacher ist
jedoch in diesem Fall ein direkter Ansatz:

535



Ansatz: (Z) = (Z) M also u(x) = aer | v(x) = bl .
Finsetzen und Division durch e** ergibt:
al? = —a + 3b — 2a\ + 3b)\
bX2=a+b+al.
In Matrizenschreibweise:
((V +20+1) (=3 —3)> <a) _ (0)
(=1 —=2X) (A2 —1) b 0/

Dieses GLS ist nur dann nichttrivial l16sbar, wenn die Determinante der Koeffizienten-
matrix = 0 ist, also:

A +22 0+ 1N =1) =30+ 1)2=A+1)*(A\?>-4) =0 = X =-1 (doppelte
Nullstelle) , Ay =2, A3 = —2 (einfache Nullstellen).

Losung des GLS fiir X:
0 0 a 0 1 0 . - I

zu )\ = —1: <0 0> <b) (O) = <0> , (1) sind zwei linear unabhangige

) = O) = ! ist eine Losung,

Losungen,
0 1

9 -9

Z0 Ay = 2: (_3 3 ) (Z
1 3 a 0 3
Zu A3 = —2: (1 3) (b> = (O) = ( 1) ist eine Losung
1 0

= (Z):cl(o)e_x 02(1 e_x-l-c;),( ) 2””-1—64( )e_h , ¢ € IR,
ist allgemeine Losung.
Koordinatenweise:
u(r) = c1e™® + c3e®® + 3cqe ™2
v(z) = coe™® + c3e?® — cqeT .

+

Numerische Verfahren zur Lésung von Anfangswertaufgaben (AWA)
Gegeben: AWA 1. Ordnung

y = flz,y) , y&)=n

Gesucht: Naherungslosung, d.h.: Naherung fiir y(z,,) an den Stellen z,, = {+nh mit
der Schrittweite h und n =1,2,3,....

Ndaherungsverfahren

1. FEuler-Cauchy-Verfahren
Mit x9 =&, yo =1 und der Schrittweite h berechne fir n =0,1,2,...

Tptl =Tn +h
Yn+1 = Yn + hf(xn7yn)
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Yn ist dann eine Naherung fiir y(x,,), wenn y die exakte Losung ist.

Die Tangente an die
Losungskurve y im Tangente

5) (xo) yo ----- : ---------- E \
Punkt = hat : E
" (77 Yo & i i y1 .

die Steigung:  y'(z0) = f(0,v0) - >0 "1

—h —

X

Man geht also jeweils mit der Steigung v'(z,) = f(2n,yn) um die Schrittweite h
nach rechts weiter.

Beispiel

y=y+x , y0)=1 = 20=(=0,y=n=1

Wir wéhlen die Schrittweite h = 0.1 :

Tpn4+1 = Tn + h sy Un+1 = Yn + hf(xnayn) = Yn + h(yn + In) - (1 + h)yn + hxn
= Tpt1 =2, +01, ypy1 =11y, +0.1z,, .

Mit zg =0, yo =1 erhalten wir dann:
r1 =01,y =11

o =0.2, yo =1.22

USW.

zum Vergleich: Die exakte Losung lautet: y(x) =2 —x —1,
yr = 1.1~ y(z1) = y(0.1) = 1.1103418 |
o = 1.22 ~ y(a2) = y(0.2) = 1.2428055 .

Auch wenn die Schrittweite kleiner gewahlt wird, kénnen grofie Fehler auftreten. De-
shalb ist dieses Verfahren fiir die Praxis nicht sehr geeignet.

Spezialfall:  Ist f unabhangig von y, also

v =flx), y&=n = yla)=n+ /;f(t) dt , also Integration.

Dann entspricht das Euler-Cauchy-Verfahren v4
der Rechteckregel: f
x1
/ f(t) dt = y1 —yo = hf(zo) - /
xo
> X

X0 X1
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2. Verbessertes Euler-Cauchy-Verfahren
Mit x9 =&, yo =1 und der Schrittweite h berechne fir n =10,1,2,...

Tpi1 = Ty +h y ¥)
k‘l = hf(:lj’n, yn> H Y1
l{fg th($n+h,yn+]€1) YO '

1 : } } -

Ynt1 = Yn + §(k1 + k2) XIO X1]2 X1 *

—h/2-

Man geht jeweils eine halbe Schrittweite mit der Steigung f(z,,,y,) und dann wieder
eine halbe Schrittweite mit der Steigung f(z, + h,y, + k1) nach rechts.

Beispiel

y=y+az , y0)=1 = 20=(=0,yp=n=1

Wir wahlen wieder die Schrittweite h = 0.1 :

Tp+l = Tn + h )

ki = hf(xn7yn) - 0~1(xn +yn) ) ko = hf(xn + hayn + ]{71) = 0-1($n +0.1+y, + kl) )
yn+1 = UYn =+ 05(k1 + kz) .

Mit z9 =0, yg =1 erhalten wir dann:

21 =01, k1 =01(04+1)=0.1, ky =0.1(0.1 +1+0.1) = 0.12

= 1y =1+40.5(0.14+0.12) =1.11

x9=0.2, ky =0.1(0.1 + 1.11) = 0.121 , ky = 0.1(0.2 + 1.231) = 0.1431
= yo = 1.11+0.5(0.121 4+ 0.1431) = 1.24205 ,

usw.

zum Vergleich: (mit der exakten Losung y(z) = 2e* —z — 1)

y1 = 1.11 ~ y(z1) = y(0.1) = 1.1103418

yo = 1.24205 ~ y(z2) = y(0.2) = 1.2428055 .

Die Ergebisse sind besser als beim einfachen Euler-Cauchy-Verfahren.
Spezialfall:  Ist f unabhangig von y, also

v=f(z),y&=n = ylx)=n+ /; f(t) dt , also Integration.

Dann entspricht das verbesserte Euler-Cauchy- v
Verfahren der Trapezregel: £

[0 at= = = 5700 + 1)

Xp xq
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3. Runge-Kutta-Verfahren
Mit x9 =&, yo =1 und der Schrittweite h berechne fir n =0,1,2,...

Tptl =Tp +h
kl - hf(:l/‘n, yn)

h k
kQth(-Tn—f-Evyn"‘?l)
h ko
ks =h n ~rYn .
3 f(x +2 Yn + 2)
k4:hf(xn+hayn+k3)
1
Ynt+1 = YUn + é(lﬁ + 2ko + 2ks + k4)

Beim Runge-Kutta-Verfahren berechnet man die Werte am besten in Tabellenform
(oder man benutzt ein Computer-Programm) :

x y hf(z,y)

T, Yn k1
h k

$n+% yn-i'gl ko
2

n a n ~ k

T, + 5 UYn + 5 3

Tp +h yn+k3 ky

1
Ynt1l = Yn + é(kl + 2ko + 2ks + ky) .

Beispiel

y=y+z , y0)=1 = 20=(=0, yo=n=1
Wir wahlen wieder die Schrittweite h = 0.1 :

1. Schritt:
z y h(z +y)
0 1 0.1
0.05 1.05 0.11
0.05 1.055 0.1105
0.1 1.1105 0.12105
yp = 1.1103417 (zum Vergleich: y(0.1) = 1.1103418)
2. Schritt:
x y h(z +y)
0.1 1.1103417 0.1210342
0.15 1.1708588 0.1320859
0.15 1.1763846 0.1326385
0.2 1.2429802 0.144298
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yo = 1.2428052 (zum Vergleich: y(0.2) = 1.2428055)
Der Fehler betrigt ~ 4 - 107",

In den beiden folgenden Tabellen sind fiir zwei unterschiedliche Schrittweiten jeweils
an der Stelle z der Fehler zwischen Naherungs- und exakter Losung angegeben:

h=0.1 h =0.01

€T Fehler T Fehler
0.1 4.1077 0.1 2.10~ 1
1 4.10° 1 5-10710
2 2.107° 2 4-10710
4 3-107% 4 6-108
10 3-107¢ 10 3-107°
15 75 15 4.1072
22 93

Aus diesen Tabellen kann man folgende Erkenntnisse ziehen:
a) Der Fehler wird grofer, je weiter man von der Anfangsstelle (ﬁ) entfernt ist.
n

b) Die Schrittweite darf nicht zu grof§ gewahlt werden, weil dann der Fehler zu grofl
wird.

c) Die Schrittweite darf auch nicht zu klein gewéhlt werden, weil dann der Rechen-
aufwand extrem ansteigt und damit die Rundungsfehler stark zunehmen.

Wahl der Schrittweite:
Um eine ”giinstige” Schrittweite zu erhalten, fiilhrt man eine Schrittweitenkontrolle
durch:

a) Man fithrt einen Schritt mit der Schrittweite h aus,

h
b) man berechnet parallel dazu zwei Schritte mit der Schrittweite 5

¢) man vergleicht die beiden Ergebnisse:

«) sind beide Ergebnisse ~ gleich = h ist ”giinstig”

B) sonst wird h halbiert und mit dem neuen h wieder bei a) begonnen.
h darf hierbei nicht zu klein werden, deshalb muf3 eine untere Grenze h,,;, festgelegt
werden.

Es gibt noch andere Verfahren, die oft bessere Ergebnisse liefern als das Runge-Kutta-
Verfahren:

a) Runge-Kutta-Verfahren hoherer Ordnung,

b)  Mehrschrittverfahren , z.B.: Préadiktor-Korrektor-Verfahren von Adams/Bash-
forth bzw. Adams/Moulton (vgl. Literatur).

Spezialfall:  Ist f unabhéngig von y, also

v =flx),y&=n = ylx)=n +/ f(t) dt , also Integration. Dann gilt:
3
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In diesem Fall entspricht das Runge-Kutta-Verfahren der Simpsonregel:

/ f(t) dt%yl—yOZG
zo

DGL-Systeme 1. Ordnung
Gegeben:

—

y'=flz,g) , g =17

Runge-Kutta- Verfahren

Anfangswertaufgabe (AWA)

" o) + 4 (o + 1/2) + F(a1) -

(analog zu DGL 1. Ordnung) :

Mit xo =&, 9o =17 und der Schrittweite h berechne fir n =0,1,2,...

Tptl =Tn +h

Elzh_’(xn;_’n)

. . h .k

2:h (xn+§7 n"'?l)

. . ho.  k

3:h ($n+§7yn+§)

44:h4($n+h7gn+lg3)

]_ — — — —

Un+1 = Un + g(lﬁ + 2ko + 2ks + ky)

Hierbei sind l;:; Vektoren.

Beispiel n = 2 Gleichungen:

u = f(x,u,v)

v = g(x,u,v)
mit u(xg) = ug , v(xg) =

Also mit § = (u) ,
v

2 92’

xn+h7un+k3avn+l3
xn+h7un+k37vn+l3

(
ll - hg(l'n,un,/l)n
h k {
kz—hf(xn+g,un+gl,vn+lzl
_ _ a3 A
l2_hg($n+l%7un+ 2vvn+l2
k3:hf($n+2aun+ 2,1)”—{—?2
l3:hg($n+_>un+ & Un"‘_Q
(
(

~— DN

041

Ug
Vo

. k.
) und k; = (l-

7

(2

) erhalt man



1
Up41 = Up + g(kh + 2ko + 2ks + kyq)

1
Up41 = Up + 6(11 + 20+ 203+ 1) .

In Tabellenform erhalten wir:

x u v hf(x,u,v) hg(x,u,v)
T U, Up, k1 by
h k l
Tats | Untos | vato ke I
arn—|—§ un—|—72 Un—i—é ks l3

DGL n-ter Ordnung

Da man DGL n—ter Ordnung auf DGL-Systeme 1. Ordnung zurtiickfiihren kann, ist
das Runge-Kutta-Verfahren auch auf DGL n—ter Ordnung anwendbar.

Beispiel
v =9y, y) sy =m, ¥y =mn,
mit © = y und v = ¢y’ erhélt man hieraus das DGL-System :

[u' =v= f(x,u,v)]

v = g(x,u,v)

u(§) =m , v(&) =mn2 .

Beispiel hierzu
y' =3y +2y=0, y(0)=0, ¢y (0) = -2,
mitu=y,v=y =
u = = f(x,u,v)
v' = —2u+ 3v = g(z,u,v)
u(0)=0,v0)=-2 = z20=0, up=u(zg) =u(0) =0, vg =v(xg) =v(0) = 2.
Wir wahlen die Schrittweite h = 0.1, dann erhalten wir in Tabellenform

x u v 0.1v 0.1(—2u + 3v)
0 0 —2 —0.2 =k —0.6 =1
0.05 —0.1 —2.3 —0.23 = ko —0.67 = o
0.05 —0.115 —2.335 —0.2335 = k3 —0.6775 =13
0.1 —0.2335 —2.6775 —0.26775 = k4 —0.75655 = Iy

1
1
V1 = Vg -+ E(h -+ 2l2 -+ 2l3 -+ l4) = —2.6752H8 ~ y/(()l) .

Zum Vergleich: Exakte Losung: y(z) = 2(e® — e*?)
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y(0.1) = —0.2324637... , y'(0.1) = —2.6752692. ..

Auch hier wéchst der Fehler an, je weiter man von der Anfangsstelle entfernt ist.
h=0.1 h =0.01

x Fehler €T Fehler

0.1 5-1079 0.1 8.10~10
1 3-10~¢ 1 2.1077
2 5-1073 2 6-106
4 0.53 4 8.1074

10 219235 10 321

Es ist y(10) = —9.7 - 10%, also ist die Losungsfunktion y betraglich sehr stark anstei-
gend.

Man sollte auch fiir DGL-Systeme (bzw. DGL n—ter Ornung) eine Schrittweitenkon-
trolle durchfiithren.
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XV Partielle Differentialgleichungen

I) Quasilineare partielle DGL 1. Ordnung

Gegeben:

ar(z,y, w)uy + az(x, y, u)u, = b(z,y,u)

mit a;,b: G C IR? — IR stetig in G.

Gesucht:  Eine Funktion u(x,y) mit stetigen partiellen Ableitungen, die in einem
Bereich D C IR? dieser Gleichung geniigt.

Wir werden zunachst zeigen, dafl es zu dieser partiellen DGL ein dquivalentes DGL-
System 1. Ordnung gibt, das sogenannte charakteristische System:

' ar(z(t),y(t), u(t))
y'(t) = ax(x(t), y(t), u(t))
u’ b(x(t), y(t), u(t))

)
)

Beweis :

Sei u Losung der partiellen DGL in D, also aju, + asu, = b.

t
Sei (xgtg > eine Losung der ersten beiden Gleichungen des DGL-Systems, also
Y

2'(t) = ai(z,y,u)
y'(t) = az(z,y,u)
%u(x(t),y(t)) =u'(t) = uy - 2'(t) +uy -y’ (t) = uyp - a1 +uy-az =b (da u Losung der
partiellen DGL ist).
Also gilt: u/(t) = b(z,y,u) = auch die dritte Gleichung des DGL-Systems ist erfiillt,
also ist 58 Losung des DGL-Systems.
Y

u(z(t),y(t))

] , so gilt fir u(z(t), y(t)):

x(t)
Sei umgekehrt | y(t)
u(t)
gemeine Losung von 3 Integrationskonstanten cq, co, c3 ab. Gelingt es, den Parameter
t zu eliminieren und nach den Integrationskonstanten c; aufzulosen, so erhalten wir
Gleichungen der Form ¢; = p;(x,y,u).
; heilt dann "Integral” des charakteristischen DGL-Systems.
i(x,y,u) =0 ist dann implizite Losung der partiellen DGL
(falls ¢; von u abhéngig ist).

die allgemeine Losung des DGL-Systems, so hingt diese all-
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Denn:
Sei p(z,y,u) ein "Integral” des charakteristischen DGL-Systems.
Da o(x,y,u(x,y)) =0 in einem Gebiet M C R? =

%w(w,y,’u(%y)) = e+ Qu Uy =0 in M,

a .
a—yw(x,y,u(w,y)) =@y + Qu-u, =0 in M

= Pz = —PulUz ; Py = —PuUy.
Da ¢(x,y,u(z,y)) ein "Integral” des charakteristischen DGL-Systems ist, gilt

d

Z2@®),y(),ut) = @u - 2'() + 0y -y (1) + pu -0/ (t) = a1 o+ az- oy +b-pu =0
= —A1PuUz — G20, Uy + b@u =0 in M (da P = —Puly , Py = _Qouuy)

=  auy + aguy = b, falls ¢, # 0 (dies mufl aber gelten, damit ¢ nach u aufgelost
werden kann).

Also liefert dieses "Integral” des charakteristischen DGL-Systems eine Losung der
partiellen DGL.

Je 3 7Integrale” des charakteristischen DGL-Systems sind abhangig, d.h.:
det(a(sol’ P2, P3)
oz, y,u)
a1, + azpr, + b1, =0
a1p2, + azp2, + by, =0
a3, + azps, +bps, =0 .

) = 0 in einem Gebiet des IR3, denn es gilt:

0
Wire det<w> = 0, so mifiten aq, as, b gleichzeitig = 0 sein.
d(z,y,u)

Mit Hilfe dieser Abhéngigkeit kann man zeigen (vgl. Literatur), dafl jedes ”Integral”
des charakteristischen DGL-Systems durch zwei unabhéngige ” Integrale” ausgedriickt
werden kann, d.h.: es existiert eine Funktion Q mit 3 = Q(p1, ¢2), falls p1, o zwei
unabhangige ”Integrale” sind.
. . . .~ . o(p1,02)\ .
Hierbei heiflen ¢1, s in einem Gebiet G unabhéngig, wenn rang ﬁ =2 in
x? y’ u
jedem Teilgebiet von G ist. Also ist

Qp1,02) =0

die allgemeine implizite Losung der quasilinearen partiellen DGL 1. Ordnung, falls
©1, p2 zwel unabhangige ”Integrale” des zugehorigen charakteristischen DGL-Systems
sind. €2 ist dabei eine beliebige stetig differenzierbare Funktion von 2 Variablen.

Beispiele

22u, + y2uy =u

Charakteristisches DGL-System

2

IE/:IE2
/2
y =y

u =u?.
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Losung der 1. Gleichung (Trennung der Variablen):
1

/—dx—/dt = ——=t+c,
x

(analog die beiden anderen Gleichungen) =

1 1
——=t+cy, —— =t+4+cy, —— =t+cg ist allgemeine Losung des charakteristischen
x U
DGL-Systems.

1 1
1. Gleichung —2. Gleichung = - — —=c¢ , (fallsz,y #0) ,
y x
1 1
1. Gleichung —3. Gleichung = — — — =c¢ , (falls z,u # 0)
u x
1 1 1 1
= pi(z,y,u) = ———, pa(z,y,u) = — — — sind zwei ”Integrale” des charakter-
x u T

istischen DGL-Systems.

o) L -4 0
(_(@1,g02)> = 9012 v 1 = rang = 2
a(x7y7u) z2 0 —uZ
1 1 1 1 . . . .. .. .
= Q(— - =, — = —) = 0 ist allgemeine (implizite) Losung der partiellen DGL
y T u

(neben u = 0).

1 1 1 1 1 2 1
ZB.: Qs1,82) =851+ = ———4+—-———=0 = —=———

r u u Ty
1 Ty . ) ..
= ulz,y) =5—7 = S ist eine Losung, falls 2y # x.
x y
1 1 1 1
Oder z.B.: Q(s1,82) =82 —sing; =0 = ———= sin(— — —)
u T y x
1
= u(r,y) = +———7— ist eine Losung, falls der Nenner # 0.
~ +sin(z — )
Yy x

Bemerkung

Es ist oft schwierig, in der allgemeinen Losung des charakteristischen DGL-Systems
den Parameter ¢ zu eliminieren. Deshalb ist es haufig besser, die partielle DGL durch
a1 oder as zu dividieren und erst dann das charakteristische DGL-System aufzustellen.
Dann ist eine der charakteristischen Gleichungen von der Form z’ =1 (oder y' = 1),
und man kann z (oder y) als Parameter wahlen:

Beispiel hierzu (vgl. Beispiel 1.)
xzux + yzuy =u?.

Division durch z? , (z # 0), ergibt:
2 2
(2 (2)
x x
Charakteristisches DGL-System:

=1 :> x =t (Parameter),

1 1
y’_— :>/—dy—/—dw=>——=——+01,
Y x
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1 1 1
= ———=a, ———=o0
Yy T u
1 1 1 1
= ¢1(x,y,u) = — — — | pa(z,y,u) = — — — sind zwei (unabhingige) ”Integrale
y u T

des charakteristischen DGL-Systems.

Weitere Beispiele

2

2
x x

= Uy — —U,=y—— , (y#0).
toy Y

Charakteristisches DGL-System:

yuw—xuy:yQ—x

=1 = =z =t (Parameter),

’:—— é/ydy——/xdx = y2:—x2+cl = x2+y2:cl,
u—y—— = mity =+vc —2?  (y=—+Vc; — x? analog)
Yy

2

X
u’:\/cl—IQ——2 = u=zyco—r?+ca=xyt+ca = u—xYy=-cy
VCl —X

= p1(z,y,u) =22 +9*, pa(x,y,u) = u —xy sind zwei "Integrale” des charakter-
istischen DGL-Systems mit

(1, p2) (2 2y O B
(551;@>__<—y —x 1) = rang =2, falls (z,y) # (0,0)

= Q?+y%u—ay) =0 ist allgemeine (implizite) Losung der partiellen DGL.

(L+ )y — (1+y)u, =0

1+
- x - 0 9 _1 .
Charakteristisches DGL-System:
1+
'=— = —dy = (1 1 =
v = [mde [ d = Gea0n e,
y =1 = y=t (Parameter),

= oi(z,y,u) = (14+z)(1+vy), p2(x,y,u) = u sind zwei "Integrale” des charakter-
istischen DGL-Systems mit

Ap1,92)y  (1+y 14z 0 -
<3($,y,u)>_ 0 0 1 = rang = 2, falls (z,y) # (—1,—-1)

= Q(1+2)(1+y),u) =0 ist allgemeine (implizite) Losung der partiellen DGL
= u(z,y) =w((14+2z)(1+y)) ist allgemeine Losung der DGL (w ist eine beliebige
stetig differenzierbare Funktion von einer Variablen).
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4.

TYUy + Uy = TY COST
1

= Uy + —uy =cosx , (xzy #0).
xry

Charakteristisches DGL-System:

=1 = =z =t (Parameter),

2

/=— ﬁ/ydy—/ dr = %:1n|x|—|—61 = y*=Inz?+c¢,
Ty

W =cosx = wu=sinz+cy

= oi(zr,y,u) = y> —Ina? | go(x,y,u) = u — sinz sind zwei "Integrale” des

charakteristischen DGL-Systems mit

8(9017(;02) . _% 2y 0 B
<W>_ —cosxz O 1 = rang = 2

= Q?—Inz? u—sinz) =0 ist allgemeine (implizite) Losung der partiellen DGL.

Ist zusétzlich eine Anfangsbedingung gegeben:

zB.: wu(z,0) = 2% +sinz , somuB fiir y = 0 gelten:
Q(—Inz? 2% +sinz — sinx) = Q(—Inz?,2?) = 0.
Also muf fiir Q(sq, s2) gelten:

si=—Inz?, sp =22 = s,=—-Insy, = sy=e¢
Daraus folgt:

u—sing =e W) =4

s
2€fy2

= u(z,y) =sinz + 22~V st Losung der partiellen DGL und erfiillt die gegebene
Anfangsbedingung.

Anwendungsbeispiel

Die Bestimmung eines integrierenden Faktors p(x,y) bei einer nicht-exakten DGL:
f(z,y) + g(z,y)y’ =0 fiihrt auf eine quasilineare partielle DGL 1. Ordnung, denn
es muf} gelten:

(1f)y = (pg)z  (vgl. S.491),

also  pyf + pfy = pag + 1g: = gpa — fry = (fy — g )t -

Beispiel hierzu
(1—zy) + (zy —2®)y’ =0.
Mit f(z,y) =1 — 2y und g(z,y) = zy — 22 folgt hieraus die partielle DGL fiir u

(zy — %) po + (2y — Dpy = (—2 —y +20)p = (x —y)u -
Division durch (zy — 2?) ergibt das charakteristische DGL-System:
=1 = z =1t (Parameter),

p xy —1

y = 7
Ty —

W= x_yQN———# = /—du——/ o = p==
Ty — T x
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1
= plx) = - ist integrierender Faktor.

Bemerkung
Die allgemeine quasilineare DGL sieht folgendermaflen aus:
a1 (1, oy o Ty WUy, + oo+ ap(T1, T2y .o Ty, WUy, = b(T1, T, ..., Ty, 1).

Entsprechend erhalt man als charakteristisches DGL-System:

/

/ / /
TL=a1, THo=0a2, ... , T, =0p , U =b.

Qp1,p2,...,0n) = 0 ist allgemeine implizite Losung der partiellen DGL, falls
©1,P2,...,9n, n unabhiangige "Integrale” des charakteristischen DGL-Systems sind.

IT) Lineare partielle DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Gegeben:

AUgy + 20Uy + cuyy = f(2,y, U, ug, uy)

(mit a, b, c € IR) ist eine allgemeine lineare partielle DGL 2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten (f muf linear in u, u,, u, sein).

Gesucht: Eine Funktion u(x,y), die diese Gleichung in einer Teilmenge des IR? erfiillt.

Transformation auf Normalform

Wir gehen dhnlich vor wie bei der Hauptachsentransformation bei Kegelschnitten (vgl.
S.81 ff ).

a
b

und eine Diagonalmatrix D mit CTAC = D , D = (

Zur Matrix A = ( g) (reell symmetrisch) existiert eine orthogonale Matrix C

A0
0 A
Die Spalten von C bestehen aus normierten EV zu den EW \;.

> , A; EW von A.

Fiithren wir die neuen Variablen &, 1 ein mit

() =<C)

so erhalten wir fir v(&,n) = u(zx,y)

AUy + 2bUgy + ClUyy = AVge + AaUpy

Beweis :
. c c c c
Mit C = 11 12 - T — 11 21 '
C21 (€22 Cl2 (€22
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=c11r+c
Fiir (5) _ T (IB> N §=cn 21Y
n Y 1 = C12% + C22Y
= & =cu, §y=021 y Nz = C12 5, Ty = C22 .
Fir u(z,y) = v(&,n) gilt dann:

Uy = V¢ - g + Uy - N = C110¢ + €120,  und
Uy = Vg - &y + Uy - Ny = C210¢ + Ca2Vy

0 0 0 0
Mit D, =~ , Dy= =  Di=—  Dy=— =
' r Y T oy Tt T ae T oy
- D,.D,) = (D¢, D .
(o) =c(¥) = D)= weDyC
Es gilt:
Dm . o a b
Ugy + 2bUgy + Clyy = [(DI, Dy)A(Dy)} (u) mit A= (b c)
0? 0?
(hierbei sei Dny = M s Dme = w s USW.).
Setzen wir n )= C PR (Dy, Dy) = (D¢, D,))C*  hier ein, so erhalten wir:
y n

D
AUgy + 2bUgy + Clyy = [(Dg, Dn)CTAC' (Dg)} (v) .
7

A0
T _n_ (M
Da C’AC’_D_(O )\2> =

A O D
AUy + 2bUgy + Clyy = [(Dg, D,) ( 01 )\2) (Dg)} (v) = Mvee + Aavy, .
n

Wir unterscheiden 3 Falle:
Definition 15.1 :  augy + 2bugy + cuyy = f(z,y, u, uy, uyy) heiit

a) elliptisch & Die Eigenwerte von A haben gleiches Vorzeichen
& A ist positiv- oder negativ-definit.

b) hyperbolisch < Die Figenwerte von A haben verschiedenes Vorzeichen
< A ist indefinit.

c) parabolisch < Ein Figenwert von A ist =0 .

Durch nochmalige Substitution erhélt man die Normalform fiir

w(a, B) = v(&,n) = u(r,y)

a) Waa +wss = g(, B, w, we, wg) (elliptisch)
b) wWaa —wps = g(a, B, w,ws, wg)  (hyperbolisch)

C) Woew = g(Ck, /87 W, W, wﬁ) (parabolisch)
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Denn:

1 1
Im Fall a) und b) setzten wir « = ——=¢ , = \/mn ,
2

i

¢ , falls \; 20 (sonst A1, Ay umnumerieren).

1
im Fall c) setzten wir a = \/T_]
1
Fiir v(&,n) = w(a, B) erhélt man dann (im Fall a))
1 1
Veg = 7w Waa » VU E—
139 | nm s
(analog fiir den Fall b) und c)).

wgg , also  Avge + Aoty = £(Wwaa + wgsg)

Beispiel
gy + 10uzy + 3uyy + 2u, — 2uy =0 .

5 3
= A=3=45 = A =-2, Ay =28 sind die EW von A .

1
EV zu A\ = —2: (5 5) = <_1> ist EV zu Ay = -2,

A:(3 5) — det(A—AE)=(3—-\)2—25=0

5 5
— 1
EV zu Ay = 8: (55 _55> = (1> ist EVzu Ay =8

1 (11 r 1 (1 -1
- o=5(h) =500 )
1 1

Ezﬁ(ﬂc—y) ; U:E@H'y),

—_

—1 1
e = Ve —= Uy ==, Uy = Vg = T Uy =
U 3 \/5 U] \/5 Y § \/5 n \/5
Also folgt fiir v(€,n) = u(z,y) anstelle der obigen DGL:
2 2
—2v¢e + 8uyy + ﬁ(vg +vy) — E(U,} —vg) =0

= 2uge — 8uyy — 2v2ve =0

Mit a = %5 , B= %n folgt fiir w(e, B) = v(&,n) = u(x,y)

Waa — Waa = 2w, (hyperbolische DGL).

Dieses Verfahren wird bei DGL fiir Funktionen von drei oder mehr Variablen analog
angewendet:

Beispiel

Ugg + 4Ugy + 2Ugy + dUyy + 4y, +9u,, =0
1 2 1

= A=12 4 2 = EWvwvonA: X\ =0, Aa=4, \3=10
1 2 9

= Ovge +4vy, + 100, =0 = 4vy, +100,, =0 .
Nochmalige Substitution fithrt auf:  wgg +w,, =0 .
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Behandlung der Normalformen

Bei den linearen partiellen DGL 2. Ordnung gibt es i.a. keine allgemeine Losungs-
methode. Man kann in den meisten Fallen keine allgemeine Losung angeben. Dies
ist aber auch von der Anwendung her nicht notwendig, da immer zuséatzlich zur DGL
Anfangs- und (oder) Randbedingungen auftreten. Wir werden i.f. immer so viele
Anfangs- und Randbedingungen stellen, dafi die Anfangs-Randwertaufgabe (ARWA)
etndeutig losbar ist.

Die meisten gebrauchlichen Losungsmethoden sehen so aus, daf§ durch spezielle An-
satze die partielle DGL in gewohnliche DGL tibergefiihrt wird. Wir werden zunéchst
die wichtigste ” Ansatzmethode”, den Produktansatz (Separationsansatz), anhand ei-
niger wichtiger Beispiele behandeln. Da hierbei die Fourierreithenentwicklung eine
wichtige Rolle spielt, wird diese Methode ”Fouriermethode” genannt.

Fouriermethode

Beispiel 1.:  Wirmeleitungsgleichung (a > 0 fest)

Gegeben:

g = gy + f(z,t) , 0<a<l,t>0
u(0,t) = YP1(t) , u(l,t) =12(t) Randbedingungen
u(z,0) = ¢(x) Anfangsbedingung

Diese DGL ist eine parabolische DGL.

Gesucht: Eine Funktion u(zx,t), die in I = { f 0<x<l, t> 0} 2—mal nach

x und 1—mal nach t stetig partiell differenzierbar ist und die DGL einschlielich der
Rand- und Anfangsbedingungen erfiillt.

Anwendung:

u(x,t) gibt die Temperaturverteilung

in einem Stab der Lange [ an, e
wenn die Temperatur an den Enden

des Stabes v (t) bzw. 13(t) und

die Anfangstemperatur zur Zeit ¢t = 0 gleich ¢(z) ist.

Wir wollen nun zunéchst annehmen, daf§ f =0 (d.h.: keine Warmequellen vorhan-
den), und dafl ¥ = ¢ =0 (d.h.: an den Enden ist die Temperatur = 0). Dann
haben wir ein lineares homogenes Problem mit linearen homogenen Randbedingungen
vorliegen.
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a) Homogene DGL, homogene Randbedingungen

U= a’ugy; , 0<ax<l,t>0
u(0,t) =0, u(l,t) =0 Randbedingungen
u(z,0) = ¢(x) Anfangsbedingung

Wir machen fiir u(z,t) den Ansatz (Produktansatz, Separationsansatz):

u(z,t) = f(z)g(t)

= Uge = f(2)g(t) , ur = f(2)g'(t) -
Einsetzen in die DGL:

fx)g'(t) = a®f"(2)g(t) -
Division durch v = f(x)g(t) , (# 0, da sonst v = 0, also triviale Losung), und
Division durch a?:

1 g'(t) _ f'(x)

a> g(t)  flz)
Da die linke Seite nur von ¢ und die rechte Seite nur von x abhéngt, aber beide Seiten
fiir alle ¢ > 0 und 0 < z < [ gleich sein sollen, miissen beide Seiten konstant sein. Also
gilt mit A € IR:

L g @

a®> g@t)  f(z) '

Daraus erhalten wir zwei gewohnliche DGL

) fx) = Af(z) =0
2)  g(t) = Aag(t) =0

Nun berticksichtigen wir noch die homogenen Randbedingungen
u(0,t) =0, u(l,t) =0:

u(0,t) = f(0)g(t) =0 Vt>0 = f(0)=0,

u(l,t) = f()git)=0 V>0 = f(l)=0.

Zusammen mit der 1. DGL erhalten wir dann fiir f(x) eine
FEigenwertaufgabe (EWA):

f'(x) = Af(x)=0 , (0<z<]I)
f(0)=f()=0

Gesucht sind alle nichttrivialen Losungen dieser EWA (denn sonst wire u = 0), also
gesucht sind die Eigenwerte (EW) XA und die zugehorigen Eigenfunktionen (EF) fx(x).

Lésung der EWA:  (vgl. S.522 , dort steht (—\) anstelle von \)
Ansatz: f(x) =et® = charakteristisches Polynom p? =\ .
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LFal: A>0: = f(z)=ceV>+ coe= VAT

fO)=c14+ca=0 = c=—-c = flx)=2¢ sinh(\/Xa:) ,

f() =2c;sinh(VA) =0 = ;=0 = ¢;=0 (dasinh(v/Al) # 0 fiir VA > 0)
= f=0.

2.Fall: AX=0: = f(x)=c1+cu,

f(O):q:O, f(l):CQZZO = =0 = f=0.

8. Fall: A<0: = f(x)=cycosv/—Ar+cysiny/ =z,

f(0)=c; =0, f(I)=cosiny/=X =0 = =X =nr, (n€IN) (sonst nur trivial
l6sbar).

Also gilt: Die EW der EWA sind:

() nen

Die zugehorigen EF lauten:

fn(z) = ¢y sin ?m

. ; nmT\? .. .
Die 2. DGL geht fiir \,, = — (T) iiber in

nmwa

2 g0+ () gt = 0

Die allgemeine Losung dieser DGL lautet: g, (t) = ane_< l

Zusammen erhalten wir dann
nwa

nwa\ 2
>t

— t
Up (2,t) = bpe ( ! ) sinnTﬂa: , n€IN.

Diese Funktion wu,(x,t) 16st die DGL und erfiillt die Randbedingungen. Die An-
fangsbedingung ist aber i.a. fiir keine Funktion u,, erfillt. Da wir aber ein lineares

homogenes Problem haben, ist mit u,, auch jede Summe Zun Losung der partiellen

n

DGL einschlieflich der Randbedingungen, also ist auch

nwa)Q

u(x,t) = i bpe (T

. nm
S1n TZE

Losung, falls diese unendliche Reihe konvergent ist und 1—mal nach ¢ und 2—mal nach
x stetig partiell differenzierbar ist.

Nun muf} noch die Anfangsbedingung: u(x,0) = ¢(z) erfiillt sein, also:

u(z,0) = an sin ?az =p(x) , (0<z<l).
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Auf der linken Seite steht eine Fourierreihe (in diesem Fall eine reine sin —Reihe),
also mufl auch die rechte Seite ¢(z) in eine

sin —Fourierreihe entwickelt werden.

(o
Dazu muf} die Funktion ¢ : (0,1) — IR -3 "
nach links (d.h.: nach (—[,0)) .
ungerade fortgesetzt und dann —15 ) 1
2l—periodisch fortgesetzt werden. e LT

Ist dann ¢ : IR — IR stuckweise stetig und stickweise glatt, so gilt:
o0

o(z) = Z B, sin ?w mit den Fourierkoeffizienten B,, von ¢:
n=1

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir dann fiir die Losung u(x,t), da8
b, = B, Vn € IN gelten mufi. Also ist mit B,, (Fourierkoeffizienten von )

nm

nwa>2
sin —x
l

u(z,t) = i Bne <T

Losung der Anfangs-Randwert-Aufgabe (ARWA)  (falls diese unendliche Reihe kon-
vergent ist und 1—mal nach ¢ und 2—mal nach x stetig partiell differenzierbar ist).

Beispiel hierzu:

Ut =Upw , (0<z<m,t>0) (= a=1,1=m)
u(0,t) = u(m,t) =0
u(z,0) =z (= ¢l@) =)
= u(z,t) = Z Bne ™ tsinna
n=1
2 [T 2 4 d
mit B, = —/ rsinnz de = =(—1)"T1 . o v :
™ Jo n
gp(x) =z, xc (0771-) > ungerade _“E ,"/ E“ o ]
fortgesetzt und dann 27 —periodisch ,
fortgesetzt (vgl. S.313).
— 2 2
= ,t: __1n+1—nt-
u(x,t) ;n( )" Te sin nz

ist die gesuchte (eindeutig bestimmte) Losung der ARWA.

955



Priifen, ob stetig partiell differenzierbar:

o0

up = E 2(—n)(—1)”+1e_”2tsinnﬂc,
n=1
oo

Upw = Z 2(—n)(—1)" e sinnx .
n=1
Alle Ableitungsreihen sind gleichméaflig konvergent fiir ¢ > ¢ mit 6 > 0 und =z € IR,
oo
denn Z e"% ist konvergent.

n=1

Bemerkung 1 : Diese Losungsmethode wird Fouriermethode genannt.

Bemerkung 2 : Man kann den letzen Schritt: ”Die Bestimmung der Koeffizienten b,
als Fourierkoeffizienten der Fourierreihe von ¢ (durch Koeffizientenvergleich)” auch
folgendermaflen herleiten:

Es muf ja gelten
= ansinZ—szcp(x) , (0<z<l).
n=1

mm
Multipliziert man diese Gleichung auf beiden Seiten mit sin —x und integriert dann

beide Seiten (hierbei mufi man Summation und Integration vertauschen), so erhélt

man: l
Zb / sin —xsm ?m dr = / () sin ?m dx .
—1
Wegen der Orthogonalititseigenschaft der sin —Funktionen (vgl. S.308 ) gilt
/l . nm . mm 0 fallsn#£m
sin —z sin —x dx =
—1 [ l l ,falls n=m.

Also folgt:

1/ 2 [
by, = 7/ @(x) sin ?x dx = 7 / @(x) sin ?m dr (da Integrand gerade Funktion,

-1 0

weil ¢ ungerade fortgesetzt). Also gilt:

nm

9 [l
by, = —/ o(z) sin —zx dx
A l

Bemerkung 3 : Setzt man die Fourierkoeffizienten b,, von ¢ in die Lésung u(z,t) ein
und vertauscht die Summation mit der Integration (was bei gleichméfliger Konvergenz
erlaubt ist), so erhélt man die Ldsung in Integralform:

!
u(zx,t) = / G(z,t,s)p(s) ds mit der Greenschen Funktion
0
= (mra>2t
G(x,t,s) 7; smnTﬂa:sinnl—Ws.
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b) Inhomogene DGL, homogene Randbedingungen

g = gy + f(z,t) , 0<a<l,t>0
u(0,t) =0, u(l,t) =0 Randbedingungen
u(z,0) = p(x) Anfangsbedingung

Hier setzt sich die Losung zusammen aus der Losung uy des zugehorigen homogenen
Problems a) und der partikuldren Lésung ug des inhomogenen Problems

Uy = gy + f(z,t) , 0<z<l,t>0)
u(0,t) =0, u(l,t) =0 Randbedingungen
u(z,0) =0 Anfangsbedingung

Die partikulire Losung mufl die Anfangsbedingung wu(x,0) = 0  erfiillen, weil die
Losung uj, des homogenen Problems schon die Anfangsbedingung u(z,0) = ()
erfiillt, denn dann gilt fir die Losung w(z,t) = up(x,t) + uo(x,t):

u(z,0) = up(z,0) + ug(z,0) = p(z) + 0 = p(x).

Variation der Konstanten:

Fiir ug(z,t) machen wir einen Ansatz mit Hilfe der Methode ” Variation der Konstan-

ten’:
Da die Losung des homogenen Problems

(nwa)Z
— nm
Z bpe sin T (mit b,, Fourierkoeffizienten von ¢) ist, machen

wir fiir ug (x t) den Ansatz:

E v () sin —a:

mit den zu bestlmmenden unbekannten Funktionen v, (t).
Einsetzen in die DGL ergibt:

Zv sin —:U = i(—(?y)vn(t) sin n—;Tx + f(z,t) =

i{v;(t) + (@)%n(t)} sin nTWCU = f(x,t) .

n=

Auf der linken Seite steht eine Fourierreihe (reine sin —Reihe), also miissen wir auch
die Funktion f(x,t) bzgl. z in eine sin —Fourierreihe entwickeln. Dazu miissen wir
f(x,t) bzg. x ungerade und dann 2l—periodisch fortsetzen. Dann lauten die Fouri-
erkoeffizienten von f(x,t) bzgl. x:

9 [l
:7/f(x,t)sinnl—7rxd:1: , n€IN
0
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Da wug(z,0)=0 = wug(z,0) = Zvn Sm—a:—O Vo< o<l

= v,(00)=0 VnelN.
Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir also folgende AWA fiir v,, (¢):

nmta

o (1) + (T>2vn(t) by (1)

Hierbei sind b,,(t) die Fourierkoeffizienten von f(z,t) bzgl. x.

Beispiel

Up = Ugy +t2sin22 , (0<z<m,t>0) (= a=1,1=m)
u(0,t) = u(m,t) =0

u(z,0) =0

t) = Z bpe ™ t sinna (vgl. S.555 ).
n=1
Dap(z)=0 = b,=0 VYnelN = wu(x,t)=0.
Ansatz fiir die partikulére Losung:  wg(z,t) = Z Up(t) sinne .

Dieser Ansatz fiihrt auf die AWA:

vl (1) + 2o, (t) = bu(t) , v,(0) =0,

mit den Fourierkoeffizienten b, (t) von f(z,t) = t?sin 2x bzgl. =
= by(t)=1t> , b,(t) =0 sonst

= v,(t) =0 Vne IN\{2}; fiir n = 2 erhalten wir

vh(t) +4va(t) =1 | v2(0) =0 .

Losung dieser AWA:

1
= v(t) = —=(1 — 4t + 8% — %)
32
1
= wup(x,t) = 32(1—415—i-8t2 ~4) sin 2z
1
= u(x,t) = up(x,t) + up(z,t) = 3 — (1 — 4t +8t* —e *)sin 2z

ist die gesuchte Losung (da hier uj, = 0).

c) Inhomogene DGL, inhomogene Randbedingungen

uy = gy + f(x,t) , O<z<l,t>0
u(0,t) = 1(t) , u(l,t) =12(t) Randbedingungen
u(z,0) = p(x) Anfangsbedingung
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Hierbei seien 11,15 stetig differenzierbar fiir ¢ > 0.
Randbedingungen homogen machen:

Der Ansatz

v(x,t) = u(x,t) +a(t) + b(t)z

(mit den zu bestimmenden unbekannten Funktionen a(t),b(t)) fithrt auf ein Problem
mit homogenen Randbedingungen. Hierbei adndert sich die partielle DGL und die
Anfangsbedingung.

Denn:

0(0,) = u(0, 1) + alt) = b1 (t) +a(t) =0 = a(t) = —vu(t) ,
v(l,t) =u(l,t) +a(t) + b(t)l = a(t) — 1 (t) + (1)l =0 = b(t) =
= v, t) = u(e,t) = Pt + T (W1 (1) — v (0)) -

Da vy = up — 9 (t) + %(@Di (t) —5(t)) und  wvep = Uy, und

v(x,0) = u(z,0) — 11 (0) + %(@bl(O) —12(0)) erhalten wir fiir v die neue ARWA:

~| =

(¥1(t) — 4a(t))

v = v + [0, 0) =)+ TWIO - U50) L 0<a <, t>0
v(0,t) =wv(l,t) =0 homogene Randbedingungen
v(z,0) = p(z) —1(0) + %(1&1(0) — 12(0)) Anfangsbedingung

Beispiel
Up = Uy +tx , (0<x<1,t>0) (= a=1,1=1)
u(0,t) =t , u(l,t)=1
u(z,0) ==

Der Ansatz ov(z,t) = u(z,t) + a(t) + b(t)x ergibt:

v(0,t) =t+a(t)=0 = a(t)=—t,

V(1) =1—t+bt)-1=0 = b{t)=t—1

= ov(z,t) =u(z,t) —t+(t—1)zx

= vy=u—1+x, Uy =Ups , v(z,0) =u(z,0) —x=20—-—2=0 =

Ve =Uge +txr—14+2z , (0<z<1l,t>0)
v(0,t) =wv(1,t) =0
v(z,0) =0

Ist v(x,t) die Losung dieser ARWA, so ist
u(x,t) =v(x,t)+t—(t—1)x
Losung der gegebenen ARWA.
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Bemerkung : Auch bei anderen inhomogenen Randbedingungen

(z.B.: ugy(0,¢8) = 91(t) , u(l,t) =12(t)) kann man mit dem Ansatz:

v(z,t) = u(x,t) + a(t) + b(t)r die Randbedingungen homogen machen. Nur wenn
bei beiden Randbedingungen die partielle Ableitung nach x auftaucht, also:

ug(0,8) = 1(t) , ux(l,t) =12(t) , so mufl der Ansatz

v(z,t) = u(xz,t) + a(t)z + b(t)x? benutzt werden.

Bemerkung : Um die allgemeine ARWA (z.B.: Wérmeleitungsgleichung) zu 16sen,
sind also drei Schritte notwendig:

1.58chritt:  Randbedingungen homogen machen,
2.Schritt:  Homogenes Problem 16sen,
3.Schritt:  Partikuldare Losung des inhomogenen Problems bestimmen.

Beispiel
U =uUzp+1 , O<z<1,t>0) (= a=1,1=1)
w(0,t) =t , u(l,t) =1

u(z,0) = 22

1.Schritt:  Randbedingungen homogen machen

v(z,t) =u(x,t) +a(t) +bt)r =
v(0,t) =t+a(t)=0 = a(t)=—t,
v(l,t)=1—t+0b(t)-1=

t

Ve =V +x , (0<z<1,t>0)
v(0,t) =v(1,t) =0
v(z,0) =z(x —1)

2.Schritt:  Homogenes Problem 16sen

vp(z,t) = Z bpe "%t gin nrw (vgl. S.555)

n=1

9 [l
mit b, = I/ z(x — 1)sinnrx dx
0

_ 1 1
:2{x<x_1) cosmmc} +/ (23:_1)0087171'56 d:z;}
0

nim 0 nm

. J

-~

=0

sinnmzxi! U sinnrx
N 2{(2w_ 1 (nm)? ]0_/0 2W d:c}

-~

=0
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0 Jfalls n gerade

B cosmrxl_ 4 1 — _8
= bn—4 (mr)3 }O_ (mr) (( 1) 1) {W

Jfalls n ungerade

8 — 1 _ 2.2
= Uh(iU, t) = _; Z me (21+1)7m"t sm(2l + 1)7‘(':17 .
=0

3.Schritt:  Partikulare Losung des inhomogenen Problems bestimmen

Ve =V +2x , (O<x<1l,t>0)
v(0,t) =v(1,t) =0
v(z,0) =0

Variation der Konstanten:
Der Ansatz wvo(x,t) = Z wy(t)sinnrx  fihrt auf (vgl. S.558 )
n=1

wy, (t) + () wn (t) = bu(t) , wn(0) =0,

mit by, (t) 2/1xsinn x dx 2 (—1)mtt

n - = vie = —(—

L Jo nmw
£) = o= (nm)*t 2 1)1
= () = e o
2(—1)n+1
w,(0) =0 = wy(t)= L(l _ ef(nﬂ')2t>
(nm)?
_ 2 - (_1)n+1 —(nm)2t\ o

= ’UO(leyt)—ﬁnz_:lT<l—e )Slnnﬂ'aj

= wu(x,t) =vp(z,t) +vo(z,t) +t — (t — 1)z ist die gesuchte Losung.

Beispiel 2.:  Schwingungsgleichung (a > 0 fest)

Gegeben:
Uy = @ Uy + f(2,1) , O<xz<l,t>0
w(0,t) = 1(t) , u(l,t) =1a(t) Randbedingungen
u(x,0) = p1(x) , u(x,0) = pa(x)  Anfangsbedingungen

Diese DGL ist eine hyperbolische DGL.

Gesucht:  Eine Funktion u(z,t), die in I = { gtc c0<e <, t> O} 2—mal nach

x und 2—mal nach ¢ stetig partiell differenzierbar ist und die DGL einschliellich der
Rand- und Anfangsbedingungen erfiillt.
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Anwendung:

u(x,t) gibt die Schwingung einer Saite der Lénge [ an, wenn die Schwingung an den
Enden der Saite 11 (t) bzw. 15(t) und die Schwingung zur Zeit ¢t = 0 gleich ¢4 (z) und
die partielle Ableitung nach ¢ zur Zeit ¢t = 0 gleich @2 (z) ist.

1.Schritt:  Randbedingungen homogen machen

Auch hier miissen zunachst die Randbedingungen homogen gemacht werden. Dazu
benutzt man wieder den Ansatz — v(x,t) = u(z,t) + a(t) + b(t)x

(nur wenn beide Randbedingungen fiir u, gelten, so mufl der Ansatz

v(z,t) = u(z,t) + a(t)z + b(t)x? benutzt werden).

Dadurch werden die partielle DGL und die Anfangsbedingungen verandert.

Wir gehen nun davon aus, dafl die ARWA homogene Randbedingungen besitzt.
Sei also folgende ARWA gegeben:

Uy = @ Uy + f(2,1) , O<xz<l,t>0
u(0,t) =0, u(l,t) =0 Randbedingungen
u(z,0) = @1(z) , ue(z,0) = pa(z)  Anfangsbedingungen

2.Schritt:  Lésung der homogenen DGL (mit homogenen Randbedingungen)

utt=a2uw , O<ax<l,t>0
u(0,t) =0, u(l,t) =0
u(z,0) = p1(z) , u(z,0) = pa(z)

Wir machen fiir u(z,t) wieder den Ansatz (Produktansatz, Separationsansatz):
u(x,t) = f(x)g(t). Dieser Ansatz fithrt auf

L g"(t) _ (@) _

a> g(t)  flz)

Zusammen mit den homogenen Randbedingungen erhalten wir wieder eine EWA fiir
f(x) und eine DGL fiir ¢(t)

@) = Af(x)=0
f0)=f{) =0

2)  g"(t) = AaPg(t) =0

2
Die Losung der EWA 1) fiihrt wieder auf die EW A\, = — (Tll—ﬂ> , nelN,

und die zugehérigen EF  f,, () = ¢, sin ?1‘ (vgl. S.554 ).

2
Die 2. DGL geht fiir A, = — (?) iiber in die folgende DGL:
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nma

2
g'(t)+ () 90 =0
mit der allgemeinen Losung: g, (t) = a,, cos @t + by, sin #t.

Damit erhalten wir insgesamt durch Summation:

oo

u(z,t) = Z (an Ccos ?t + by, sin #t) sin nl—ﬂa:

n=1

ist Losung der homogenen DGL einschliefllich der homogenen Randbedingungen, falls
diese unendliche Reihe konvergent ist und 2—mal nach ¢t und 2—mal nach z stetig
partiell differenzierbar ist.

Nun miissen noch die Anfangsbedingungen: wu(x,0) = @1(x) , ut(z,0) = po(x) erfiillt
sein, also:

u(x,0) = Zan sin nl—ﬂx =p1(z) , (0<z<),
n=1

ug(z,0) = Z mbn sin g = wa(z) , (0 <z <I).

= [
Also miissen wieder die Funktionen ¢1(x) und @2(x) jeweils in eine sin —Fourierreihe
entwickelt werden. Dazu miissen beide Funktionen ungerade und dann 2[—periodisch

fortgesetzt werden. Dann muf} gelten (nach Koeffizientenvergleich):

2 l
a, = 7/ v1(s)sin nl_7r8 ds (Fourierkoeffizienten von 1)
0

9 [l
@bn = 7/ ©2(s) sin nl—ﬁs ds (Fourierkoeffizienten von ps)
0

3.Schritt:  Bestimmung der partikuldaren Lésung der inhomogenen DGL

Uy = gy + f(z,t)  , 0<az<l,t>0
u(0,t) =0, u(l,t) =0
u(x,0) =0, u(z,0) =0

Die partikuldre Losung up muf die Anfangsbedingungen u(z,0) = 0, u(x,0) =0
erfiillen, damit die Losung u = uy, + ug die gegebenen Anfangsbedingungen
u(z,0) = p1(z) , w(z,0) = pa(x) erfiillt.

Variation der Konstanten fithrt auf den Ansatz:

uo(z,t) = Z v (t) sin nl—ﬂac
n=1

mit den zu bestimmenden unbekannten Funktionen v ().
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Dieser Ansatz fiithrt nach Einsetzen in die DGL, anschlielendem Koeffizientenvergleich
und Berticksichtigung der Anfangsbedingungen auf die AWA:

nmwa

1)+ (0 at) = bt
v,(0) = v/, (0) =0

n

mit den Fourierkoeffizienten b,(t) der sin — Fourierreihe der Funktion f(x,t) bzg.
x (dazu muf} die Funktion f(x,t) wieder ungerade und dann 2[—periodisch fortgesetzt
werden).

Es gilt dann fir n € IN

2 l
by (t) = 7/ f(x,t)sin nl—ﬂac dx  (Fourierkoeffizienten von f(x,t) bzg. x)
0

Beispiel
Upp = AUz, +tsinme , (0<z<1,t>0) (= a=2,101=1)
u(0,t) =0, u(l,t)=t

u(z,0) = 4sin® 7z, uy(x,0) =2

1.58chritt:  Randbedingungen homogen machen

v(z,t) = u(z,t) +a(t) +b(t)r =
v(0,t) =04+a(t) =0 = a(t)=0,
v(l,t) =t+b(t) =0 = b(t)=—t

v(x,0) = u(z,0) = 4sin’® 72, v(2,0) = u(z,0) —z=2—2=0 =
Vg = dvgy +tsinmxr , (0<ax<1,t>0)
v(0,t) =v(1,t) =0

v(x,0) = 4sin® 7z, v(x,0) =0

2.Schritt:  Homogenes Problem 16sen

vp(z,t) = Z (an cos 2nmt + by, sin 2n7rt) sinnrz  (vgl. S.563 ),

n=1
oo
vp(x,0) = E an sinnme = 4sin® rr = 3sinx — sin 3w
n=1
= a1 =3, ag=—1, a, = 0 sonst,

(vh)t(x,()):ZerbnsianxZO = b,=0 VnelN

n=1
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=  op(z,t) = 3cos2ntsinmr —cosbrtsin3rz  ist Losung des homogenen Problems.
3.Schritt:  Partikulare Losung des inhomogenen Problems bestimmen

Vg = Augp +tsinmz , (0<z<1,t>0)
v(0,t) =v(1,t) =0
v(x,0) = v4(x,0) =0

Variation der Konstanten:

Der Ansatz wvo(x,t) = Z wy,(t) sinnrx  fiithrt auf die AWA  (vgl. S.564 )
n=1

w! (t) + (2nm)%w, (t) = bu(t) , wy,(0) =w! (0)=0,

mit by(t) =t , b,(t) =0 flirn #1

= wy(t) =0 firn # 1.

Fiir n = 1 miissen wir die AWA:  w/ (t)+(27)?wy(t) =t , w1(0) = w}(0) = 0, lésen.
Die allgemeine Losung lautet:

t
w1 (t) = ¢1 cos 2wt + co sin 27t + ——

(2m)?
w1(0)=0 = ¢ =0,

1

(0) = 2mes + —— =0 = !
w =2mcy + —— = o= —

: ) G

1
= wi(t) = CE (27t — sin 2mt)
1

= v(z,t) = (27wt — sin 27t) sinwx st partikuldre Losung.

(2m)3

= u(z,t) =vp(x,t) +vo(x,t) +at ist die gesuchte Losung.

Die homogene Schwingungsgleichung wuy = a*uy, a8t sich auch mit Hilfe einer
anderen Methode, der ”Methode von d’Alembert”, 16sen.

Methode von d’Alembert

Gegeben:

Ut = 02 Upy , O<x<l,t>0
u(0,t) =0, u(l,t) =0
u(z,0) = p1(z) , u(z,0) = p2(x)

Wir fiihren die neuen Variablen £ und 7 ein mit
E=x—at, n=ux+at.

Fir wu(z,t) =w(&,n) gilt dann
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Uy = We - Eg + Wy - Ny = We + Wy

Upg = Weeka + WenNy + Wiela + Winte = Wee + 2Wey + Wy (falls w € C?(D)),

up = we - & + wyy Ny = —awe + aw, ,

Uy = —a(wee&y + wenMe) + a(Wne&s + Wypy) = —a(—awee + aweyy) + a(—awe, + aw,,)
= a®wge — 2a*wey + a*w,, (falls w € C*(D)).

Einsetzen in die DGL ergibt:

Ut — P Uy = a®wee — 202 Wey, + a*wp, — 0 (Wee + 2wey + Wyy) = —4awe, =0

= (daa>0)

wgn:O

Diese partielle DGL 148t sich einfach integrieren:

Da wey = (wg)y, =0 = we ist unabhéngig vonn = we = f(§) (nur Funktion
von &)

= w(n) = /f({) d¢ + G(n) (Integrationskonstante héngt von 7 ab).

Sei F'(§) eine Stammfunktion von f(&), dann gilt:
w(&,n) = F(&) + G(n).
F, G sind beliebige 2—mal stetig differenzierbare Funktionen.

Fiir u(z,t) erhalten wir also:  Die allgemeine (2—mal stetig differenzierbare) Losung
der Schwingungsgleichung uy; = a?u,, lautet:

u(z,t) = F(x —at) + G(x + at)

wobei F, G beliebige 2—mal stetig differenzierbare Funktionen sind.

Anfangsbedingungen angleichen:

Es muB gelten:  u(z,0) = p1(x) , u(x,0) = @o(x) =
u(z,0) = F(z) + G(z) = p1(z) ,

ut(x,t) = —aF'(z — at) + G’ (x + at) =

(1) w(z,0) = —aF'(z) + aG' () = pa2(x) .

Differentiation der 1.Gleichung und Multiplikation mit a ergibt:

(2) aF’'(x) + aG'(x) = ap)(z) .
@)-(1) = Fl@)= 56 - 5l
@) +(1) = G@)= 560+ 5l

Integration ergibt:
1 1 [*
Fla) = 21 () — —/ o (s) ds |
ZQ

2 2a
1 1 [*
G(o) = ger(@) + 5o [ als) ds.

Daraus folgt mit wu(x,t) = F(x — at) + G(x + at):
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1 xr+tat
uat) = 5ler—a) + @t a) + 50 [ eals) ds

ist Losung der Schwingungs-DGL und erfiillt die Anfangsbedingungen.

Randbedingungen
Es muB gelten: «(0,t) =0, u(l,t)=0.

u(0.1) = 5(er(-at) +r(at) + o [ " pal(s) ds =0,

2a —at

= o

l+at
u(l,t):§(g01(l—at)+g01(l+at))+%/l wa(s) ds =0 .

—at
Diese beiden Bedingungen sind erfiillt, wenn 1, o ungerade und 2l—periodisch sind

(das kann durch Fortsetzung immer erreicht werden, da 1, ps nur in (0,1) gegeben

sind).

Denn dann gilt: @

p1(—at) = —p1(at) , i
1l —at) = —p1 (=l + at) = —p1 (I + at) , -

at l+at ; i
/ wa2(s) ds =0, / wa(s) ds = 0. fommm Lo

—at l—at

Damit u 2—mal stetig partiell differenzierbar ist, muf§ ¢; (nach Fortsetzung) in IR
2—mal stetig differenzierbar und o (nach Fortsetzung) in IR 1—mal stetig differen-
zierbar sein.

Beispiel (vgl. S.564 , homogenes Problem)

Upg = gy , (0<z<1,t>0)

u(0,t) =u(l,t) =0

u(z,0) = 4sin® 7z | wy(z,0) =0
©1(x) = 4sin® 12 = 3sinwz — sin 37z |
w2(xz) =0
= (1,9 sind ungerade, 2—periodisch und beliebig oft stetig differenzierbar.

1

= u(x,t) = 5(3 sinm(x — 2t) — sin 37 (x — 2t) + 3sinnw(x 4 2t) — sin 37 (x + 2t))

1
=3 (3sin mx cos 27t — 3 cos a sin 27t — sin 3wz cos 67t + cos 3w sin 67t
+3sin wx cos 27t + 3 cos T sin 27t — sin 3wx cos 67t — cos 3w sin 67t)
= wu(x,t) = 3cos2rtsinmxr — cos 67t sin 3wz

ist Losung dieser ARWA  (vgl. 5.565 ).

567



Mehrdimensionale Probleme
Wir beweisen zunéchst folgenden Hilfsatz:

Hilfssatz 15.2 : Sei M C IR™ Normalbereich mit M C G , G beschrinktes Gebiet,
und sei u € C?(G).

Dann hat die Figenwertaufgabe

Au= A u in M, ugy =0

nur negative Figenwerte , also A < 0.

Beweis :  Nach der 1. Greenschen Formel (vgl. S.474) gilt

/ (uAu + |grad u|?) dz = / u% do =0 (daupy =0)
M oM n

= )\/ u? d:i"+/ lgradul?> dZ =0  (da Au = \u)
M M

lgrad u|? dz
= A=-2M <0 (da/ w? di > 0 fiir u # 0).
M

/ u? dZ
M

Beispiel hierzu:
@) =Af(x) , f0)=f()=0 , M=10,]

2
= A<0 (vgl S554 , A, = —("TW> ).

Bei mehrdimensionalen Problemen wird (wie bei den eindimensionalen Problemen)
zunéchst die Zeitvariable ¢  von der Ortsvariablen & mit Hilfe eines Separa-
tionsansatzes getrennt.

Beispiel 1.:  Warmeleitungsgleichung

up = a’Au reM , t>0
ugn =0 Randbedingung
u(#,0) = p(¥)  Anfangsbedingung

(A wirkt nur auf die Ortsvariable ¥).

Der Separationsansatz u(Z,t) = f(Z)g(t) fithrt nach anschlieBender Division
durch a®f(%)g(t) auf

() A@
29t~ 1@

Hieraus (zusammen mit der Randbedingung wjgys = 0) erhalten wir die
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FEigenwertaufgabe fir f(T)
(1) Af=Af inM , flou=0

und die DGL fiir g(t)

(2)  g'(t) = Aa®g(t) =0

Nach Hilfsatz 15.2 gilt: Die EWA (1) hat nur negative EW, also gilt A < 0. Deshalb
setzen wir A = —a?. Damit lautet die EWA (1) fiir f(%): Af+a?f =0, flom = 0.
Die DGL (2) fiir g(t) geht iiber in:

2
g (t) + (a)?g(t) = 0 mit der Losung: g, (t) = Cae—(aa) L

Also gilt:

an CLO& tfa( )

ist Losung der Warmeleitungsgleichung (einschliellich der Randbedingung), falls
a Eigenwert und f,(Z) Eigenfunktion der EWA

Af+e?f=0 ., fom=0

Beispiel 2.: Schwingungsgleichung

up = a’Au reM , t>0
ugn =0 Randbedingung
u(@,0) = p1(Z) , we(Z,0) = p2(Z)  Anfangsbedingungen

Der Separationsansatz u(Z,t) = f(Z)g(t) fihrt nach anschlieBender Division
durch a?f(Z)g(t) auf

S0 MA@

a’g(t)  f(Z) '

Hieraus (zusammen mit der Randbedingung wjsy; = 0) erhalten wir die
FEigenwertaufgabe fir f(Z)

(1) Af=X M . flou=0

und die DGL fiir g(t)

(2)  ¢(t) - Ma2g(t) = 0

Fiir die EWA (1) gilt wieder: X < 0. Deshalb setzen wir wieder X\ = —a?. Damit
lautet die EWA (1) fiir f(Z): Af+a?f=0 |, flon = 0.
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Die DGL (2) fiir g(t) geht iiber in:
g"(t) + (a)?g(t) = 0 mit der Losung: g4 (t) = cq cosaat + d,, sinaat .
Also gilt:

u(@,t) = Z(CO‘ cos aat + d, sinaat) fo (T)

«

ist Losung der Schwingungsgleichung (einschliefilich der Randbedingung), falls
a Eigenwert und f,(Z) Eigenfunktion der EWA

Af+af=0, flau=0

Losung der EWA: Af+o?f=0 Jlonr =0 fiir spezielle Bereiche M

a) M Rechteck

Wir separieren die Variablen x und y mit dem Ansatz:  f(z,y) = v(z)w(y).
Dieser Ansatz fithrt auf

v (@)w(y) + v(@)w” (y) + oo(z)w(y) = 0.
Division durch v(z)w(y) ergibt:
v'(x)  w'(y) o

Vie) W'y o W)
@ el 0T ) T el ¢ R

Damit erhalten wir die beiden gewohnlichen DGL

V(@) = po(e) =0, w’(y) + (u+o®)w(y) =0.

Aus der Randbedingung fsar = 0 folgt: v(0) =v(l) =0, w(0) =w(l) = 0.
Damit erhalten wir die zwei EWA

(la) V" (z) —pv(z) =0 , v(0)=v()=0
(1) w’(y) + (u+a®)uw(y) =0 , w(0

~—
I
S
—~
o~
~—
I
=}

2
Die EWA (1a) hat die EW i, = —(—) . nelN,

und die EF v, (x) = ¢, sin nTﬂx (vgl. S.554 ).

2
Die EWA (1b) hat die EW i, + o2, = (—) , me N,

und die EF  w,,(y) = d,, sin gy .
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N

2 2 2
o i (5 (22 = (o -
Qo = ?\/ n2+m? , n,m € IN, sind die Eigenwerte der EWA
Af+a?f=0, fione = 0, fiir das Rechteck M;

nim

frm(T,y) = cpmsin 5 sin #y sind die zugehorigen Eigenfunktionen.

Beispiel hierzu

u = a>Au (x) € M Rechteck , t>0
Y

U|3M =0

u(x,y,O) = 901($,y) s ut(xvyao) = @2(x7y)

Die allgemeine Losung der DGL (einschliefllich der Randbedingung) lautet:

n m
u(z,y,t) = Z Z (G, COS Wiyt =+ by SID Wy, t) SiN Tﬂ-l‘ sin Tﬁy

n=1m=1
- Ta o 2
mit wy ., = — VN +ma.

[
Nun miissen noch die Anfangsbedingungen angeglichen werden:

mm
u(z,y,0 Z Z G sin 2 sin v =e1(z,y)

n=1m=1
= n,m sind die Fourlerkoefﬁmenten der sin —Fourierreihe von ¢1(z,y)

(2—dimensionale Fourierreihe),

nmw mm
+(z,y,0 Zanmnmsm x sin —y = @a(z,y)

l l
n=1m=1
= Wpn,mbn,m sind die Fourierkoeffizienten der sin —Fourierreihe von ¢2(z,y) , also

4
an’m:ﬁ/ / o1(x y)sinnl—ﬂx singy dxdy ,

//gpgmy sm?msm?ydmdy

bn,m
Wn, m

b) M Kreisscheibe

M:{@) : x2+y2§1}.

Wir behandeln nur den folgenden Spezialfall:
f sei nur abhéngig vom Abstand zum Nullpunkt, d.h.: von r (also unabhéngig vom
Winkel ). Damit ist f eine Funktion von r, also f(r) (die partiellen Ableitungen
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nach ¢ sind = 0, die partiellen Ableitungen nach r sind gew6hnliche Ableitungen).
Schreiben wir den Laplace-Operator Af in Polarkoordinaten um, so erhalten wir

1

(vgl. S.276 ):  Af = f"(r) + ;f’(r).
Damit geht die DGL: Af + o?f =0 iiber in die gewohnlich DGL

1
f'(r)+=f'(r) +a*f(r) =0, Multiplikation mit r> =

T
r2f"(r) +rf'(r)+ (a®r? = 0)f(r) =0 (modifizierte Besselsche DGL , vgl. S.520 ).
fa(r) = cado(ar) + doNo(ar) ist allgemeine Losung.
fa beschrinkt firr -0 = d,=0 =

fa(r) = cado(ar) ist Losung (fiir » — 0 beschrénkt).
Randbedingung:  fionr =0 = fo(1) = cado(a) =0 = a Nullstelle von Jy(z).

Also sind die Eigenwerte der EWA: die Nullstellen a von Jy(z).
Die zugehorigen Eigenfunktionen lauten: f,(r) = coJo(ar).

Beispiel hierzu

up = a’Au (x) € M , M Kreisscheibe mit Radius 1 , ¢t >0
Yy

Ulom = 0
u unabhéngig von ¢ , u(r,0) = p(r)

Die (nur von r und ¢ abhéngige) allgemeine Losung dieser DGL lautet:
2

u(r,t) = Z cae_(aa) tJo(ar)

(hierbei wird {iber alle positiven Nullstellen o von Jy summiert).

Anfangsbedingung angleichen:

u(r,0) = Z caJo(ar) = o(r)

= ¢ nach Besselfunktionen entwickeln, d.h.:  Multiplikation mit rJy(8r) und an-
schlielende Integration ergibt:

an/o rJo(ar)Jo(Br) dr 2/0 ro(r)Jo(Br) dr .

Wegen der Orthogonalitatseigenschaft der Besselfunktionen (vgl. S.520 ) gilt:

1 0 Jalls a # 3
/0 rdo(ar)Jo(Br) dr = % 7@) fllsa g,
2 1
Also gilt: Ca = / ro(r)Jo(ar) dr.
g ) s p(r)Jo(ar)

Als nachstes Beispiel wollen wir das Dirichlet-Problem fiir spezielle Bereiche des IR"™
losen.
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Dirichlet-Problem

Au=0 in M , o = h

Hierbei sei M C IR" ein Normalbereich, u € C?(M) , u € C(M) , h € C(OM).

Dieses Problem besitzt hochstens eine Losung (vgl. S.478 ).

Wir bestimmen nun die Losung fiir spezielle Bereiche des IR™.

a) Rechteck in IR?

M:{<x>:0§x§l,0§y§l}, el
)
UloM = h(x,y) : ’1)[/1()7) ﬂ,Dz(y)

Hierbei sei auf den 4 Réandern:
h(l‘,O) = 901(‘,17) ’ h(IJ) = 902(33) ’ (f?l(x) 'X

1.Schritt:  Erzeugung von ”Nullen” in den vier Eckpunkten

Der Ansatz v(x,y) = u(z,y) + ax + by + cry + d fithrt auf
v(0,0) =u(0,0)+d=0 = d=—h(0,0),
d+ h(0,1

v(0,0) =u(0,))+bl+d=0 = b= —# ,
d+ h(l,0)

l )
d+ al + bl + h(l,1)

12

Dieser Ansatz verandert nicht die partielle DGL Av = Au = 0.

Wir setzen also ab jetzt voraus, dafi die Randfunktion h(x,y) in den 4 Eckpunkten
den Wert = 0 hat, also 2(0,0) = h(0,1) = h(l,0) = h(l,1) = 0.

v(,0) =u(l,0)+al+d=0 = a=—

o(l,1) =ul,l)+al +bl+c*+d=0 = c=—

2.Schritt  Aufspaltung in 4 Probleme

Wir spalten das Problem auf in 4 Probleme. Jedes der folgenden 4 Probleme erfiillt
an 3 Randern die Randbedingung = 0, am 4. Rand die gegebene Randbedingung.

(1) Av=0, v(z,0)=h(z,0)=pi(x), v(z,l)=0v(0,y) =v(l,y) =0 .
(2) Av=0, v(z,l)=h(zl) =p(z), v(r,0)=v(0,y) =v(,y) =0.
3)  Av=0 ., v(0,y) =h(0,y) =¢1(y) , v(z,0) =v(z,]) =v(,y) =0.
4)  Av=0, v(l,y) =h{l,y) =va(y) , v(z,0) =v(x,l) =v(0,y) =0.

Seien v1, vo, v3,v4 die Losungen dieser 4 Probleme, dann gilt:
v =v1 + vy +v3 +v4 ist Losung des gegebenen Dirichlet-Problems.
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Wir bestimmen zunéchst die Losung des Problems (2):
(2)  Av=0, v(z,l)=h(zl)=p(z), v(z,0) =v(0,y) =v(l,y) =0.

Wir machen den Produktansatz: v(z,y) = f(x)g(y). Damit erhalten wir
fx) _ 9"(y)

= — = elR,
(=) 9(y)

v(z,0) = f(x)g(0) =0 YO<z<l = ¢(0)=0 (sonstwv=0),
v(0,y) = f(0)g(y) =0 YO<y<Il = f(0)=0 (sonstwv=0),
v(l,y)=f(Dg(y) =0 YO<y<l = f(I)=0 (sonstv=0).

Also erhalten wir fiir f(z) die EWA
(a)  f(x) = Af(z) =0, f(0)=f(l)=0
und fiir ¢g(y) die DGL

(b)  ¢"(y) +Ag(y) =0, g(0)=0

. . nm\ 2
Die EW der EWA (a) sind (vgl. S.554): A\, = _<T> , n€IN.

Die zugehorigen EF lauten:  f,(x) = ¢, sin LI

l
Die DGL (b) geht fiir diese EW iiber in:

2 nroo
ar(y) — <nl_7r> gn(y) =0 mit der Losung g, (y) = dye ! 4 +doe 1 J ,
. .onm
gn(0)=dy +de =0 = dy=—-di = gun(y) =0by, smh(Ty) )

Also lautet die allgemeine Losung des Problems (2)  (einschliefllich der 3 ”Null-
Randbedingungen”) :

nm

—~, . .nT
va(z,y) = Z by, Smh(Ty) sm(Ta:)
n=1

Angleichung an die 4.Randbedingung: vo(z,l) = Z by, sinh(nm) sin(nl—ﬂa:) = @o(x)
n=1
B, 2 [
= b, = m mit B, = 7/0 o (z) sin nl_77$ dzx (Fourierkoeff. von s)

Lésung zu (1):
(1) Av=0, v(z,0)=h(z,0)=pi(z), v(z,l)=v0,y) =v(l,y) =0.
Analog erhalten wir fiir f(z) die EWA

()  f'@)~A(@) =0, f(0)=f()=0




und fiir g(y) die DGL
(b)  ¢"(y)+Ag(y) =0 , g(1)=0

2
mit den EW )\, = _(nTw> , n€IN, und den EF  f, (z) = ¢, sin L

l
Die DGL (b) geht fiir diese EW {iber in:
2 n_ﬂy _n_ﬂy
9n(y) — (nl—?r> gn(y) =0  mit der Losung  gn(y) =die | ~ +dye |~

gn() = d1e™™ 4 doe ™" =0 = dy = —d12"T =
nm nm nm nm

n(y) = d(eTy — eQmTe_Ty> = J(e_nﬁeTy — emre_Ty)
nw nw

—d(el (y_l)—e_T(y_l)) = by sinh(“T (1 - p))

Also lautet die allgemeine Losung des Problems (1)  (einschliefllich der 3 ”Null-
Randbedingungen”) :

Zb sthl— ))sm(l x)

Angleichung an die 4.Randbedingung: vi(x,0) = Z by, sinh(nm) sin(nl—ﬂa:) = p1(2)

n=1

B, 2 [
= b, = Sh () mit B, = 7/0 ©1(x) sin nl—ﬁx dx (Fourierkoeff. von (1)

Analog (indem man x und y vertauscht) erhélt man die Losungen fiir die Probleme

(3) und (4):
Loésung des Problems (3):

Z bn smh l — 1)) sin(nl—ﬂy)

B, :
mit b, = , / 1 (y) sin —y dy (Fourierkoeff. von 1))
sinh(nm)

Losung des Problems (4):

Zb smh x) sin( ;Ty)

B, :
mit b, = m , B, = 7/0 o (y) sin nTWy dy (Fourierkoeff. von 1))
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Beispiel

Au=0 in M , u‘aM:mQ—i—xy

M sei Rechteck mitl =1 .

1.8chritt :  In Eckpunkten ”Nullen” erzeugen
Ansatz: v(z,y) = u(x,y) + ax + by + cxy + d , 1

0(0,0) = u(0,0) +d=0+d=0 = d=0,
v(0,1) =u(0,1)+b=0+b=0 = b=0,
v(1,0) =u(1,0) +a=14a=0 = a=-1,
v(l,1) =u(l,1)—1+c=2—-14c=0 = c=-1

= v(z,y) =u(r,y) -z —zy,

v|3M:u|aM—x—xy:x2+:L'y—:L’—a:y:x2

—rz=z(x—1).

Also erhalten wir fiir v(z,y):

Av=0 in M, viom = z(T — 1)

Fiir die 4 Randfunktionen gilt:

p1(x) = h(z,0) =x(x = 1), p2(x) = h(z,1) =z(z - 1),
P1(y) = h(0,y) =0, 2(y) = h(l,y) =0 .
Day1=19=0 = wv3=uv4=0.

Fiir die Fourierkoeffizienten der sin —Fourierreihe von (7 und 9 erhalten wir

9 rl
Bn:—/ z(x — 1)sinnrx dx
0

1
—cosnmxll ! COS NTT
=2 —1)— 2r — 1
{oe - )= 4 [0 =) )
~0 1
sinnmrxi! sinnmx
:2{2—1 }_/z—d}
(22 ) (nm)? 1o Jo = (nm)? *
-0
_ dcosnrzyl 4 e 0_ J[falls n gerade
~ (nm)? }0 ~ (nm)3 ()" =1)= ok Jfalls n ungerade
T
B 0 Jfalls n gerade
b, = — = 3
= sinh(n) { ()3 simh(n) Jfalls n ungerade .

Also erhalten wir
8 — sinh((Zk +r(1—vy)) .
=—— 2 1
Z smh (2k + 1)my)
s (2k+1 smh((2k + 1)7)

vo(z,y) = sin((2k + 1)7x) .
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u(z,y) = vi(x,y) + vo(x,y) + x + xy ist die gesuchte Losung.

Die unendlichen Reihen und alle Ableitungsreihen bis zur 2.partiellen Ableitung nach
x bzw. nach y sind gleichméfig konvergent fiir |y| < o < 1, weil im Nenner sinh(n)
steht. Also lassen sich die unendlichen Reihen von v; und vo gliedweise 2—mal nach
x und nach y partiell differenzieren fiir x| <1, |y| < 1.

b) Kreisscheibe in IR? : Inneres, Aueres oder Kreisring

Au=0 in M , U = h

mit M:

W

R R

7

Inneres oder Auferes oder Kreisring

{(Z”) s oty <R {(z) sty 2 R {(;‘") N I

Wir benutzen Polarkoordinaten: = = rcosy , y = rsin .

Dann geht die Laplace-Gleichung fiir u(z,y) = v(r, @) iiber in (vgl. S.276 )
1 1

Au:vrr—i—;vr—kﬁv(w:o.

Der Separationsansatz v(r,p) = f(r)g(y) fithrt auf

1 1
F(r)g(p) + —f'(r)g(e) + 5 f(r)g"(¢) = 0.
Division durch f(r)g(¢) und Multiplikation mit r? fithrt auf

a1 GO S GO B ) S

f(r) 9(#)
(1)  ¢"(¢) +Ag(¢) =0 , g 27 — periodisch ~ (EWA)

(2)  r2f"(r)+rf'(r) = Af(r) =0 (Eulersche DGL)

Zu (1): Ansatz: g(p) =et? = p?=—X\ (charakteristische Gleichung).

A<0 = g(p)=creV 2 4 e VAe
g 2m—periodisch = c¢;=c=0 = g¢g=0.

A=0 = glp)=c1+cp , g 2m—periodisch = =0 =
Ao =0 ist EW | go(¢) = ag ist zugehorige EF.
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A>0 = g(p) =cicosVAp + casin VA,
g 2m—periodisch = VA=n,nelN =
A, =n? sind EW | g,(¢) = a, cosny + b, sinny sind zugehérige EF.

Zusammen gilt also:

A =12, n € Ny sind die EW , ¢,(p) = a, cosnp+b, sinng sind die zugehorigen
EF der EWA (Ao =0, go(¢) = ap ist hier enthalten).

Zu (2): r2f"(r) +rf'(r) —n?f(r)=0 , ne€ Ny (Eulersche DGL).

Der Ansatz f(r) =r# fithrt auf die charakteristische Gleichung:
pp—1)+p—n? =0 = p?>=n?, nelNg.

n=0 = fo(r)=co+dolnr,
n>1 = fu(r)=cyr+dpyr .

Damit erhalten wir insgesamt die allgemeine Losung

o0
. d
v(r, @) =co+dolnr + Z(an cosnp + by, sinny) (e, "™ + T—Z)

n=1

1. Fall: Das Innere eines Kreises

M:{(z) : x2+y2§R2}.

v muf fiir r = 0 definiert sein = do=0, d, =0 Vn € IN , also

o0
v(r, @) = co + Z(an cos ny + by, sinnp)r’ .
n=1

Randbedingung:  vigar = v(R, @) = h(R, ) =

v(R,p) =co+ Z(an cosny + by, sinnp)R"™ = h(R, ¢)
n=1
= h muB in eine Fourierreihe entwickelt werden. Sei also

A o0
h(R,p) = 70 + Z(An cosny + B, sinny) = (Koeffizientenvergleich)

n=1

_AO _An b _Bn 1
Co = 2 7an_Rn7 H_Rnaaso

v(r, p) + Z(An cosny + By, sinny) (%)n
n=1

T2

ist Losung des Dirichlet-Problems im Innern des Kreises mit Radius R , falls
A, , B, die Fourierkoeffizienten der Randfunktion h(R, ¢) sind.

2. Fall: Das Aufere eines Kreises
M = {(x) 2?2 ZRQ} .
Y
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v soll fiir » — oo beschrankt sein = dyp =0, ¢, =0 Vn € IN , also
1

e

oo
v(r,p) = co + Z(an cosnp + by, sin ny)

n=1

Randbedingung:  vigar = v(R, @) = h(R, o) =

1
v(R,p) =co+ Z(an cosny + by sinnp) —— = h(R, ) .

R
n=1
h mufl wieder in eine Fourierreihe entwickelt werden. Sei also
A o
h(R,p) = 70 + Z(An cosny + B, sinngy) = (Koeffizientenvergleich)
n=1
A
co = 70 , ap = A,R" , b, = B,R" , also

Ay , Ry
v(r,p) = 70 + Z(An cosny + B, smngp)<?>
n=1

ist Losung des Dirichlet-Problems im AuBeren des Kreises mit Radius R , falls
A, , B, die Fourierkoeffizienten der Randfunktion h(R, ¢) sind.

3. Fall:  Kreisring

M = {(5‘7) D Ri% < 2?4 y? §R22} .
Y

In diesem Fall muf§ die allgemeine Losung (vgl. S.578 ) benutzt werden. Mit Hilfe

der beiden Randbedingungen wv(R1,¢) = h(R1,¢) , v(R2,¢) = h(R2,¢) koénnen

die Koeffizienten a,,,b,, c,,d, bestimmt werden. Dazu miissen wieder die beiden

Randfunktionen h(R1, ) und h(Rs2,¢) in Fourierreihen entwickelt werden.

Beispiel

x
Yy
h(z,y) =1+1y> = h(r,o)=1+7r%sin’p =

h(2,0) =1+ 4sin® o =1+2(1 —cos2¢p) =3 —2cos2p (Fourierreihe von h(2, ¢)).

a) AUZO,U|3M:1+y2,M:{() :x2+y2§4} = R=2.

o
v(r,p) = co + Z(an cosny + by sinng)r™ st Losung im Innern eines Kreises.
n=1

Randbedingung: r = 2:

v(2,¢) =co + Z(an cosny + by, sinng)2" =3 — 2cos2p

Koefﬁzientenvgrgieich:

co=3,0ay-22=-2,a,=0sonst,b,=0 VYnelN

= ¢y =3, CL2:—1/2

2 (cos? ¢ — sin® )
2

1
= v(r,p)=3-— §(COS 20)r% =3 —
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1
= u(r,y)=3-— 5(902 —5?) st die gesuchte Losung.

T

Yy
cos’p +rsing =

b) AU:O,W&M:xQ‘HJ;M:{() :x2—|—y229} = R=

h(z,y) =2*+y = h(r,e) =r?

9 9
h(3,¢) = 9cos® p + 3sinp = 3 - 5 c08 2¢0 + 3sing  (Fourierreihe von h(3,¢)).

oo
1 .
v(r,¢) = co + E (an cosng + by sinng)—  ist Losung im Aufleren eines Kreises.
r
n=1

Randbedingung: r = 3:

1 9 9
v(3,) = co + Z(an cosng + by, sinnp)— = = + = cos2p + 3siny ,

= 3n 2 2
Koeffizientenvergleich:
cozg, ?zg, E%:B,alleanderenan und b, =0
= 00:§,a2—?,b1—9
= o(r,e) = g + %((30:3290)%2 +9(singo)% = g + % : :_i(COSQ @ —sin? @) + r—92rsingp
= u(z,y) = g + 25;;:_;;) x2?{3—/y2 ist die gesuchte Losung.

c) Au=0, up=1 =142, uyp— =12, M:{(x) : 1§x2+y2§4}
Y
= Ri=1, Ry=2.
h(l,¢0) =14 cosp , h(2,p) =2cose (Fourierreihen von h(1, ) und h(2,p)).

(o e)
d
v(r,p) =co+dolnr+ E (@, cos np+b, sinne)(c,r™ + —Z) ist Losung im Kreisring.
T
n=1

Randbedingung: r =1 (innerer Rand):

v(l,p) =co + Z(an cos ny + by, sinny)(c, +d,) =1+ cosg ,
n=1
Koeffizientenvergleich:

co=1, ai(ci+dy) =1, an(ch +dy) =0sonst , b,(c, +dp,) =0 VnelIN.
Randbedingung: 7 =2 (&uBerer Rand):

00 dn
v(2,¢) = co+doIn2 + Z(an cos ny + by, sinnp)(c, 2" + 2—n) =2cosp ,
n=1
Koeffizientenvergleich:
d dn
co+doln2=0, a1(2¢; + 31) =2, ap(c2" + 2—n) = 0 sonst ,
dn
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1

= c=1,dy= BFoR ardy =0, aic; =1, alle anderen a,, und b, =0
In

= v(r,go)zl—ﬁ—k(cosgo)r
In /22 + 42

= u(r,y)=1-— o + x ist die gesuchte Losung.
n

c) Zylinder in IR?

Au=0 in M , Uon = h

x
mitM:{ Y :x2+y2§R2,—h§z§h}.
z

Wir benutzen Zylinderkoordinaten: x =rcosy , y=rsing, z = z.
Dann geht die Laplace-Gleichung fiir u(z,y, 2) = v(r, ¢, z) iiber in  (vgl. 5.276 )

1 1
Au:vrr—k;vr—l——vww—kvzzzO.

Der Sepamtionsagzsatz v(r, e, 2) =1f(r)g(g0)h(z) fithrt auf
F1(r)g(@)h(z) + — ' (r)g(p)h(2) + 5 [(r)g" (9)h(z) + f(r)g(p)h" (2) = O
Division durch f(r)g(¢)h(z) fithrt auf

fir) [ fir) g"e) _ h()

) rf() 2(90)__h(z):_)\€]R =
h"(z) — Ah(z) =0 (DGL fiir h(z))  und
fﬁ() (T) () = ultiplikation mit 72 ergibt:
f(f)() Sf)(j; " )+A_(0') o | .
2 £ _|_,r. /,r. 9 _g//(p o

() AT o) M=

(1) g"(p) +ng(p) =0 , 2r—periodisch  (EWA fiir g(¢))

(2) R'"(z) = Ah(z) =0 (DGL fur h(z))

(3) () +rf'(r)+ W2 —p)f(r)=0  (DGL fiir f(r))

Zu (1): Die EW und EF der EWA sind (vgl. S.578)

EW: pu,=n?>,nelNy , EF: g,(p)=a,cosny + b, sinnep .

Zu (3): Fiir p, = n? lautet die DGL (3):

r2f(r) +rf'(r) + (Ar® —n?) f(r) = 0.

Das ist fiir A > 0 die modifizierte Besselsche DGL (vgl. S.520 ) mit der allgemeinen
Losung:  fn(7) = cn (VA7) + dp Ny (VAF)

(Jn Bessel-Funktionen und N,, Neumann-Funktionen).
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Da f,(r) fiir r = 0 definiert sein muB = d, = 0 (da Neumann-Funktionen fiir
r — 0 unbeschrénkt)

= fulr) = cnJn(VAr)  sind die Losungen von (3) fiir A > 0.
Zu (2):  fiir A > 0 lautet die allgemeine Losung:
ha(2) = cxe¥* + dye V7 |

Damit erhalten wir insgesamt als allgemeine Losung des Dirichlet-Problems fiir den
Zylinder:

v(r, @, z) = Z Z(an cosny + by, sin ngo)(c,\eﬁz + d,\e’ﬁz)Jn(\/Xr)
A n=0

Angleichung an die Randbedingung wujgys = h schrankt die A—Werte ein und bes-
timmt die Koeffizienten a,,, b,, cx, dy.

d) Kugel in RB A

Au:o inM7 U‘aM:h [___-_R=
N

x
mitM:{ Y :x2—|—y2—|—22§R2}.
z

Wir benutzen Kugelkoordinaten: x =rcospcosy , y=rsinpcosty , z=rsiny.
Dann geht die Laplace-Gleichung fiir u(z,y, z) = v(r, ¢, ) tiber in  (vgl. S.277 )

2 1 1 tan
AUZUTT+;UT+—¢1}¢¢+T_2U¢¢_ - vy =0 .

72 cos?
Der Separationsansatz v(r,p,1) = f(r)g(¢)h(y) fithrt nach Division durch
f(r)g(p)h(¢p) und Multiplikation mit r? auf
r2f"(r) + 2rf'(r) 1 g'(e) M) W ()
. — ——=0.
e gty ) M)
Subtraktion des f(r)—Anteils auf beiden Seiten ergibt:
1 g"(e) | M'(¥) W) r2fr(r) +2rf'(r)
. - =— =\eRR.
o0 gle) ) ) 1) :
Hieraus erhalten wir die DGL fiir f(r):
r2f"(r)+2rf'(r) + Af(r) =0 (Eulersche DGL) und
1L g'(e)  P'(®) ()
: — ———-A=0.
% gle) TR ) T
Multiplikation mit cos? v ergibt:
W' (4) )

coszww—sinwcoswm—)\cos2z/):— =pnelR.
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Damit erhalten wir insgesamt:

(1) g"(p) +ng(p) =0 , 2r—periodisch  (EWA fiir g(¢))

(2)  cos® " (1) — sinth cos PR () — (Acos® ¥+ w)h(¥) = 0

li h istiert EWA fiir h
w—}Er/Q (1) existier (EWA fiir h(v)))

(3)  r2f'(r)+2rf'(r) + Af(r) =0 (Eulersche DGL fur f(r))

Zu (1): Die EW und EF der EWA sind (vgl. S.578)
EW: pu,=n?,necINyg , EF: gn(p) = ay, cosng + by, sinnep .

Zu (2): Diese EWA wollen wir nur fiir den Spezialfall 1o =0 l16sen, also

cos? h” (1) — sin 1) cos Ph' (1) — X cos? Yh(y) =0 .
In Normalform lautet diese DGL

() = S ()~ Ah() =0

Die Substitution s =sin® fihrt fir h(¢) = w(s) wegen
h' () = w'(s) cosyp , " (¢) = w'(s) cos? 1) — w'(s)sinyy auf die DGL fiir w(s):
cos? Yw' (s) — sinpw’(s) — sinypw’(s) — Aw(s) =0 = (mit sinep = s)

(1 —sHw"(s) — 2sw'(s) — Aw(s) =0 , linil1 w(s) existiert,
(lim w(s) = wilﬂ/zhw))'

Diese EWA ist nichttrivial ldsbar, wenn A\, = —n(n+ 1) (vgl. Literatur).
Damit erhalten wir die Legendresche DGL (vgl. S.513)

(1= sH)w"(s) — 2s5w'(s) + n(n + Dw(s) =0

mit der allgemeinen Losung: w,(s) = ¢, Y, 1(s) +dnYn2(s)  (vgl. S.514 ).
Also erhalten wir fiir A(1)):
hn () = ¢, Y 1(sin ) + d, Yy, 2(sine)) .

Zu (3): Diese DGL geht fiir \,, = —n(n + 1) iiber in die Eulersche DGL
r2f"'(r)y+2rf'(r) —n(n+1)f(r)=0.

Der Ansatz f(r) = r® fiihrt auf das charakteristische Polynom:
ala—1)+2a—nn+1)=ac?>+a—-nn+1)=0

= ala+1l)=nn+1) = ar=n,a=—-(n+1)

= folr) = apr™ + byr= ()

fn(r) muB} definiert sein fir r =0 = b, =0

= fu(r) =a,r" sind die Losungen der DGL (3).

Zusammen erhalt man fiir den Spezialfall po =0 die Losung
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v(r, @, 1) = Z(CnYn,I(Sin V) 4+ dp Y 2(sine))r™ .
n=0
Insbesondere sind die Legendre-Polynome multipliziert mit r™, also
vp = "L, (sinv) , Losungen des Dirichlet-Problems fiir die Kugel.
Allgemein heiflen die Losungen von (1) und (2) (fiir die EW A, = —n(n+ 1) von
(2)) Kugelfidchenfunktionen n—ter Ordnung: Y, (¢,%) (vgl. Literatur).

Anwendung der Laplace-Transformation auf partielle DGL

Bei 7glinstigen” partiellen ARWA kann man die Losung auch mit Hilfe der Laplace-
Transformation bestimmen. Hierbei wendet man die Laplace-Transformation bzgl.
der Variablen t an. Die Variable x wird dabei zunéchst festgehalten.

Sei u(z,t) die gesuchte Losung der ARWA, dann erhalten wir U(x,p) als Laplace-
Transformierte von u, falls u Originalfunktion mit ¢ > 0 ist:
(Eigenschaften der Laplace-Transformation vgl. Kapitel X, S.330 ff )

U(x,p) = L(u)(p) = /000 u(x,t)e P dt , p>o

Ist die Anfangsbedingung wu(x,0) = ¢1(x) gegeben, so erhilt man fiir die Laplace-
Transformierte von wu,, falls u; Originalfunktion ist:

L(ut)(p) = pL(u)(p) — u(x,0) = pU(z,p) — ¢1()

Ist auch noch eine Anfangsbedingung fiir u; gegeben, also wu;(x,0) = @o(x) , und ist
auch uy Originalfunktion, so erhélt man fiir die Laplace-Transformierte von u,

L(ue)(p) = p*L(u)(p) — pu(,0) — u(2,0) = p*U(x,p) — pp1(x) — pa(x)

Fiir L(u,) gilt, falls Integration und Differentiation vertauschbar sind (was bei gleich-
méafBiger Konvergenz des Ableitungsintegrals der Fall ist):

oo d oo
L(ug)(p) = / Uy (z,t)e P dt = %/ u(x,t)e Pt dt = U,(x,p), also
0 0

L(ux)(p) - Um(ac,p) 5 L(uxa:)(p) = U:cw(xvp)

(die zweite Gleichung erhélt man analog).
Sind zusétzlich Randbedingungen gegeben:  w(0,t) = 11 (t) , u(l,t) = 13(t) , so gehen
diese Randbedingungen {iiber in die folgenden Randbedingungen fir U(z, p):

U(0,p) = / T u(0,6)e dt = L(y)(p)

v = [ T u(l e dt = L) (o)
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Damit geht eine partielle ARWA fiir u(x,t) nach Anwendung der Laplace-Transfor-
mation tiber in eine gewohnliche RWA fiir U(z,p) (bei festgehaltenem p). Ist U(x, p)
die Losung dieser gewohnlichen RWA, so ist u(x,t) = L™1(U(z,p))(t) die Losung
der urspriinglichen partiellen ARWA. Dieser Weg ist nur sinnvoll, wenn man die
Riicktransformation ausfiihren kann.

Bevor wir Beispiele behandeln, zunéachst eine kleine Tabelle wichtiger Laplace-Trans-
formationen (vgl. 5.330 ff ):

|
L(t”)(p)=f—' ,nelNg, p>0,

—
L(e*")(p) = ﬁ , P> a,

Leos )0) = 2 L) = 5 o p>0.

L(e** cos 5t)(p) = m , L(e**sin Bt)(p) = m , P> o

Beispiel 1. Warmeleitungsgleichung

ut:a2um—i—f(x,t) , O<z<l,t>0
U(Oat) = ¢1(t) ) u(l7t) = 1/)2(15)
u(z,0) = p(z)

Anwendung der Laplace-Transformation ergibt:
pU(z,p) — () = a®Ups(z,p) + L(f(z,1))(p) (Laplace-Transf. bzgl. ¢ anwenden),
U0,p) = L(1)(p) , U(l,p) = L(12)(p) (Randbedingungen).

Damit erhalten wir die gewohnliche RWA fiir U(x,p) bzgl. =z, falls die Variable p
festgehalten wird:

Usa = B0 = =S5 0(0) = 5 L0 0)

U(0,p) = L(¥1)(p) , U(l,p) = L(2)(p)

Ist U(z, p) die Losung dieser RWA, so ist u(z,t) = L=H(U(xz,p))(t) die gesuchte Losung
der urspriinglichen Warmeleitungsgleichung.

Beispiele hierzu

1. (vgl. S.558)
ut:um—l—tzsiHQx , O<z<m,t>0
u(0,t) = u(m,t) =0
u(z,0) =0
2
= Uy — pU = —L(t*)(p) - sin 2z = ——sin2z
p
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U,p)=L(0)=0, U(r,p) = L(0) =0 (Randbedingungen).
Allgemeine Losung der DGL (bei festgehaltenem p > 0):
homogen: Un(z,p) = c1eVP¥ + cye™ VPT |

partikulire Lésung:  Ansatz:  Up(xz,p) = Asin2z  (da nur gerade Ableitungen
vorkommen und keine Resonanz vorliegt, geniigt ein reiner sin —Ansatz).
Einsetzen und Division durch sin 2z ergibt:

2 2 2
—4A—-pA=—— = A=—— = Up(ar,p) = ———=sin2z
P pi(p+4) o(e ) p’(p+4)
2
= U(z,p) = c1eVP® + coe” VP 4 ——— sin2z ist allgemeine Losung der DGL.
pP(p+4)
Randbedingungen:
UQO,p)=c1+c2=0 = co=—-c¢; =
2
U = 2¢y sinh(y/px) + ——— sin 2x
(.p) = 201 sinh(vr) + 5
U(m,p) = 2c1sinh(\/pr) =0 = ¢ =0 =
U(z,p ————sin2x ist Losung der RWA.
(@) = pP(p+4) ©
2
w(z,t) = LY U(x,p))(t) =sin2z L™ (——=)(t) =sin2z - (t* x e~
(z,t) (U(z,p))(t) (pg(p+4))() ( )

(Faltungseigenschaft)
t t
= sin 21:/ u?e 4 gy = e *sin 290/ 2et du
0 0

1 1
4t 2\ pdt
= 2 < 1—4t 48t >
e " sin2x 32( 8t“)e 5

1
= u(x,t) = 3 — (1 — 4t +8t* —e *)sin 2z
ist die gesuchte Losung der ARWA.
. (vgl. S.555)

Ut = Uz , O<axz<m,t>0

u(0,t) = u(m,t) =0

u(z,0) =
= U —pU=—x (DGL fur U),

U,p)=L(0)=0, U(r,p) = L(0) =0 (Randbedingungen).
Allgemeine Losung der DGL (bei festgehaltenem p > 0):
homogen: Un(z,p) = c1eVP + coe ™ VP |

partikuldre Losung: Ansatz: Uy(x,p) = A+ Bz

1
= pA+Br) =2 = A=0, B=_ = Uo(z,p) = =

= U(x,p) = c1eVP® 4 cpe” VPT 4 T allgemeine Losung der DGL.
p
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Randbedingungen:
UO,p)=c1+c2=0 = coa=-1 =
U(zx,p) = 2¢; sinh(y/px) + z ,

p

™ ™
U = 2c; sinh —=0 200 = ————
(7, p) = 2¢q sinh( p7r)+p = 2¢ N =
inh
U(x,p) = T mn_(pm) ist Losung der RWA.
p  psinh(\/pm)
/1 _,/ sinh(\/px) ) /1
t)=aL ' =)(t) — 7L ——Y—= t LY =)t)=1.
u(@,t) = <p>() T (psinh(ﬁw)) m1 (p>()

Die Inverse des zweiten Summanden kénnen wir mit den bisher bekannten Methoden
nicht berechnen. Wir benétigen hierzu Eigenschaften aus der ”komplexen Analysis”,
die wir erst spater behandeln werden.

In diesem Beispiel benutzt man besser die Fouriermethode.

Beispiel 2. Schwingungsgleichung

utt:agum—l—f(:c,t) , O<z<l,t>0
w(0,) = (1) , ull,t) = dat)
u(z,0) = p1(z) , u(z,0) = pa(z)

Anwendung der Laplace-Transformation ergibt:

p*U(z,p) — pp1(z) — pa(x) = a*Usa(@,p) + L(f(2,1))(p)

U(0,p) = L(¢1)(p) , U(l,p) = L(¥2)(p)  (Randbedingungen).

Damit erhalten wir die gewohnliche RWA fiir U(x,p) bzgl. =z, falls die Variable p
festgehalten wird:

Use = B0 =~ Li1(0) - a0 - L0, )0)

U(0,p) = L(¥1)(p) , U(l,p) = L(¢2)(p)

Ist U(x,p) die Losung dieser RWA, so ist u(x,t) = L~(U(x, p))(t) die gesuchte Losung
der urspriinglichen Schwingungsgleichung.

Beispiel hierzu (vgl. S.564 )

Upp = Mgy +tsinmr , O0<ax<1l,t>0
u(0,t) =0, u(l,t)=t

u(z,0) = 4sin® 7z |, wy(z,0) = 2

p? 3 T 1

—U = —psin°mx — = — —sinmx  (DGL fur U),

4 4 4p2

U(0,p) = L(0)(p) =0, U(1l,p) = L(t)(p) = pi (Randbedingungen).

:> Uxaj -

2
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Allgemeine Losung der DGL (bei festgehaltenem p > 0):
homogen: Up(z,p) = c1e2% + coe™ 2% |

partikulare Losung:
x 1

Rechte Seite = —psin® mz — 1 4_]02 sin Tx
1
= —2(3sin7mc —sin3rz) — % — @Sﬂlﬂ'l‘
3p> +1
= — p4p_; sin T + gsin?m:c — Z .
3
Ansatz fur — 2 sinmax:  Upi(x,p) = Asinnz
p
Einsetzen und Division durch sinwx ergibt:
2 3 3 3
3 1 3 1 3 1
—WZA—IQ—A:—% = A: p+ 2. — 2p2+ 2
4 4p Ap2 (72 + £-)  p*(4m* 4 p?)
3p3 +1
= Upi(z,p) = P+ sinmx .

PO )
Ansatz fiir 2 sin3rx:  Upa(x,p) = Asin 3z
Einsetzen und Division durch sin 3wx ergibt:

2
P, P —p —p
—ortA-La=L o A= =
" 1771 102 + ) 3672 1 p?

= Uya(z,p) = sin 3rx .

_ p
3672 + p?
Ansatz fir —%: Ups(x,p) = A+ Bx

Einsetzen ergibt:

2
D T 1 T
—Z(A+B$):—Z = AZO,BZE = Uo,3($=p):]§‘
Also erhalten wir insgesamt die Losung
I3 ) 3p3 + 1 . p . €
U(l'yp)20162m—|—02e 2$+m81n7$—m81n37{$+]? .
Randbedingungen:
UQO,p)=c1+c2=0 = co=—-c =
D 3pP+1 p . T
U =2 h(= —_— — ————sin3 —
(x,p) = 2¢1 sin (Qx) + PAr 1 ) SINTL — oo 2 sin 3w + ol
1 1
U(L,p) = 2¢1 sinh(5) + = > a=0 =
3p>+1 P _ T
U(l’,p) = Zm SINTL — WSIH:%TCC + -
3P sin mx + sin Tx P sin 3w + *
An2 + p2 p2(472 + p?) 3672 + p? P2

ist Losung der RWA.
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_ —1 b . 1 1 1 27T .
U(.’L’,t) = 3L (m) s mwx + %L (2? . m) SN TxX
_ D . et
17 (g5 ) sindnz + 2 17 (15)
3672 + 2 SN STL + X 2

1
= wu(x,t) = 3cos2rtsinmr + 2—(t * sin 27rt) sin max — cos 67t sin 3mx + xt
s

t
mit  t*sin27t = / (t — u)sin 27w du
0

(t )—cos 27rur /t COoS 27U d t sin27ru]t
= — ) — U= — —

2m 0
1

27 2r  (2m)?
= W(Qﬂ't — sin 27Tt) .

Also gilt:

u=0 u=0

u(x,t) = 3cos 2ntsin e — cos 67t sin 3wx + (2wt — sin 27t) sinmx + xt

ist die gesuchte Losung der ARWA.

(2m)?

Beispiel 3. Potentialgleichung

Uge + U =0 , >0, t>0
u(z,0) =e " | u(x,0) =e

lim u(z,t) =0

Xr—00

Anwendung der Laplace-Transformation ergibt:
Uxm +p2U - pu(a:,()) - ut(x7 0) =0
= Uy +p*U = pe @ + e 2% |

lim U(z,p) = lim / u(x,t)e Pt dt = / lim u(x,t)e P dt =0

r— 00
(falls Limes und Integration vertauschbar)
1

—x —2x

. p
= U —
(z,p) clcospx+0251npx+1+pze +4+p2

ist allgemeine Losung fiir p > 0.
lim U(x,p) =0 = c1=c2=0
T—00 1

P —x —2x
1+ p? ¢ T3 + p? ¢

= U(I‘,p) =

1
= wu(z,t) =coste * + 5 sin 2t e~ %%

ist eine Losung des gegebenen Problems.
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Unendlich ausgedehnte Probleme, Fourier-Transformation

Beispiel:  Warmeleitungsgleichung in einem unendlich ausgedehnten Stab

ut:a2um , x>0,1t>0
u(0,t) =0, u(z,t) beschrénkt fir z — oo (Randbedingungen)
u(z,0) = ¢(x) (Anfangsbedingung)

"4) = a2 " (x (t) _ f"(z) _
f)g'(t) = " f"(2x)g(t) = - ORI NeR =

1) @)+ M(@)=0 , (z>0),
f(0)=0, f(x) beschrinkt fir z — oo , (EWA)

Der Produktansatz u(x,t) = f(x)g(t) fithrt auf
1 4
a2

(2)  g'(t) + Aa?g(t) =0

Zu (1): Der Ansatz f(x) = et® fiihrt auf das charakteristische Polynom p? = —\.
1.Fall: AN=0: = f(z)=c +cox,

f(0) =c1 =0, f(x) beschrénkt firz 00 = =0 = [f=0.

2.Fall: A<0: = f(z)=cieV M 4 cpe VAT

fO)=ci+c2=0 = co=—-c1 = f(r)=2csinh(v—-\z),

f(z) beschrankt firz - 00 = ¢ =0 = f=0.

3. Fall. A>0: = f(x)=cicosVAx +cosinvz,

f(0)=c1 =0, f(x) beschrankt fiir z — co = ¢ € IR beliebig.

Also gilt:  Alle A > 0 sind EW der EWA.

Schreiben wir anstelle von A  — A2, so gilt:

Alle A > 0 sind EW der EWA mit den zugehorigen Eigenfunktionen:

fa(x) = exsin Ax .

Zu(2): g'(t)+(Ma)2gt) =0 = g\(t) =dre Ot

Zusammen erhalten wir dann:

ux(z,t) = c(N)e A tgin x| A>0,

sind Losungen der partiellen DGL einschliellich der Randbedingungen.

Damit auch die Anfangsbedingung erfiillt wird, miissen wir wieder alle Losungen ” au-
faddieren”. Da aber nun A\ € IR, , also nicht mehr abzahlbar , geht die Summe in
ein Integral iiber. Also gilt:

u(z,t) = / c()\)e_(m)2t sin Ax dA
0
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ist Losung der partiellen DGL einschlielich der Randbedingungen, falls das un-
eigentliche Integral existiert und 2—mal nach x und 1—mal nach t differenzierbar
ist.

Anpassung an die Anfangsbedingung:
Es muf} gelten:

u(x,0) = /000 c(A)sin Az d\ = p(x).

Bei Problemen mit endlicher Ausdehnung (Lénge [) wurde nun die Funktion ¢ als
2l—periodische Funktion in eine Fourierreihe entwickelt. Analog miissen wir nun die
Fourier-Transformierte von ¢ bilden. Wir erhalten dann , wie wir gleich zeigen wer-

2 o0
den:  ¢(\) = —/ w(s)sin As ds.
T Jo

Damit ist

2 o0 oo
u(z,t) = —/0 (/0 ©(s)sin As ds> e~ (M)t gin Az dA

™

die gesuchte Losung.

Fourier-Transformation

Sei f: IR — IR stiickweise stetig und stiickweise glatt, 2l—periodisch,
1
xo) = =(f(xo+) + f(xp—)) an den Sprungstellen. Unter diesen Voraussetzungen
2

ist die Fourierreihe von f fiir alle x € IR gleich der Funktion f (vgl. S.311 ). Also
gilt (mit der komplexen Darstellung der Fourierreihe (vgl. S.318 )):

> zk—ﬂm 1 —ik—Wt
f@) = S e T mit ckzz—l/lﬂt)e It

k=—oc0
Mit As = % gilt dann

( /_ ‘l F(t)e—i(kAS)E dt) JkAS)T A,

Ist f nicht periodisch , also | — oo , so miissen wir As — 0 gehen lassen. Obige

oo

1
Y
k

f(x)

=—00

Summe ist von der Form: Z h(kAs)As. Fir As — 0 gilt (unter gewissen

k=—00
oo

Voraussetzungen an die Funktion h): Alimo Z h(kAs)As = / h(s) ds.
s— o

— 0o

Also gilt (unter gewissen Voraussetzungen an die Funktion f) fir As — 0:

@) = % /_ O; ( /_ O; F(t)eist dt)eisx ds.
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Mit F(f)(s) ::/ f(t)e_iSt dt  (Fourier-Transformierte von f) folgt hieraus:

f(x) 1/MFUM$ﬁx%-

Definition 15.3 :  Fourier-Transformation

1
Sei f: IR — IR stiickweise stetig und stickweise glatt, f(to) = §(f(t0+) + f(to—)) an

den Sprungstellen , . lirin f(t) =0, / |f(t)| dt konvergent.

— 00

Dann heifit

FU@)6) = [ et a

die Fourier-Transformierte von f.

Fiir die inverse Fourier-Transformation gilt dann die Umkehrformel

10 = 5= [ (Dt a

:% -

Bemerkung 1. :  Die Voraussetzungen der Definition 15.3 sollen ab jetzt immer
erfiillt sein.

Bemerkung 2. : Die Voraussetzungen der Definition 15.3 sind hinreichend fiir
die Existenz der Fourier-Transformation, aber nicht notwendig (d.h.: es existieren
Funktionenen, deren Fourier-Transformation existiert, die aber die Voraussetzungen
der Definition 15.3 nicht erfiillen).

Bemerkung 3. :  Das Integral der Umkehrformel kann divergent sein. In diesem

1 A :
Fall ist der Cauchysche Hauptwert  f(t) = o Alim / F(f)(s)ewt ds gemeint.
T A—0o0 J_ 4

Bemerkung 4. : Die rechte Seite der Umkehrformel ist wieder eine Fourier-
Transformation, denn:
1 [ ; 1 [ _i(— 1
0 =5 [ PO ds= o [ P70 ds = S FE()(-)
21 J_ 2m J_ o 27

Damit erhélt man, indem man (—t) durch s ersetzt:

15.4: F(F(f))(s) =2nf(—s)

Mit Hilfe dieser Formel kann man sehr einfach die Fourier-Transformierte von F(f)
bestimmen.
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15.5 Spezialfalle

Ist f eine gerade Funktion, so ist auch F'(f) eine gerade Funktion, und es gilt:

0 :2/000 F(t)cosst dt . f(t) = 1/000 F(f)(s) cos st ds

™

Ist f eine ungerade Funktion, so ist auch F(f) eine ungerade Funktion, und es gilt:

FUf)(s) = —2¢/OOO F(t)sinst dt (1) = i/ooo F(f)(s) sin st ds

™

Beweis :

00 . 00
:/ fte_wt dt:/ f(t)(cos st — isinst) dit

F(f)(s
:/ f(t cosstdt—z/ f(t)sin st dt

/ f(t)cos st dt Jfalls f gerade

—21 / f(t)sinst dt . falls f ungerade.

(Ist f gerade = f(t)sin st ungerade und damit / f(t)sinst dt =0 ,
ist f ungerade = f(t)cos st ungerade und damit / f(t)cos st dt =0).

Hieraus folgt: ist f gerade = F(f) ist gerade; ist f ungerade = F(f) ist
ungerade.

Mit Hilfe der Umkehrformel erhalt man:

ft) = % /_OO F(f)(s)ei‘gt ds = %/_OO F(f)(s)(cos st 4 isin st) ds
= % _O; F(f)(s)cosst ds + % /_O; F(f)(s)sinst ds

1

—/ F(f)(s)cosst ds ,falls F' gerade
—J TJo

1/ F(f)(s)sinst ds (falls F' ungerade.

T Jo

Beispiele

(1 falls |t <1 —
hit) = {0 falls [t > 1 =
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An den Sprungstellen soll gelten: fi(—1) = f1(1) =1/2
= f; ist gerade Funktion.

] 1 . .
11
F(fl)(s):2/ fl(t)cosstdt:2/ cos st dt =2 207 — 9%
0 0 s Ji=0 s
1 1
Aus 15.4 folgt F(S’ITm) (s) = 3 2 f1(—s) = nfi(s) (da fi gerade).
Also erhalten wir fiir die obige Funktion fi:
sin s sint
F(f)(s) =222 F(Z2)() = nhils)
3
fz
—1 Lfalls -1 <t<0 11—
folt)=¢ 1 fallsO<t<1
0 falls t| >1 —1 I
|

An den Sprungstellen soll gelten: fo(—1)=—1/2, f(0) =0, fa(1) =1/2
= fo ist ungerade Funktion.

cos st coss—1
e

0 1
F(f2)(s) = —2@'/0 fa(t)sin st dt = —2@'/0 sin st dt = 2i

S t=0 S

Aus 15.4 folgt F(%)(s) = % 2w fo(—5) = —imfa(—s) = mifa(s)
(da fo ungerade).

Also erhalten wir fiir die obige Funktion fs:

coss — 1 F(cost—l

F(fo)(s) =2 = — )(s) = mifa(s)

> cost —1

Bemerkung: In diesem Fall existiert das Integral / — oS st dt nur als
—00

Cauchyscher Hauptwert (in diesem Fall = 0, da der Integrand ungerade ist).

fa(t) = e~ It

= f3 ist gerade Funktion.
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F(fs)(s) = 2/ e ' cosst dt = 2Re/ e et dt = 2Re/ o=t gy
0 0 0

(—1+4is)t 5 o 1 1+ 2
e 18
—1+’is]t:0 T is Trs2 148

= 2Re

Aus 154 folgt F(HLtz)(s) = % o fy(—s) = mfs(s) = me~ ¥l (da f5 gerade).

Also erhalten wir fiir die obige Funktion f5(t) = e I*l:

1
—et fallst <0 \
fa(t) = 0 .allst=0
et fallst>0 \ —1

= f4 ist ungerade Funktion.

F(f4)(s) = —2@'/ e 'sinst dt = —22'Im/ e te'st dt = —2iIm/ e(T1HiI)t gy
0 0 0
(_1+’i8)t o0 1 1+ . _2
e is is
= —2ilm———| = -2l — —92iI = .
T s o gy A PR
—1
Aus 15.4 folgt F(l +t2>(s) = o= 2mfa(=s) = mwifa(—s) = —wifa(s)

(da fy ungerade).
Also erhalten wir fiir die obige Funktion f4(t):

F(f1)(s)

—218 ( t

R G ORI

oo

denn: F(e_tQ)(s) = 2/ e ' cosst dt = y/me /4 (vgl. Beispiel 2, S.268 ).
0
(da f gerade)

Definition 15.6 :  Fultung

U= [ A - wglu) du
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heilt die Faltung von f und g, falls das uneigentliche Integral konvergent ist.

Analog zur Faltung bei der Laplace-Transformation gilt auch hier:
frg=gx*f.
Wir werden nun die wichtigsten Eigenschaften der Fourier-Transformation im folgen-

den Satz zusammenfassen. Dabei sollen alle beteiligten Funktionen die Voraussetzun-
gen von Definition 15.3 erfiillen.

Satz 15.7 :  Figenschaften der Fourier-Transformation
a) F(fi+f2)= (f1)+F(f2) , Flafy=aF(f) , ae, (Linearitdt).
b) F(f(at))(s) = ( (#0)  (Streckungseigenschaft).

c) F(ft+ a))(S) = ew‘sF(f( ))(s)
d) Fle ™ f(t))(s) = F(f(t))(s +a) .
e) F(f'(t)(s)=1isF(f(t))(s) (falls zusétzlich f stetig in IR).
) F(f"(t)(s) = —s2F(f(t))(s)  (falls zusatzlich f, f’ stetig in IR).
( s)

( Verschiebungseigenschaft).

(
F(f1x f2) = F(f1)-
i) F(fi- f2)(s) = o= (P(R) = F(52)) (5)

Beweis :
Zu a) wegen der Linearitdt des Integrals gilt a).

Zub) seia>0 =

= / flat)e ™t dt = / f(u)e /o). é du

(Substitution u = ot , dt = Ldu)
s

1 [ , 1
= — —ils/au gy = ZF(F(#)(Z2) .
S e u==F(0)C)
Fiir o < 0 werden bei der Substitution die Grenzen vertauscht, beim Zuriicktauschen

erhalten wir als Vorfaktor LA (da a <0).
o ol
Zu ¢)
F(f(t+a)(s) = [ ftraje™™ dt= [ flaem ) du= e F(f()(s)

(Substitution u =t + « , dt = du)
Zu d)

( —zatf / f —zat —ist dt = / f —z(s—i—a)t dt = F(f( ))(S—I—Oé) ]
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Zu e) .
/ f(t)e™"" dt = () 7’51:_00—1—@'8 / f(t)e™™" dt

V

— isF(F(0)(s) (dalm_f(t) = 0)
Zu f)
F(f"(t))(s) = isF(f'(t))(s) = (is)(is) F(f(t))(s) = =s*F(f(t))(s) -
Zu g) Induktion {iber n € IN:

n=1:
< (p / (Bt dt = / Ef (e dt = —iF(tf(£))(s)

ds

(das Ableltungsmtegral ist gleichméBig konvergent, falls die Funktion ¢f(¢) die Vo-
raussetzungen von Definition 15.3 erfiillt, also / [tf(t)| dt konvergent ist)

= Ff(t)(s) =iF'(f()(s)

n—n-+ 1:
dn+1
n+1

F(" L ()(s) = F(t " f())(s) = j " f())(s) =" oo F(f(1))(s) -
Zu h)

F(fi  f2)(s) / t/ ﬁt—mh(MM>Z“ﬁ

/ / fl t— u f2 —ist dt du = / / fl f2 ZS(U+U) dv du

(Substitution v =t —u , dt =

/ fi(v de[mh www=<ﬁx> F(f)(s)

Zu i)
Sei F'(f1) = F1, F(f2) = Fs (jeweils die Fourier-Transformierte), dann folgt aus 15.4
m>:%ﬂﬂx>,mw=%maww
1 1
=¢fﬁ%b@=@ﬂxﬂﬂﬂ%wﬂﬁwﬂ)=wa@wBNﬂ
= (wieder mit 15.4):
1 1 1
F(flfQ)(S) = (27r)2F(F((FI*FQ)(_t))><$) = (27’(’)2 'QW(FI*FZ)(S) = %(FI*FE)(S) :
Beispiele
Zu'b)

o) = 5P () 0= - or(hg)on =5

1 T _als
F(m)(S):—e sl y a>0
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o

Zu c)
1 1 o1
F<t2 +2t+5>(3) - F((t+ 1)2 +4>(S) — ¢ F<4+t2
Zu d)
F(f(t)cosat)(s) = (5 F(1)(e + 7)) (s) =
P(f(t)cosat)(s) = £ (F()(s — a) + F(/)(s +))
F(f(t)sinat)(s) = o (F(£)(s — a) = F(f)(s +a)

(2. Gleichung analog).
Zu e)

F(@W =57

F<(a2++2)2)(5) = =5, e ,

Zu 1)
FEE6) = o (P

: 1 fallss| <1
mit fi(s) = {O Jfalls [s] > 1
)

=3 [ A@ht-w) du=

-

= F(

dafl(s—w)z{o

= A= |

t2

—1

sint

1 , 1. 1 T s
<(a2+t2)>(S):_§ZSF<a2+t2>(S):_%SG =
—als| a>0
2 )’_ —41s
14 s2 _(1+s2)2

F(O)) (5) = oo (rfis) # ()

t

1 falls jw—s| <1
Jalls |w —s| > 1

(

998

0

(vgl. Beispiel 1. S5.593/594 )

T /5+
s—1

2

1

fi(w) dw

1 fallss—1<w<s+1

dw

Jalls w < s—1 oder w>s+1

1
/ dw Jalls — 1 <s—1<1
s—1

Jgalls —1<s+1<1

Jalls s —1 > 1
oder s+1< —1



245 falls —2<s5<0 n
)(s) = 2—s falls0<s<2
0 Jfalls |s| > 2.

Anwendung der Fourier-Transformation auf partielle DGL

Beispiel 1.:  Warmeleitungsgleichung in einem unendlich ausgedehnten Stab

ut:azum , x>0,1t>0
u(0,t) =0, u(x,t) beschrankt fir z — oo (Randbedingungen)
u(z,0) = ¢(x) (Anfangsbedingung)

= u(x,t) :/ c()\)e_(/\“)275 sin Az d\  (vgl. S.590 )

0
mit u(z,0) = / c(AN)sin Az dX = p(z) .

0
Das ist (bis auf den Faktor (—2i)) die sin —Fourier-Transformierte von c()), also
Fle(\)(s) = —2i / (V) sin As d\ = —2ip(s)  (vel. 5593 ).

0

Die Umkehrformel ergibt dann (vgl. S.593 )

c(N) = %/0 (—2ip(s))sin As ds = ;/0 o(s)sinAs ds  (vgl. S.591 ).

Damit lautet die Losung des obigen Problems:
2 oo oo

u(z,t) = —/ (/ ©(s)sin As ds)e_(’\“)ztsin Az d .
T Jo 0

Man kann diese Losung auch auf folgendem Weg erhalten:
Wendet man auf die Losung der partiellen DGL die Fourier-Transformation bzgl. der
Variablen z an (dabei wird die Variable t festgehalten), so erhilt man:

U(s,t) = F(u(z,t))(s) = /00 u(z, t)e " dx |

U(s,0) = [ ula,0)e7* do = F(p(a))(s).
dabei muf} ¢ nach (—o0, 0) ungerade fortgesetzt werden, damit man eine sin —Fourier-

Transformierte erhalt.
o0

F(ug(z,t))(s) = / ug(z,t)e” " do = Uy(s,t) (falls Differentiation nach ¢ erlaubt),

F(uge(z,1))(s) = —s?F(u(x,t))(s) = —s*U(s,t)  (vel. Eigenschaft f), S.596 ).
Aus der partiellen DGL w; = a®u,, wird dann

U + (as)*U =0
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Die allgemeine Losung dieser DGL (bei festgehaltenem s) lautet:
U(s,t) = c(s)e= (@)%t
U(s,0) =c(s) = F(p)(s) = U(s,t)= F(gp)(s)e_(as)zt '

Mit Hilfe der Umkehrformel erhalten wir hieraus die Losung des obigen Problems:

1 [~ .
u(z,t) = / F((p)(s)e_(as)ztezsa? ds

27 J o

(v mufl 2—mal nach x und 1—mal nach t stetig differenzierbar sein, und die Fourier-
Transformation von ¢ muf existieren).

Die Randbedingung "u(0,t) = 07 ist erfiillt, da ¢ ungerade, denn dann ist auch F(y)
ungerade, und es gilt:

1 o0
w(0,8) = — / Flo)(s)e= @™ ds =0 .

27 J_ o

Die Randbedingung ”u beschrankt fiir z — 0o” ist erfiillt, falls F'(¢) die Vorausset-
zungen von Definition 15.3 erfiillt (denn [e**| = 1).

Da die rechte Seite der Losung  (mit €% = e~ (=%)%) wieder eine Fourier-Transfor-
mation ist, folgt fiir die Losung, falls jeweils die Fourier-Transformationen existieren:

u(r, 1) = 5 F(F@)(s)e ) (~)

(hierbei wird die Variable ¢ bei der Bildung der Fourier-Transformation festgehalten).

Beispiel hierzu
Ut = Ugpy , T>0,1>0
u(0,t) = 0, u beschrénkt fiir x — oo

1 fallsO<zx<1

ute.0) = ple) = {

Jalls x> 1
-1 Jfalls -1<z<0
¢ ungerade fortsetzen = ¢(z)=¢ 1 fallsO0O<z<1
0 Sfalls |z| > 1
-1
= F(p(z))(s) = 2i ="~ (vgl. Beispiel 2, $.594 )
s
1 —1 2 ' o -1 2
= u(z,t) = %F<2@ % e ® t)(—ac) = %(—22’)/0 % e ¥ 'sin(—x)s ds

(da ungerade Funktion)

2 [*1—coss .
= u(x,t) = —/ — o e tginas ds st die gesuchte Losung.
T Jo s

Das Integral selbst und die Integrale iiber die partiellen Ableitungen nach ¢ bzw.
2—mal nach x sind gleichméflig konvergent fiir x > 0, t > a > 0, denn:
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1 —coss 1 —coss

lim — =0 und |—| <K , |sinzs|<1 Vz,s>0,
s—0 S O,g
2 2 2
e St <e ™Y VWt>a sFe ™ ds konvergent fiir o > 0,k € INy .

0
Also ist v 2—mal nach z und 1—mal nach ¢ stetig partiell differenzierbar.

Beispiel 2.

Up = 02Uy , t€IR,t>0
u(x,t) beschrankt fir z — +oo

u(z,0) = ¢(z)

Anwendung der Fourier-Transformation bzgl. der Variablen x ergibt:
F(uy) = a*F(ug,) = Up=—(as)’U = U+ (as)?U=0.

Die allgemeine Losung dieser DGL (bei festgehaltenem s) lautet:
U(s,t) = c(s)e" (@)t |

Us.0) = c(s) = Fg)(s) = Uls,1) = F(g)(s)e™ """ .

Mit Hilfe der Umkehrformel erhalten wir hieraus die Losung des obigen Problems:

1 [ .
u(z,t) = / F((p)(s)e_(as)%ﬁezsa? ds

27 o

(v mufl 2—mal nach  und 1—mal nach t stetig partiell differenzierbar sein, und die
Fourier-Transformation von ¢ mufl existieren).

Die Randbedingung "u beschrinkt fiir z — +o0” ist erfiillt, falls F'(¢) die Voraus-
setzungen von Definition 15.3 erfiillt.

Da die rechte Seite der Losung (mit e* = e~ (=%)%) wieder eine Fourier-Transfor-
mation ist, folgt fiir die Losung, falls jeweils die Fourier-Transformationen existieren:

u(r, 1) = 5 F(Fp)(s)e ) (~)

(hierbei wird die Variable ¢ bei der Bildung der Fourier-Transformation festgehalten).

Beispiel hierzu
U =a*uyy; , TR, t>0
u beschrankt fir x — +oo
u(z,0) = p(x) = e
F(p(z))(s) = F(e™™ )(s) = V/me > /*  (vgl. Beispiel 5, $.595 )

1 —s2 —(as)? 1 —(a? s2
= u(x,t):%dﬁe /4= >t)(_m):mp<e (a®t+1/1) >(_$)
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1 2 1
= ——Fe ®))(—2) mit b=+/a?t+1/4= 5\/4a2t+ 1

2y

1 2 —
= 2\/EbF(e’S )(Tx) (vgl. Eigenschaft b), S.596 )
1 — ?
T (e L B =
— Vre 407 = e 4a*t+1
2y/mb Vidat +1
22
1 _—
= u(z,t) = ————ec 4a*t+1

Va2t + 1

ist die gesuchte Losung (w ist fir x € IR , ¢ > 0, 2—mal nach  und 1—mal nach ¢
stetig partiell differenzierbar).

Beispiel 3. Schwingungsgleichung

Ut = a2 Ugy , t€R,t>0
u(x,t) beschrankt fir z — +oo

u(a:,()) = (,0(:[‘) ) ut(x,O) = ¢(x)

Anwendung der Fourier-Transformation bzgl. der Variablen x ergibt:
F(uy) = a*F(ug,) = Uy =—(as)?U = Uy + (as)?U =0.
Die allgemeine Losung dieser DGL (bei festgehaltenem s) lautet:
U(s,t) = c1(s) cos(ast) + ca(s) sin(ast) .

U(s,0) = ci(s) = F(p)(s) , Ui(s,0) = (as)ca(s) = F(¢)(s)

= U(s,t) = F(p)(s)cos(ast) + F(zb)(s)M )

Mit Hilfe der Umkehrformel erhalten wir hieraus die Losung des obigen Problems:

u(wt) = o | " (F(o)(s) cos(ast) + P () 22020

— 00

)ezsm ds
as

(u mufl 2—mal stetig partiell differenzierbar sein, und die Fourier-Transformationen
von ¢ und 1) miissen existieren).

Die Randbedingung "u beschrankt fiir z — +00” ist erfiillt, falls F'(¢) und F(v) die
Voraussetzungen von Definition 15.3 erfiillen.

Da die rechte Seite der Losung (mit € = e~ (=%)%) wieder eine Fourier-Transfor-
mation ist, folgt fiir die Losung, falls jeweils die Fourier-Transformationen existieren:

(e 1) = 5 (F(p)(s) cos(ast) + P() ()2 (g

(hierbei wird die Variable ¢ bei der Bildung der Fourier-Transformation festgehalten).
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Beispiel hierzu

Ut = Ugye , TEIR, >0

u beschrankt fiur x — 400

u(2,0) = 9le) = T, wilw,0) = (z) = 0
F(o(z))(s) = (1 _1_1$2)(3) — me Il (vgl. Beispiel 3, S.594/595 ),

1 1
= u(x,t) = 2—F(7re_‘s| cos st)(—x) = §F(e_|s| cos st)(—x)
T
1 2 2

4<1+(—x—t)2+1—|—(—:1:+t)2
und Beipiel 3, $.594/595 :  F(e™I*l)(z) =

> (vgl. Beispiel 3, 5.598 (cos-Eigenschaft)

)

1422
N (2,1) 1( 1 . 1 )
u(x,t) = =
’ 2\1 4+ (x+1t)2 1+ (z—1t)?

ist die gesuchte Losung (wist fiir x € IR, t > 0, 2—mal stetig partiell differenzierbar).

Beispiel 4.

Ut = 0 Upy , >0,1t>0
u(0,t) =0, u(z,t) beschrénkt fir z — oo
u(z,0) = o(x) , u(z,0) =P(z)

Damit die Randbedingung "u(0,t) = 0” erfiillt ist, miissen hier die Funktionen ¢
und ¢ nach (—o0,0) ungerade fortgesetzt werden. Dann erhélt man analog zu
Beispiel 3. als Losung dieses Problems:

u(e,t) = o F(F(0)(s) cos(ast) + F()(5) 20 (o)

Beispiel hierzu
Ut = Uge , >0, >0
u(0,t) = 0 ,u beschrinkt fir x — oo
w(@,0) =¢(z) =0, w(z,0) =) =e"

—e® fallsx <0

1 (x) ungerade fortsetzen = (z) = {ef‘ falls 2 > 0 |

Flp(@)(s)=0 , F(x))(s) = 1_52;92 (vgl. Beispiel 4, S.505 )
R
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i1
= u(x,t) = —22— (7re‘|_m_t‘—7re_|_x+t|> (vgl. Beispiel 3, S.598 (sin-Eigenschaft)

T 2i

1

und Beipiel 3, S.594/595 : F(l n SQ)(&;) = me~ Izl )

—1 1

— el et o le—t] [t

= u(z,t) 5 <e e ) 5 (e e >

_ e el —e™®e™ fallsx >t >0
a et —e %e7t fallsO0<z <t

N u(x,t):{e_ sinht fallsx>t>0

e lsinhz falls0<z <t

ist die gesuchte Losung.

Beispiel 5. Potentialgleichung

utt—l—umzo s acE]R,t>0

u(x,t) beschrankt fiir z — +oo
U(IL’,O) - 90<m) ) ut(x70) = Qﬂ(l')

Anwendung der Fourier-Transformation bzgl. der Variablen x ergibt:
Fug) + F(ug:) =0 = Uy —5s2U=0.
Die allgemeine Losung dieser DGL (bei festgehaltenem s) lautet:
U(s,t) = c1(s) cosh(st) + co(s) sinh(st) .
U(s,0) = ci(s) = Fp)(s) , Ui(s,0) = scas) = F(4)(s)
sinh(st)
= U(s,t) = F(p)(s) cosh(st) + F(zb)(s)T .
Mit Hilfe der Uorglkehrformel erhalten wir hieral}s die Losung des obigen Problems:
w(z, t) = % / Oo(F((p)(s) cosh(st) + F(@@)@)em ds .
Da die rechte Seite (mit ¢?® = e~(~#)%) wieder eine Fourier-Transformation ist, folgt

fiir die Losung, falls jeweils die Fourier-Transformationen existieren, und v 2—mal
stetig partiell differenzierbar ist:

1

u(z,t) = %F(F(cp)(s) cosh(st) + F (1)) (s)

sinh(st)
s

)(~2)

Bemerkung : Wir werden spéter noch eine Methode kennenlernen (Residuensatz),
mit deren Hilfe man fiur viele Funktionen die Fourier-Transformation relativ leicht
berechnen kann.

Die Eigenschaften der Fourier-Transformation von Satz 15.7, S.596 , sind alle so ahn-
lich wie die Eigenschaften der Laplace- Transformation (vgl. Satz 10.4, S.332 ).
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Es gibt zwischen Fourier- und Laplace-Transformation im Komplexen folgenden Zu-
sammenhang;:

Zusammenhang zwischen Fourier- und Laplace-Transformation

Jgt) (fallst>0
Sei f(t) = { falls £ < 0 , dann gilt

/ F(t)e=ist dt = / ()=t dt = L(g(t))(is) .

Also gilt
F(f(t))(s) = L(g(t))(is)

Differenzenverfahren bei partiellen DGL

Beispiel Dirichlet-Problem auf dem Recht-

eck 1
. o b
Ugy + Uyy = [ inM, Uom = ¢
. Ik
mitM:{( ) . 0<z<a, ogygb}.
Y
Man legt iiber das Rechteck ein Gitter L ¥ x
mit den Gitterpunkten <x1> = (Zh) h
Yi gk

0<i<n,0<j<m),
h ist die Schrittweite in z—Richtung , k ist die Schrittweite in y—Richtung ,
u; ; sei eine Naherung fiir u(z;,y;).

Die Randpunkte
uo,; = (0,y;) , un; =w(a,y;) , uio=9@i,0), uim = @(;,b)
sind iiber die Randfunktion ¢ bekannt.

Gesucht sind Naherungswerte u; ; (1<i<n—-1,1<j<m-—1), fir die inneren
Gitterpunkte.

Ersetzen wir die partiellen Ableitungen g, (x;,y;) und wuy, (z;,y;) jeweils durch
Differenzenquotienten (vgl S.379 )

1 1
Upa (T4, Y5) = ﬁ(ui—l,j — Uit Uig1) 5 Uyy(Ti,Y) R ﬁ(ui,j—l —2u; 5 + Wi j+1)

so erhalten wir anstelle der partiellen DGL die folgenden Differenzengleichungen:

1 1
73 (Uim1g = 2uij + Ui g) + o5 (-1 = 2ui + wigen) = f(2iy5)

(1<i<n—-1,1<j<m-—1).
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Das sind (n —1)(m — 1) viele Gleichungen fiir die (n — 1)(m — 1) vielen Unbekannten

wi o, 1<i<n—-1,1<j<m-—1).

Die Losung dieses linearen GLS liefert u; ; als Naherung fiir u(x;,y;) an den inneren

Gitterpunkten (a:z)
Yj

Fir n=m, h=Fk, a =b erhalten wir die folgenden Gleichungen (nach Multip-

likation mit (—h?)):

—Wi—1j — Wi o1+ A — w1 — U1,y = —h2fi;  (mit fi; = fz,y5))

Die durch die Randfunktion ¢ bekannten Werte wg j, Uy, j, Ui 0, Ui m missen noch auf

die rechte Seite gebracht werden. Dann erhalten wir das folgende lineare GLS in
Matrizenschreibweise

4 —1 0 —1 0 U1,1 f171
14 -1 0 R U2 fiz

0 -1 4 -1 ~1 : :

. . . . . _ _h2 E + J
—1 0 :

: . " o1 : :

0 R 0 —1 4 Up—1,n—1 fn—l,n—l

Uuo,1 + U1,0
Uo,2
mit d=
0
Un, n—2

Un—1,n + Un,n—1

Bei feiner Gitterunterteilung konnen hier sehr grofie GLS auftreten, die mit Hilfe des
GauB3-Algorithmus nicht mehr in angemessener Zeit gelost werden konnen. In diesen
Fallen benutzt man zur Losung des GLS “Iterative Verfahren”, z.B. das

"pcg- Verfahren” (vgl. Literatur).
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XVI Komplexe Funktionentheorie

Vorbereitung: Wiederholung aus Kapitel I, S.16 ff

C={z=x+iy : x€ IR, ye€ IR} Menge der komplexen Zahlen.
Sei z=x+1iy =

x = Re z Realteil von z |

y = Im z Imaginarteil von z , Im =

Z=x—1y istdiezu z=2x+41y _
........... —x+

konjugiert komplexe Zahl, Y 121 Y

|z| = /2?2 4+ y? = V2Z Betrag von z , LA Re 7
1 3 Z

S fallsz #£0.
z 2z |z|?

N

Polarkoordinatendarstellung:
z=re"¥ =r(cosp +ising) mit r=|z|, p=argz, (0< ¢ < 2m).
Es gilt:

Z=re ¥ 1 = le_w 2" = rhein?
) Z 7_. 7
Ist a=|ale’ € €, so gilt:
o+ 2k
/L—
M =a = z,= \/l|ale n , k=0,1,2,...,n—1,
sind die n n—ten Wurzeln aus a.
. . 7
Mit z1 , 29 € @' ist 2 L 121 ~72)
|21 — 22| der Abstand
71

zwischen z; und zs.

Beispiele
Kreisflaiche um zy mit Radius r

{ze@ : |z—2| <r}.

1. Quadrant 1

{ze@ : 0<arg z<m/2}.
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1. Folgen und Reihen in ¢ (vgl. S.98/99, S.112/113 )

Eine Folge (z,)nemn aus € ist konvergent gegen z € €
& lim |z, —2|=0 < { lim Re(z,) = Re(z) und lim Im(z,) = Im(,z)} .

n—oo n—oo

Definition 16.1 :  der uneigentliche Punkt oo

Zp — 00 <  lim — =0.
w00 Tz

Definition 16.2 : @'= CU {c} .

o0
Eine unendliche Reihe Z 2k ist konvergent
k=1

n
& (Sp)peny mit s, = Z 2 ist konvergente Folge.

k=1
o0 [e.e]
Eine unendliche Reihe Z 2 st absolut konvergent <& Z |21 | ist konvergent.
k=1 k=1
Es gilt:
Z Zn ist konvergent & Z Re(z,) und Z Im(z,) sind konvergent
n=1 n=1 n=1
(absolut konvergent) (absolut konvergent).

Absolute Konvergenz kann mit Hilfe des Majoranten-, Wurzel- oder Quotientenkri-
teriums nachgewiesen werden (vgl. S.103 ).

Aus absoluter Konvergenz folgt Konvergenz, denn
|Re(zn)| < |zn| und [Im(z,)] < |zl

o0
f(z)= Zan(z—zo)” mit a, €€ (n>0), z0 € @ fest, ze€ €, ist eine
n=0
Potenzreihe um zg.
Zu jeder Potenzreihe existiert eindeutig ein Konvergenzradius R mit 0 < R < oo.

Ist R = 0, so konvergiert die Potenzreihe nur in zg .

Ist 0 < R < o0, so konvergiert die Potenzreihe
in {ze : |z— 2| <R},
fir |z — 20| > R ist die Reihe divergent.

Ist R = 00, so konvergiert die Potenzreihe fiir alle z € (.
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Beispiele

X _n
e* = ZZ—' = R=o00 , konvergentin T,
— n
n+1,1
denn: | S | = 12 —0<1.
(n+1D)lzn’ n+1
— (=D)"
cosz = Z - 2 2 = R=o0 , konvergentin @,
— (2n)!

o0
1)
sin z = Z <(—)z2”+1 = R=o00 , konvergentin .

1
1—=2

oo
= Zz" = R=1, konvergent fir |z| < 1.

n=0

2. Kurven in C

Definition 16.3 : Kurve in €
K={zeC: z=2z(t)=x)+iyt), t€a,f]}

heit Kurve in @', t ist der Parameter, c, 3] der Parameterbereich.
Beispiele
Strecke zwischen z1,z0 € €

S(z1,22) = {2(t) = 21 + t(za — 1) : t€[0,1]}. S(zy, 72)

. Kreislinie um zy mit Radius R
. Kgr(zq)
Kr(z0) = {2(t) = 20 + Re"* : t €0, 2n]}. g R0

t
Da man { (xEtD b€ o, ﬁ]} als Kurve in IR? auffassen kann, iibertragen sich alle
Y

Begriffe:
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Definition 16.4 : Sei K ={z€ C : z=z(t) ==z(t) +iy(t) , t € [a, G]}.

a) K heit glatt, wenn x(t),y(t) € Ctla, 8] (also stetig differenzierbar in [«, 3])
und |2/(t)| = \/22(t) + y2(t) #0 Vt € |o, ().

In diesem Fall heifit T, = {2(A) = 2(to) + A2'(to) : A € IR} die Tangente an
K im Punkt z(¢g) (hierbei ist 2/(t) = 2/(t) + iy’ (t)).

b) K heifit stickweise glatt, wenn K aus endlich vielen glatten Stiicken besteht.
c¢) K heifit geschlossen, wenn z(«) = z().

d) Eine (bis auf evt. Anfangs- und Endpunkt) doppelpunktfreie Kurve heifit
Jordan-Kurve.

e) Eine geschlossene Jordan-Kurve heifit positiv orientiert, wenn beim Durchlaufen
der Kurve das Innere zur Linken liegt.

f) (—K) sei die Kurve mit umgekehrtem Durchlaufungssinn.

ey OO

stuckweise glatte Kurve Jordan-Kurve positiv orientierte Jordan-Kurve

Beispiele

Kr(z0) ={z(t) = 20 + Re" : t €0,2n]}

ist positiv orientierte Jordan-Kurve.

S(z1,22) ={2(t) = 21 +t(z0 — 21) : t€]0,1]}

o S(mz) = {2 = A t(e— ) ¢ tE[0,1]). 72

Z1
Es gilt: Die Kurvenlange einer glatten Kurve K mit
K ={z(t) =z(t) +iy(t) : t€a,P]} ist
B
/ /()] dt = / 720 1 20 dt
Beispiel

27 27
L(Kg(20)) :/ liRe™| dt = R/ dt = 27 R.
0 0
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3. Gebiete in T

Definition 16.5 :  Gebiet
G C T heifit Gebiet, wenn

a) G offen,d.h.: Vzpe G FUs(z0)={z : |z—20| <} CG (6§>0), und

b) G zusammenhdingend , d.h.:  je zwei Punkte lassen sich in G durch einen
Polygonzug verbinden.

C &

zusammenhdangend nicht zusammenhdngend

Definition 16.6 :  einfach zusammenhdangendes Gebiet
G C @ heifit einfach zusammenhdngendes Gebiet, wenn

a) G Gebiet und

b) jeder in G verlaufende, einfach geschlossene Polygonzug umschlie§t nur Punkte
von G.

einfach zusammenhdngend nicht einfach zusammenhdngend
Beispiele
1.  ist einfach zusammenhangendes Gebiet.

2. {ze: |z— 2| < R} ist einfach zusammenhingendes Gebiet.

3. @\{0} ist micht einfach zusammenh&ngend.
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4. Stetigkeit komplexwertiger Funktionen

Sei f: D C @ — @ eine komplexwertige Funktion, die einen Bereich D einer
komplexen Ebene (Urbildebene) in einen Bildbereich f(D) einer anderen komplexen

Ebene (Bildebene) abbildet.

A
f A

acREN e

1 N

Y

=u+iv, also f(x+iy) = u(z,y) + v(x,y) =
Im(f(z )) Wir schreiben also

Mit z=x+1iy sei f(z)=w

u(e,y) = Re(f(2)) , vlary)
f(2) = u(z,y) +iv(e,y) mit w=Re(f), v=1Im(f)

Hierbei sind: w:D C IR? - IR, v: D C IR?> — IR zwei reellwertige Funktionen.
Jede komplexwertige Funktion f 14t sich in dieser Weise in Realteil und Imagindrteil
aufspalten: f=u+1v .
Beispiele

e* = et = e%e™ = e%(cosy + isiny)
= Re(e®) =u(z,y) =e“cosy , Im(e*) =v(zr,y) =e"siny .

f(z) =22 = (x+iy)* = (2® — y®) +i2zy

= u(z,y)=2>—-y* , v(z,y) =2zy.

1 z x .Y
f<z)_;_‘z|2_x2+y2+zx2+y2
T )
= ) = "5 . 9 9 = 5, o
uey) = gy vew) = 5

f(2) = cos z = cos(x +iy) = cosx cosiy —sinxsiniy  mit

. = _1n'2n = _1n_1n2n = 1 2n
coszy:Z%(zy) :Z%y :ZWy =coshy ,

n=0 n=0
(da i*" = (—=1)")
analog erhalten wir

sin iy = Z <(_i(iy)2"+1 - z_% wy%ﬂ _ Z-Z% ( 1 )!y2n+1

— (2n+ 1) (2n +1)!
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= siniy = i¢sinhy , also gilt:

cos(iy) = cosh(y) , sin(iy) = isinh(y)

Hieraus folgt: (2. Gleichung analog)

cos z = cosx cosh y — ¢ sin x sinh y

sin z = sinz cosh y + 7 cos x sinh y

Definition 16.7 :  Stetigkeit
Sei f:DCcC—T , z€D.

a) f heifit stetigin z9 < Ve >0 Jd(e) >0 mit |f(z) — f(z0)] <€
Vz e D mit |z— z| <.

b) f heifit stetigin D < f ist stetig Vz € D.
Genau wie in IR? gilt auch in @ :

Satz 16.8 :
fist stetigin zo € D < Fiir alle Folgen (z,)nen aus D mit lim z, = 2o gilt

Tim f(z) = (z0). o
Da f(z0) = f(z0) & Re(f(20)) = Re(f(z0)) und Im(f(z0) — Im(f(z0)) . gilt

Satz 16.9: Sei f=u+1w, zg =29+ 1yo € D. Dann gilt

x
f ist stetigin 29 < w und v sind stetig in ( O) .
Yo

Hieraus folgt sofort

Satz 16.10 :  Summe, Differenz, Produkt und Quotient (falls Nenner # 0) von in
zp stetigen Funktionen sind wieder stetig in zj.

Ist g stetig in zp und f stetig in g(zp), so ist auch h = f o g stetig in 2.
Fiir stetige Funktionen gelten nun die folgenden Eigenschaften :

Satz 16.11: Sei f : D C @ — @ stetigin D und eineindeutig (d.h.: f~1: f(D) — D
existiert). Dann gilt

a) Ist M C D offen = f(M) ist offen
und f~1: f(M) — M ist stetigin f(M).
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b) Ist MUOM C D, so gilt fiir die stetige,eineindeutige Abbildung f: D C €' — C':

Das Innere von M geht in das Innere von f(M) iiber,
der Rand von M geht in den Rand von f(M) {iber.

c) Ist M einfach zusammenhdngendes Gebiet, so ist auch f(M) einfach zusam-
menhdangendes Gebiet.

Beweis :  (anschaulich klar, ausfiihrlicher Beweis siche Literatur).

Beispiele

f(z) = ¢ konstante Abbildung ist stetig in €, aber nicht eineindeutig.

f(z) = z identische Abbildung ist stetig und eineindeutig in €.

flz)=2z4+0b , be Cfest, Translation ist stetig und eineindeutig in .

z.B.: f(z)=2z4+b mit b=1+1i , M Einheitskreis

f(z) =az , ae€ @\{0} fest, Drehstreckung ist stetig und eineindeutig in (.

Ist a=lale™ , z=|z[e* = f(2)=la||z|e¥T)

also erzeugt f(z) = az eine Drehung um den Winkel o und eine Streckung mit dem
Faktor |al.

z.B.: f(z) =iz Drehung um 7/2 , f(z) = —z Drehung um = .

1Z —7

el o]
L '

77
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1
5. f(z) = P # 0, Stirzung ist stetig und eineindeutig in @\{0}.

Ist z=|z[e = f(z)=—e .

s Z
N

e

Y

1

1N
&
)
1N

N
I

6. Gebrochen lineare Abbildung

az+b .
f(z)_cz—i—d , a,b,ce,d e @ mit ad —bc #0

Ist ad —bc =0 = f ist konstant, denn:

) (az+b)d adz+bd  bez+bd  blcz+d) b
td+0 _ _ _ _ _b
std#0 = f(z) (cz+d)d (cz+d)d (cz+d)d d(cz+d) d

= f ist konstant,

istd=0 = b=0 (c# 0, denn sonst wire der Nenner = 0)
az a :

= f(z)=—=—- = f ist konstant.
cz ¢

az+b‘
cz+d -

Es gelten folgende Eigenschaften fiir gebrochen lineare Abbildungen f(z) =

a)  f setzt sich zusammen aus Translation , Drehstreckung und  Stirzung.

Denn:

b
Istc=0 = f(2)= gz + 7 = f ist Drehstreckung und Translation.

az+b  az b acz + ad — ad b

Ist = - -
ste#0 = fe)= T n i ard- daxd Terd

_ a(cz+d) — ad b a ( ad) 1

, also gilt fiir ¢ # O:

c(cz +d) cz+d ¢ c/ecz+d
az+b a bc — ad 1
f(z)_cz+d_z < c )cz—|—d
. 1 bc — ad
mit f1(z) =cz, fo(2) =2+d, f3<2):; , f4(z):( - )z und

fa(2) =247 gl f(2) = BUafa(fa(A().
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b d
f(z) = az——i_i—d mit ad # be ist stetigund eineindeutig in @'\{—E} ,fallsc # 0 (bzw.
cz

in @, falls ¢ = 0) mit der inversen Abbildung

dw—b
—Ccw + a

fH(w) =

Also ist f~! auch wieder eine gebrochen lineare Abbildung in @'\{ %} , falls ¢ # 0 (bzw.
in @, falls c=0).
Es gilt:

c=0 = f:C—C, f(o)=00 eineindeutig
d a o .
c#0 = f: C\{_E} — @'\{E} eineindeutig

Mit @'= QU {co} gilt sogar: f: @ — @ ist eineindeutig.

Denn: (Bestimmung der inversen Abbildung)

az+b

w = & (z+dw=az+b & zlcw—a)=—dw+Db
cz+d
dw—b —
o =70 i z#—,w%g.
—cw + a c c

Die Hintereinanderausfithrung zweier gebrochen linearer Abbildungen ergibt wieder
eine gebrochen lineare Abbildung.

Denn:

Mit fi1(z) =

az+b _aztfB
CZ+d ) fQ(Z) - 72+5 gllt
az+p3
f(2) = fi(f2(2)) = awzié +b _ (ace + by)z + (af + b) _ A2+ B
1(/2 aztf 4 1 (ca+dy)z+ (cf+dS)  Cz+ D

C'yz—|—5
. A B\ [(a b a f
v (e )= () (5 5)

Die gebrochen linearen Abbildungen bilden bzgl. der Hintereinanderausfithrung eine
Gruppe mit dem FEinselement: f(z) =z und dem inversen Element: f~!

Die weiteren Eigenschaften der gebrochen linearen Abbildungen fassen wir in folgen-
dem Satz zusammen:
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Satz 16.12 :  Eigenschaften gebrochen linearer Abbildungen

a) fist durch 8 Punktepaare (Zl> , (1=1,2,3) , eindeutig bestimmt mit
W

3
f(zi) =w; , 1=1,2,3. Hiebei miissen z; und w; paarweise verschieden sein, es kann

aber ein z; oder w; gleich oo sein.

b) Ist f #id = f hat hochstens 2 Fizpunkte
(hierbei ist id die Identitdtsabbildung ; ¢ ist Fixpunkt, wenn f(£) = &).

c) Kreisverwandtschaft

Kreise und Geraden werden durch f in Kreise oder Geraden abgebildet.
Faft man die Geraden als Kreise durch oo auf, so gilt:

f bildet Kreise in Kreise ab (Kreisverwandtschaft).

d) f bildet innere Punkte in innere Punkte ab |
f bildet Randpunkte in Randpunkte ab.

e) Sind K und Ko Kreise oder Geraden =
Es existiert eine gebrochen lineare Abbildung f mit f(K;) = K.

Beweis :

a) Sind z1, 29, 23 und w1, wy, w3 gegeben, so soll gelten:
az; +b :
) = w; = =1,2,3).
fla)=wi= T (i=1.2.3)
Das sind 3 Gleichungen fiir die 4 Unbekannten a, b, ¢, d. Da aber a,b, ¢, d nur bis auf
eine Konstante eindeutig bestimmt sind (man kann den Bruch ja durch einen Faktor
kiirzen), ist immer eine Unbekannte frei wéhlbar.

Der Fall co ergibt: z; =00 = f(00) =w; = a (falls w; # oo, sonst ¢ = 0),
c

bzw. w; =00 = f(z;))=00 = cz;+d=0 (falls z; # oo, sonst ¢ =0).

Das ergibt also auch jeweils eine Gleichung.

b) Sind &, &2, &3 verschiedene Fixpunkte, so muf gelten:
f(&) =¢& , i=1,2,3. Nach a) ist f eindeutig bestimmt, also f = id.

c) [ setzt sich zusammen aus Translation, Drehstreckung und Stiirzung, also mufl
Eigenschaft c) fiir diese drei Abbildungen gezeigt werden:

Translation: geometrisch klar.

Drehstreckung:  f(z) = az , a = |ale’™ € .

Kreis: 2z =29 + e’ , ¢ €[0,2n] (Kreis um zo mit Radius 7),

w=f(z)=az = w=az+are¥ =az + |ajre’¥t)

Dies ist wieder ein Kreis (um azo mit Radius |a|r).

Gerade: z =21 +1t(z0—21), (t € R) = f(z) =w=az +tlaze —az) ist
wieder eine Gerade.
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Stirzung:  f(z) = ! :
z

Kreis: |z — 29| =7 (Kreis um 2z mit Radius r)
= (2—20)(zZ—%0)=7? = (mite=|z*>—1%¢€ R)

22 —Zpz — 202 +e =0 (Kreis um zy mit Radius r)

(e=0 < |zl =r < Kreis geht durch 0).

Gerade: z =2z +t(z0—2z1)=a+tf mit §#0,tc R
z—a:t:E:Z—_

E B
= (z-a)f=(FZ—-a)3 = pz—pz=aB—af.

Istaf —af=0 = f=z —Pz=0 (Gerade durch 0).
Ist af —aB #0 = _6 z b =z
af —af af —af
vz+7%Z =1 (Gerade nicht durch 0).

Also erhalten wir insgesamt:

Q

s
af —aps

=1 = (mity=

Bz — Bz =0 (Gerade durch 0) , yz+7%Z=1 (Gerade nicht durch 0)

1
Wenden wir nun die Abbildung w = f(z) = — (Stiirzung) an, so erhalten wir:
z

Kreis: 2z —Zpz—20z4+e=0 , ec IR
1 30 20 __ —
= —————=+4e=0 = eww—zw—Zow+1=0

ww_ o w w
fire#0 = Kreis , fire=0 = Gerade.
Geht der urspriingliche Kreis durch 0 (also e = 0), so ensteht eine Gerade, andernfalls
entsteht ein Kreis.

=0 = pw—LFw=0 (Gerade durch 0),

SRS

Gerade: fz—fz=0 = g _
w
=1

= ww—Jw—yw =0 (Kreis durch 0).

SR

vz +yz=1 = 2k +
w
d) folgt aus Satz 16.11, S.613 , da f stetig und eineindeutig ist.

e) Ein Kreis ist durch 3 Punkte eindeutig bestimmt (eine Gerade durch 2 Punkte).
Wahlt man jeweils 3 Punkte auf K; und auf K5, so kann man nach a) die gebrochen
lineare Abbildung bestimmen.

Beispiele

. Gesucht: Eine gebrochen lineare Abbildung, die die obere Halbebene auf das Innere
des Einheitskreises abbildet.

Also: G={z€C : Imz>0} , f(G)={wel : |w <1}.
Da der Rand von G in den Rand von f(G) abgebildet wird, muf} also die reelle Achse
auf die Finheitskreislinie abgebildet werden.
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Wir wéhlen jeweils 3 Punkte auf der reellen Achse und auf der Einheitskreislinie,
zB: -1——i, 0—1, 1—1

b b
f(z)zzid L FO)=2=1 = b=1 (falls man d = 1 wihlt),
1
f(l):Zilzi = atl=icti,
—a+1
f(_):—CcLL:_i = —a+l=ic—i
241
= 2ic=2 = ¢c=—i => a=1+i—-1=1 = a=i = f(2)= Z'?_*— )
—1z+1

Da das Innere ins Innere abgebildet wird, reicht zur Uberpriifung, ob G nach f (GQ)
abgebildet wird, ein innerer Punkt von G, z.B.: zp=i€ G = [f(i)=0¢€ f(G).
Also gilt:

iz + 1
f(z) = ZZ: ++ bildet die obere Halbebene auf das Innere des Einheitskreises ab.
—iz
iz + 1
Gegeben: f(z) = Z%+—|—1 , G={z€@ : Rez>0, Imz>0}.
—iz

Gesucht:  f(QG).

Da G = Gi NGy mit Gi: obere Halbebene , Gs: rechte Halbebene , bilden
wir zunédchst G; und Gy ab. Das hat den Vorteil, da3 die Riander von GG; und Gs
ganze Geraden sind. Damit miissen diese Rander wieder in ganze Geraden oder Kreise

abgebildet werden. Es gilt dann f(G) = f(G1 N G2) = f(G1) N f(G2)

% %M %
. .._n .

o ontl— Lol -

Wir wahlen nun wieder jeweils 3 Punkte auf den Réndern und einen inneren Punkt.
Dann erhalten wir die folgende Tabelle:

619



£ f
—~ : r\%
1

fGy) Aé% Go

)

(siehe Beispiel 1

Damit erhalten wir insgesamt das Ergebnis:  f(G) = f(G1) N f(G2)
f
‘[ T {
-1 1
f(G)={wel : |Jw<1, Imw>0}.

1z +1
—1z+1

Gegeben: f(z) = , G={2z€l: -1<Rez<l, -1<Imz<1}.
Gesucht:  f(Q).

G=GINGy mit Gy ={2€l: —1<Rez<1}, Go={z€C: -1<Imz<1}.

¥
Il




Wir wahlen nun wieder jeweils 3 Punkte auf den Randern und einen inneren Punkt.
Dann erhalten wir die folgende Tabelle:

z 0 7 1 —1 —1 1—2 -1 -z
f(2) 1 -1 i —1 00 2i—1 —1—-2i
z 241
f(z) —1/2+1/2

Damit erhalten wir insgesamt das Ergebnis: f(G) = f(G1) N f(G2)

lw—(=1+d)|>1, Jlw—(—-1—-19)|>1, }

1@ ={wea: w—(—1/2)| > 1/2, Rew > —1
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4.  Gesucht: Eine gebrochen lineare Abbildung, die die untere Halbebene auf das Innere
des Einheitskreises abbildet.

Wir drehen zunachst die untere Halbebene um 7 in die obere Halbebene und benutzen
dann Beispiel 1. Also:

n z

o

1
7
' 1
fl(Z) = —Z f2(z) = _ij—:_ 1

Insgesamt erhalten wir dann:

B _i(=2)+ 1 =izl 2+
5. Gesucht: Das Innere des Einheitskreises soll auf die rechte Halbebene abgebildet
werden.

12+ 1

Nach Beispiel 1. bildet f(z) =

Einheitskreises ab. Also bildet f~! das Innere des Einheitskreises auf die obere Hal-
bebene ab. Anschlieffend drehen wir noch um —7/2. Dann landen wir in der rechten
Halbebene.

die obere Halbebene auf das Innere des

Wir bestimmen zunichst f~!:
1z+1

w=— = (—iz+lDw=iz+1 = (i+tiw)z=w-—1
—iz+1
w—1 —tw + 1
= z=——=
1w+ 1 w+1
Alsor fi() = 0 fale) me T = iz

Damit erhalten wir insgesamt:
—itz+1  —z+1
= f(z2) = f2(f1(2)) = —i = :

z4+1 z4+1
Also bildet f(z) = —etd das Innere des Einheitskreises auf die rechte Halbebene
ab.
Allgemeine gebrochen lineare Abbildungen mit:
a) Das Innere des Finheitskreises auf sich f
—
o Z— %
Fz) = e — — N N

mit ¢ € R, |z0] < 1.
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b) Die obere Halbebene auf sich

f
az 7 /—‘7
-2 s

| - | -

mit a,b,c,d€ R, |° 2'>0.
c) Die obere Halbebene auf den Finheitskreis f
P o,

2 — 20 %
f(z) =e¥——

zZ — 20

1
mit o € IR, Im zy > 0.
1z + 1 —z+1 z—1

z f(z) i1 o ( )Z+i,asoz0 i, p=m

(vgl. Beispiel 1., S.618/619 ).

Wir behandeln nun weitere komplexe Abbildungen:

7. Potenzfunktion

f(z)=2" , neN

f ist stetig in @, aber fiir n > 2 nicht eineindeutig in .
Ist z = |z[e’? = w= f(2)=|z["e"?,dh.: der Winkel wird mit n multipliziert.

Beispiele
1. f(z)=2%, G={z2€C:0<argz<7/2} = f(G)={wel:0<argw <7}

2. f(z)=22, G={2€C : 0<argz<m}
= f(G)={wel : 0<argw <2} =0C{z=2x¢€[0,00)}.

f
f , P
/"\7 7 7

Beispiel 1. Beispiel 2.
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3. fle)=2t, G={z€eC@:0<argz<n/4} = f(G)={wel: 0<argw < 7}.

4. Gesucht:  Das Innere des 1. Quadranten soll auf das Innere des Einheitskreises
abgebildet werden.
1z +1

Mit f1(z) = 2%, fa(z) = a1

2 1 T
1(2) = fa(1(2)) = —ij2++ 1 zz ++z'Z '

N
= A b

8. Exponential-Funktion

f(z) =€

f
~

gilt:

f ist stetig in @, aber nicht eineindeutig in .
Es gelten folgende Eigenschaften:

X  _n
e = Z Z—| Potenzreihe mit Konvergenzradius R = oo .
n=0 s
e*1 %2 = e%le® | ef = e TW = e%e™ = e(cosy +isiny) ,
e =cosy +isiny = [|e¥|=1 VyelR,
le*| = [e”[[e¥] = e , arg(e*) =1y.
Also gilt

le*| =e® |, arg(e®)=y , falls z=x+ 1y

ez—|—2k7ri — eze2k7ri = ? , k’ c /4

da ™ = cos(2km) +isin(2kw) =1 Vke€ Z .
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Also ist die e—Funktion bzgl. des Imagindrteils von z 27— periodisch, also in ganz @
nicht eineindeutig. Es gilt:

el =e"2 & zy=20+2kmi , ke X

Denn:
et =e®2 = |e*]| =[e*| und arg(e®) = arg(e*?)
= efle(x) = effe(=2) und I'm(z) = 29)+2kw , ke Z

Im(

= Re(z1) = Re(z2) und Im(z1) = Im(ze) +2kn , ke Z
= z21=20+2kmi , ke Z

(umgekehrte Richtung sieche oben).

Weiter gilt, da |[e*| =e* 40 Vz=zx+iye
e*#0 Vzed

Also bildet e* jeden Streifen parallel zur reellen Achse der Breite < 27 eineindeutig
ab, also fiir a € IR gilt :

e*: Sy ={z€lC: a<Imz<a+2r}— O\{0} -eincindeutig

A

Beispiele
f(z)=¢* , G={z€ : Rez>0, —mn<Imz<m}
= fGE)={wel : |lw>1, - T<argw <7} .

7

7

Denn: Rez=xz>0 = |ef|=e">1; —n<Imz<m = —w<arg(e®) <.
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. flz)=e* , G={2€@ : Rez2<0, —7m/4<Imz<0}
= fG)={wel : |w<l, —7/4<argw<0}.

Z
-
g 1
—iT/4
Denn:
Rez=2<0 = |ef|=e"<1 ; —7m/4<Imz<0 = —7n/d<arg(e®)<0.

sin - ,cos - Funktion

f(z)=sinz , f(z)=-cosz

f ist stetig in @, aber nicht eineindeutig in .
Es gelten folgende Eigenschaften: (vgl. S.136 ff |, S.613 )

— (=" — (="
Sil’lZ:ZmZ2n+l s COSZ:Z . Z2n s R:OO .
n=0

n=0
sin(z1 + 2z2) = sin z1 cos zo + cos 21 sin 25
cos(z1 + 2z2) = cos z1 cos z — sin z1 sin 29
cos?z+sin’z=1,
sin(z + 2kmw) =sinz , cos(z+2kw) =cosz , k€ Z ,
sin , cos —Funktionen sind 2r—periodisch bzg. des Realteils von z ,
sinz = i <eiz — e_iz) , COoSz = 1(6” + e_iz> ,

27 2
sin z = sin(x 4 iy) = sinz coshy + i cos xsinhy ,
cos z = cos(x + iy) = cosx coshy — isinzsinhy .

Anders als im Reellen nehmen cos z und sin z jeden Wert in € an, denn Real- und
Imaginarteil konnen jeden Wert in IR annehmen.

sin z und cos z haben die gleichen Nullstellen wie die reellen sin — und cos —Funktio-
nen ; es kommen keine Nullstellen hinzu, denn:

sinz=0 & e =e ¥ & e =1=¢" & 2iz=04+2kmi & 2=kr, k€ Z.

cosz=0 < ¢e* :ﬂ—e_"'z & 2 =_1=¢e" & 2z=ir+ 2kmi
= Z:§+I{77T , ke Z.
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10.

sinh - ,cosh - Funktion

f(z) =sinhz , f(z) =coshz

f ist stetig in @, aber nicht eineindeutig in .
Es gelten folgende Eigenschaften:

(o] o0

. _ 1 2n+1 _ 1 2n _
smhz—;mz , coshz—;@—n)!z , R=o00.
sinhz = -(e*—e coshz = — .
5 : Sle T
cosh(iz) = cos(z) , cos(iz) = cosh(z)
sinh(iz) = isin(z) , sin(iz) = isinh(z)
Denn:

cosh(iz) = 3(e'* + e7*) =cosz , cosiz = cosh(i(iz)) = cosh(—z) = cosh(z)

(alle anderen analog).

coshz=0 & cosiz=0 & iz=35+Ir , l€Z.

sinhz=0 & siniz=0 & wz=Ir , € Z , also gilt

coshz=0 &< z:i(g—i—lm) , sinhz=0 & z=ikn , keZ.
cosh(z) = cosh(z + iy) = coshx coshiy + sinh z sinhiy =

cosh z = cosh z cosy + isinhzsiny |,

sinh z = sinhx cosy + icoshxsiny  (analog).

2 -
| cosh z| = \/cosh x cos? y 4 sinh® zsin? y |

da cosh?z =1 +sinh®*z und cos?y + sin?y = 1, folgt hieraus:

| cosh z| = \/cos2y+ sinh? z |

|sinh z| = \/sinh2 r+sin’y  (analog).

5. Differenzierbarkeit komplexwertiger Funktionen

Definition 15.13 :  differenzierbar

Sei f:DC@— T , zg€ D innerer Punkt.
f heift (komplex) differenzierbarin zg € D < es existiert ein a € €'

mit lim JE) = fz) =a , (z€D\{2}).

220 Z— 20

f'(20) := a heifit dann Ableitung von f in z.
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Beispiele
f(z) =c (konstant , c € @),
o FE) S e

= lim —— =0 = f(z) =c ist differenzierbar in € mit
220 Z— 20 Z/20 2 — 20
fl(z)=0 Vzed.

f(z) =z (Identitdtsabbildung),

lim J(2) = J(z0) = lim —— =1 = f(z) =z ist differenzierbar in ¢ mit

Z—20 zZ — 20 zZ—2z0 2 — 20
fl(z)=1 Vze.

Spalten wir die Funktion f in Real- und Imaginarteil auf, also

f(z) = u(r,y) +iv(z,y) mit z=ux+1iy,

so wollen wir nun untersuchen, unter welchen Voraussetzungen an v und v die Funktion
f differenzierbar ist:

U
Betrachten wir die Funktion :DC R> > R? und mit 29 = o + 1yo die Stelle
v

<x0) € D, so gilt (vgl. S.272 ): Die Funktion (u) ist in (%) genau dann
v

Yo Yo
. . . . o aip ai2 .. .
differenzierbar, wenn eine (2,2)—Matrix A = existiert mit
G21 a22
lim u(z, y) — u(xo, yo) — a;l(l“ — %) —2a12(y — Yo) —0 und
()=o) V(@ —20)? + (¥ — o)
v(x,y) — v(zo0,Y0) — a21(z — o) — a22(y — yo) —0

lim = -
()=o) V(@ —20)? + (y — v0)
Existieren diese Grenzwerte, so ist:
a1 = Uz (T0,Y0) 5 a12 = Uy(To,Y0) , a21 = Va(T0,Y0) , a22 = vy(x0,Yo) -

Nun gilt aber

f (komplex) differenzierbar in zp < lim w =a
zZ—2 — 20
& lim f(z)_ffzo)_‘a(z_zo):() (da]'z_zo||:1)
z—2z0 zZ— 20 £ =20
o i 2= M)l i ) i)
z—20 zZ — 2o
o Re< lim f(z) = f(z0) — (a1 +ia2)((x — zo) +i(y — yo))) — 0 wnd
Z—20 |Z — Zo|
Im( lim f(z) = f(z0) — (a1 1|LiG2)((|5U — ) +i(y — yo))) —0
Z—2Z0 Z — 20
- lim u(z,y) — u(zo,yo) — a1(x — x9) — (—a2)(y — yo) — 0 und

(-G V(@ —20)2 + (y — y0)?
lim v(z,y) — v(To,y0) — az(x — x0) — a1(y — o)

=0
G)=G2) V(@ —20)” + (¥ — 50)°
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< wund v sind (reell) differenzierbar in (a:o) mit
Yo

ug(T0,Y0) = vy(To,90) , Uy(To,%0) = —vz(T0,Y0)
Cauchy — Riemannsche DGL

Also gilt

Satz 16.14 : Sei f=u+iw:DCC— T , zy=x9+1iyo € D (innerer Punkt).
Dann gilt: fist in zg (komplez) differenzierbar

< wund v sind in (:1:0) (reell) differenzierbar mit

Uy (20, Yo) = Uy(xo,yo)y?md uy(x0,Y0) = —vgz(z0,y0) (Cauchy-Riemannsche DGL).
Es gilt dann:

f'(20) = ue(z0, yo) + ivz(20, Yo)

Bemerkung :  Kriterium fir reelle Differenzierbarkeit (vgl. Satz 8.23, S.264 )

x
0) die partiellen Ableitungen von u und v, und

Existieren in einer Umgebung von (
Yo

sind diese dort stetig, so sind v und v in o (reell) differenzierbar.
Yo

Beispiele

f(z) =7 , also u(z,y) =2, v(z,y) = —y (stetig partiell differenzierbar in IR?),
uy =1#vy,=—-1 = fist nirgends differenzierbar.

f) =12 . also w(z,y) =2*+y*, v(z,y) =0
(stetig partiell differenzierbar in IR?),
Uy =2x=vy =0nurfirzx =0 , u,=2y=—v, =0nurfiry=0
= fist nurin z = 0 differenzierbar mit f'(0) =0 .

f(2)
=1

ez, also u(z,y)=x, v(z,y) =0 (stetig partiell differenzierbar in IR?),
= O = fist mrgends dlfferenmerbar

7&
2) =e* =e%cosy +ie*siny = wu(w,y) =e cosy , v(x,y)= e siny

f z T s AL 3 xT X 3

(stetig partiell differenzierbar in IR?),

uz(x,y) = e cosy =vy(x,y) , uy(zr,y) =—e"siny = —v,(z,y) V(w) e R?
Yy
= f(z) = e? ist differenzierbar in € mit () =e* Vze ',

denn: (%) = uy(x,y) + ivg(x,y) = e® cosy + ie” siny = e*
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Da die komplexe Differenzierbarkeit iiber den Grenzwert des Differenzenquotienten
definiert ist (also analog wie die reelle Differenzierbarkeit von reellen Funktionen),
gelten viele Eigenschaften wie bei reellen Funktionen (die Beweise verlaufen alle ana-

log).

Satz 16.15 : Seien f und g in zg € D(f) C € differenzierbar. Dann gilt:
a) f ist stetigin zg .
b) f+ g ist differenzierbar in zg mit  (f + g)'(20) = f'(20) + ¢'(20) -
c) f-gist differenzierbar in zy mit
(f+9)'(20) = ['(20)9(20) + f(20)9'(20)  (Produktregel).
d) 5 ist differenzierbar in zy (falls g(zp) # 0) mit
(i)'(ZO) _ f’(Zo)g(Zo)z— f(20)g'(20)
9 9*(20)
e) Ist fin 2o differenzierbar und g in f(zq) differenzierbar, soist h = go f in z
differenzierbar mit  h'(z0) = ¢'(f(20))f'(20)  (Kettenregel).

(Quotientenregel).

Beispiele
sin’ z = l(eiz —e®) = i(ieiz +ie™?) = l(eiz +e ") =cosz
21 21 2 ’
! 1 iz —12\/ L. 1z - —1Z i (% —1z :
cos’ z=—(e"+e ) = —(ie"”* —ie *) = —(e ) = —sinz
2 2 2
= sinz=cosz , cos’z=—sinz VzeCl.

fz)=2z" = f(z)=nz""1 |, (nelN), Vzed.

f(z)=e"% = f'(z) =cosze’™* Vzed.

Definition 16.16 :  holomorph

a) f:D C @ — @ heit holomorph in zy € D, wenn f in einer ganzen Umgebung
von zqg differenzierbar ist.

b)  f heit holomorph in D, wenn f in jedem z € D holomorph ist.

Bemerkung :
Ist G Gebiet und f differenzierbarin G = f ist holomorph in G.

Denn:

Sei zo € G = 3JU(z) C G (da G Gebiet, also offen). Da f differenzierbar in
G = fist differenzierbar in U(zy) = f ist holomorph in z.
Da 2y € G beliebig = f ist holomorph in G.

Ist G kein Gebiet, so gilt diese Aussage i.a. nicht.
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Beispiele
f(z)=1z]* = fist nurin 29 = 0 differenzierbar  (vgl. Beispiel 2, S.629 )
= f ist nirgends holomorph.

f(z)=2", f(z) =¢*, f(z) =sinz, f(z) =cosz, f(z) =sinhz, f(z) =coshz
sind holomorph in € (da jeweils differenzierbar in € und € Gebiet).

Anders als bei reeller Differenzierbarkeit gilt fiir holomorphe Funktionen der folgende
Satz, dessen Beweis wir erst spéater zeigen werden:

Satz 16.17 :
Sei G C @' Gebiet und f: G — @ holomorph in G.
Dann gilt:  f ist beliebig oft differenzierbar (also auch beliebig oft holomorph) in G.

Beweis : (spéter).
Da fiir eine in G holomorphe Funktion f = u + v gilt:

Uy = Vy , Uy = —Vp IN G = Upg = Vyp , Uyy = —Vgy = —Vy, in G (da alle
partiellen Ableitungen hoherer Ordnung existieren und stetig sind) , also gilt

AU=Upy +Uyy =0 |, Av=104+vy, =0 inG

(2. Gleichung analog).
Also gilt der folgende Satz:

Satz 16.18 :
Sei G C @ Gebiet und f: G — @ holomorph in G.

Dann sind v = Re(f) und v = Im(f) harmonische Funktionen in G,
d.h.: esgilt Au=0 und Av=0 inG.

Hieraus folgt: Nur harmonische Funktionen kénnen Real - oder Imaginarteil einer in
einem Gebiet G holomorphen Funktion f sein.

Beispiel

Fiir welche ¢ € C?(IR) ist u(z,y) = x¢(y) der Realteil einer in € holomorphen
Funktion f 7 Wie lautet dann die Funktion f(z) 7

Notwendige Bedingunyg:

Au=0, also uy =@y) , Uze =0, uy =2 (y) , uyy = z¢"(y)
= Au=1Upy +uy =2¢"(y) =0 Ve,yec R = ¢"(y)=0
= ¢y)=cy+d mit c¢,de R

= wu(z,y)=cry+dx , c,d€ R .

Bestimmung des zugehorigen Imagindrteils:
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Es muf} gelten: vy =u, =cy+d und v, =—u, = —cx
= vley) = [(er+d)dy+hia) = 57 +dy + bia).
vy =W (x) = —uy = —cx = h(x):—§x2+e , e€R

g(yg—x2)+dy+e , ¢, d,ec R

= f(z) =u(z,y) +iv(z,y) = cxy—l—dm-i—i(g(yQ —z%) +dy+e>

= v(z,y) =

= 5 (2ey+ily? —0?) +dw +iy) +ie = —T +dztie , cdecR

(da z = z + iy und 22 = (22

— ) +i2xy = —iz? =2zy+i(y? —a?)).

6. Umkehrfunktionen

a) Lokale Umkehrbarkeit

Sei f:DC@— T , zy€ D (innerer Punkt). Ist f holomorph in zg, so existiert
U(zp) C D mit f ist holomorph in U(zp). Da U(zg) Gebiet = f ist beliebig oft
holomorph in U(zp). Also ist f/(z) stetig in U(zp).

Satz 16.19 :  Lokale Umkehrfunktion

Ist f: D C @ — € holomorph in zop € D (innerer Punkt) mit f'(z0) # 0, so existiert
eine Umgebung U(zp) C D mit:  f : U(z) — f(U(z0)) ist eineindeutig. Die
Umkehrfunktion f=1: f(U(z2)) — U(zq) ist holomorph in wo = f(zo) mit

wo = f(20) , 20 = f"(wo)

FV (wo) =

f'(z0)

Beweis :

Uz, Uy, Vg, Uy sind stetig in U((xo)) da f’ stetig in U(zp).

Da f'(z0) #0 = 3U((;0)) € U((;0)) mit

det (o0 W) o)+ ko) = PGP A0 () € DG

Um(xvy) vy(x,y)

Also ist die Funktion (u) nach Satz 8.39 ( 5.287 ) lokal umkehrbar. Es existiert also
v
U(z) € Dmit:  f:U (20) — f (U(z)) ist eineindeutig. Fiir die Umkehrfunktion

£~ mit f L (20)) = Ulzo) gilt mit w = f(2),w = f(2):

i

i _ w = 11m Z_Z = 1 QI] J zZ
e R [ (G I G IR
Beispiele

f(z)=2" , n>2 = f holomorph in @ mit f'(z) =nz""1#0 Vze C\{0}
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= fist lokal umkehrbar in Q\{0}, f ist aber nicht global umkehrbarin €\{0}, da f
nicht eineindeutig in C\{0} (vgl. S.623 ).

ZB.: n=2 f(2)=22 = fl(2)=22z = fir f~Y(w)=w"? lokal in ¢\{0}:

-1/ _ _ _ -1 _ 2 _
f (w)_f/(z)_g_m (da fl(w)=2z < z%=w).
f(z) =¢* = f holomorph in €'mit f'(z) =e*#0 Vzedl
= f ist lokal umkehrbar in @, f ist aber nicht global umkehrbar in T da f nicht
eineindeutig in € (vgl. S.624 ).

Fiir f~(w) folgt lokal: f~(w) = @)~ elz = é (da fH(w)=2z & e =w).

b)  Globale Umkehrbarkeit
Beispiel 1. Potenzfunktion

f(z) = 2*

Dafiir z = |z[e?? = w = f(z) = 22 = |2]?e*®*¢ , wird der Winkelbereich des Urbildes
verdoppelt. Also gilt fiir jede Halbebene W, ={z€C : a<arg z < a+w}:
f: W, — @ ist eineindeutig , und es existiert f=!: @ — W, .

ZB.. f : Wo={z€@: 0<argz<n}—C = f1:C—W, mit
P

7t w=|wle¥ (mit 0<p<2r) — fHw)= |w|eZ§,
7
"
/%% .
Wo 772 ¥

Oder: f : Wy={z2€C : r<argz<2r}—>C = f1:C— W, mit

. . ) i +m)
71 w=wle® (mit 0< ¢ <2r) — f7H(w) = /|wle 2 :

7 7 A
TN ke

72
-
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Unter dem Hauptwert verstehen wir

fFle@—Wy={z€@: 0<arg z <7}
P

i= ‘
1/2 lwle 2, w=wl|e?, 0< <27

w——w

Beispiel hierzu: f~! Hauptwert
G={wel : —m/2<argw<m/2}

={w=lwle? el : 0<p<7/2, 3r/2<p<2m}
= @) ={z=w?=|ze" : 0<yY < /4, 3n/d<<m}.

Allgemeiner Fall:  f(z)=2" , n€e N, n>2.

f(z)=2" , nelN,n>2

2
Analog wird hier jeder Winkelbereich W, ={z€C : a<argz<a+ il
n

eineindeutig auf € abgebildet.

Unter dem Hauptwert verstehen wir

2
ffl0-wo={ze0 : Ogargz<§}

P

i— ,
Un = Wwlen | w=|wle?’, 0<¢<2r

wrH—w

Beispiel hierzu: ! Hauptwert , n=4:

G={wel : 0<argw<n}={w=we?el : 0<¢p<m}
= UG ={z=w*=|z]e" : 0<op <7/4} .

wl/4
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Bemerkung : Riemannsche Fldche
Um eine “globale” Umkehrfunktion

auf ganz € zu erhalten, miiite man €' in

n Winkelbereiche aufteilen und jeden dieser
Winkelbereiche auf eine €—Ebene abbilden.

Diese n —Ebenen miiite man dann
”aneinanderheften”. Auf dieser
” Riemannschen Flache” ’

ist dann f~! eindeutig erklirt.

Beispiel 2. Ezponentialfunktion

fz) = e

Da f(z) =e* 2m—periodisch bzgl. des Imaginérteils von z ist, also

e*T2kmi — o* Yk € Z, bildet f(z) = ¢* jeden Streifen parallel zur reellen Achse der
Breite < 2m, also

Sao={2z€@ : Reze R, a<Imz<a+2r} eineindeutig auf ¢\{0} ab.

= e°: S, — O\{0} eineindeutig mit f~1: @\{0} — S.,.

ez
Y

A

_

(oc+2mh

=

i

f=w & TW=c%Y=w=we?Y & =w ud p=y+2r,lcZ
& zrz=Inw und y=p+2kr , ke Z
& z=In|w|+ilarg w+2kn) , ke Z .

Also gilt

log (o) 2 = In|2| +i(arg z + 2km) mit o <argz+2kr <a+27

Unter dem Hauptwert verstehen wir

f7l: \{0} =S ,={z€@: —m<Imz<m}

Damit erhalten wir fiir den Hauptwert:

logz=In|z|+iargz mit —m<argz<m
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log =z

~ $in

=

T8 77 : 1

—1in

log z Hauptwert

Beispiel hierzu: logz Hauptwert

G={zel: |z|<1l,Imz>0} = log(G)={wel: Rew<0,0<Imw<}.

Denn: w=logz=1Inlz|+iarg z=Rew+ilImw,
2| <1 = Rew=Ilz|]<0 , O<argz<m = 0<Imw=argz<m.

A Yt A
n
% .
1 0
Bemerkung : Riemannsche Fldche

Auch hier kann man wieder mit Hilfe einer Riemannschen Fldiche eine ”globale”

Umkehrfunktion logz erhalten. In diesem Fall miissen unendlich viele ¢—Ebenen
”aneinandergeheftet” werden.

Bemerkung :
Fiir z=2 >0 gilt fiir den Hauptwert: logz=Inx , (z=2x>0).
Also ist der Hauptwert logz die Erweiterung der reellen Inz Funktion auf @\{0}.

Bemerkung :  Ableitung von log z

Als Umkehrfunktion der holomorphen Funktion e* ist logz in
O\{z =2z € IR : z <0} holomorph mit der Ableitung:

1 1 1 1
1og'z:(ew),:e—w:; = log'z:; VzeO\{z=2z€ R : x<0}.

Beispiele fir den Hauptwert logz =Inl|z|+iargz , (—7m <argz <m).

log(—1)=Inl+ir=idir , log(l)=Inl1=0,
log(i) =Inl+ic =i~ | log(—i)=Inl+i— =—i~
g)=lnltig=ig , log(—i)=Inl+i—-=—ig.

636



Beispiel 3. Allgemeine Potenzfunktion

f(z) =22 =e82  qc

Hierbei wird fiir den Hauptwert von z* der Hauptwert von logz genommen.

Beispiele fir den Hauptwert:
it = eilogi — ei(iTr/Q) — e—7r/2 7 (_1)1 — eilog(—l) — ei(iﬂ') —e T .

Bemerkung
Fir z=2>0, ac IR, gilt 2% =en% =722

Bemerkung
Fir a=1/n erhalten wir:
Zl/n _ e(l/n) logz _ e(l/n)(1n|z\+i arg z) _ e(l/n) 1n|z|ei(1/n)arg z
.arg z
’l/ _—
= V= Tzle n , (—m<argz<m).
Dies stimmt mit dem Hauptwert der Umkehrfunktion von 2™ im Bereich
{z€ @ : 0<arg z <} iiberein.

a

Bemerkung :  Ableitung von f(z) =z

f(z) = z* ist holomorph in C\{z =x € IR : <0} mit der Ableitung

(Za)/ _ (ealogz)/ — gealogz — aza—l )

Beispiel 4. sin-,cos-Funktion

sinz=w = sinz=L(e?—e®)=w = e7—e=2w
= ¥ —1=2we”* = ¥ —2we” —w? =1—w?

= (¥ —iw)?=1—-w?> = % —iw=(1-w?)"? (Hauptwert benutzen)

= % =iw+ (1—-w?))? = iz=log(iw+ (1 —w?)/?) (Hauptwert benutzen)
= 2z = —ilog(iw + (1 —w?)/?).

Also definieren wir als Hauptwert

arcsin z = —ilog(iz + (1 — 2%)1/?)

arccos z = —ilog(z + i(1 — 2%)1/2)

(2. Gleichung analog).

Hierbei muf} bei der Potenzfunktion und bei der log —Funktion jeweils der Hauptwert
genommen werden.

Beispiel hierzu:
arcsin 1l = —ilog(i) = —i(in/2) = 7w/2,
arcsini = —ilog(i - i+ (1 —i?)1/?) = —ilog(—1+ v/2) = —iln(v/2 — 1).
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7. Konforme Abbildungen

Definition 16.21 :  winkeltreu
Sei f:DCc@— , z €D (innerer Punkt).

f heiBBt winkeltreu in zy, wenn fiir alle Kurven {z =z (t) : t € [, 5]},

{z = 2z3(t) : t € [y,0]}, die sich in zp schneiden und die in zy Tangenten besitzen,
auch die Bildkurven {w = wi(t) = f(z1(t)) : t € [a, 0]},

{w = wy(t) = f(z2(t)) : t € [v,6]} in f(z9) Tangenten besitzen und die Winkel
zwischen den Tangentenvektoren nach Gréfie und Drehsinn tbereinstimmen.

£ wq(t)

25 (t)

zZn 1 (t)

Satz 16.22 :
Ist f holomorph in zg mit f'(z0) #0 = f ist winkeltreu in z.

Beweis :
Seien {z = z1(t) : t € [-1,1]} , {z = 22(t) : t € [-1,1]} zwei Kurven mit
21(0) = 22(0) = 2o und
{w=wi(t) = f(z1(t)) : te€[-1,1]}, {w=wa(t) = f(2a2(t)) : t €[-1,1]} die
Bildkurven. Dann gilt:

21(0) #0, 25(0) #0 (da T ngenten existieren)

= w’l(O):f’( 1(0))21(0) = f"(20)21(0) # 0 und
= wy(0) = f'(22(0))25(0) = f'(20)25(0) # 0 (da f'(20) # 0)
L wh(0) (0) |
wi(0)  z(0) ‘
Ist 4(0):@;(0);@% . w,(0) = [w,(0)|e* | (k=1,2), so folgt

’Z2(0)| i(pa—p1) _ | (0)| i(Pa—1)1)

21(0) w1(0)

= o) — i) o gy — =y — Yy +2kT , kEZ
= die Winkel stimmen nach Grofie und Drehsinn tiberein.

Definition 16.23 :  streckentreu
Sei f:DCC— T , zp€ D (innerer Punkt).

f hei3t streckentreu in zy, wenn eine Konstante K > 0 existiert mit
lim |M| — K > 0.

z—z0 zZ— 2
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D.h. ungefahr: Die Verhéaltnisse der Strecken von z nach zy und der entsprechenden
Bildstrecken von f(z) nach f(zo) sind im Grenzverhalten gleich.

Satz 16.24 :
Ist f holomorph in zg mit f'(z0) 20 = f ist streckentreu in z.

Beweis :
tim (£ TG0 s 0
z—z0 Z— 2

Definition 16.25 :  lokal konform , konform
Sei f:GCC— T , G Gebiet.
a) f heiit lokal konform in G, wenn f in allen z € G winkel- und streckentreu ist.

b) f heiit konform in G, wenn f lokal konform und eineindeutig in G ist.

Satz 16.26 :
Sei f:GCOC—C , G Gebiet.

a) Ist f holomorphin G mit f'(z) #0 Vze G
= [ ist lokal konform in G.

b) Ist f holomorph in G mit f'(z) #0 Vz € G und eineindeutig in G
= fist konform in G.

Beweis :  Diese Aussagen folgen sofort aus Satz 16.22 und Satz 16.24.

Beispiele

f(z)=az , a€@\{0} fest  (Drehstreckung).

f ist holomorph in € mit f'(z) =a # 0, f ist eineindeutig in € (Gebiet)
= fist konform in C' .

f(z) = Ziz , ad—bc#0 (gebrochen lineare Abbildung).

f ist holomorph und eineindeutig in @'\{—C—i} ,
c

;v alcz+d)—(az+b)c  ad—bc , d
Fz) = (cz 4+ d)? ~ (cz +d)? 70 i w\{_c}

= f ist konform in @'\{—CEZ} .

f(z)=2", n>2  (Potenzfunktion).

f'(z)=nz""1#£0 Vze @\{0}, also:
f ist holomorph mit f'(z) #0 Vz € C€\{0}
= [ ist lokal konform in @\{0} .
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2
Da f eineindeutig in jedem Winkelbereich W, ={z € € : a<arg z < a+ —F} =
n

2
f ist konform in jedem Winkelbereich W, C @\{0} mit Winkel < .
n

f ist in z = 0 nicht (lokal) konform, denn in z = 0 werden die Winkel mit dem Faktor
n multipliziert.

7Z.B.. f(z)=2>

~a

|
f(z)=z2 in 0 nicht konform

4.  f(z) =e*  (Ezponentialfunktion).
f'(z)=e*#0 Vzel, also:
f ist holomorph mit f'(z) #0 Vze
= f ist lokal konform in @' .

Da f eineindeutig in jedem Streifen S, = {z € €' : a < Im z < a+ 27} (parallel
zur reellen Achse) =
f ist konform in jedem Streifen S, C  der Breite < 2.

5. f(z)=logz  (Logarithmusfunktion , Hauptwert).

1
f’(z):Z#O VzeO\{z=2z€ R : x <0}, also:
f ist holomorph mit f'(z) #0 Vze Q\{z=2z€ R : z <0}
= fist lokal konformin O\{z =z € IR : x <0} .
Da f eineindeutigin (\{z =z € R : <0} =
fist konformin O\{z=x € R : = <0} .

log //

Qa’

"///

/ _

—iTI

6. f(z)=2zY"  (Wurzelfunktion , Hauptwert).
flz)=2L2/n"1 20 Vee@\{z=2€R : x>0}, also:
f ist holomorph mit f'(z) #0 Vze @\{z=z€ R : x>0}
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= fist lokal konformin O\{z=xz€ R : x>0} .

Da f eineindeutigin (\{z=z€ R : >0} =
f ist konformin \{z=x € IR : >0} .

zV/n p
P 4’

Satz 16.27 :

Seien f1 : G1 C - a N f2 . G2 = fl(Gl) — T 5 Gl,GQ Gebiete.
Ist f1 konform in G; und fo konform in Gy = f1(G1)

= f = fyo fy ist konform in G.

Beweis :

FEine Hintereinanderschachtelung von streckentreuen, winkeltreuen und eineindeutigen
Abbildungen besitzt wieder diese Eigenschaften.

Beispiele

—22 4+

Gesucht:  f(G) . Frage: Bildet f das Gebiet G konform auf f(G) ab ?

, G={z€: Rez>0, Im z>0}.

Wir zerlegen f in die folgenden ”Standardabbildungen”

fi(z) =22, falz) = —c +.Z , die wir einfacher untersuchen kénnen. Es gilt dann

zZ+1
f(z) = f2(f1(2)).

7
G Go f(G)

G={z€el : 0<argz<7/2} = G2=f(G)={z€l : 0<argz<mw}
= f(G)=fo(Ge) ={w el : |w| <1}

1z + 1 —z+1
1. Beispiel 1, S.618 : = =
(vg eispiel 1, f(2) ] P
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f1 ist konform in G, da z = 0 ¢ G und der Winkelbereich einen
Winkel < (27/2) = 7 hat,
f2 ist konform in G2, da gebrochen lineare Abbildung mit (—i) & G

= f ist konform in G , also:
f bildet G konform auf f(G) ={w e € : |w| < 1} ab.

21z 1\ 2
f<z):<22n—i—1> +i , G={2€C : 0<Rez<m/2,Imz>0}.

Gesucht:  f(G) . Frage: Bildet f das Gebiet G konform auf f(G) ab ?

Wir zerlegen f in die folgenden ”Standardabbildungen”

G =2z folz) =, folz) = ii L) =2, fa(z) =2+
Es gilt dann  f(z) = f5(fa(f3(f2(f1(2)))))-

G={z€C: 0<Rez<m/2, Imz>0}

= Go=f1i(G)={z€ : Rez<0,0<Imz<m}

(Drehstreckung: Drehung um den Winkel /2 | Streckung mit dem Faktor 2)
= G3=fo(Gy)={2z€C: |z|]<1,0<argz<mn} (e*— Funktion).

fl f2
o ' 8 .
m
n/2 g 1
G Gz Gg
z+1 . .
Nebenrechnung:  f3(z) = . (gebrochen lineare Abbildung)
z —
z 1 00 -1 0 (
f3(z) 00 1 0 -1 —1

Es gilt die Kreisverwandtschaft

fq
e

7

-1
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1.

Also gilt

i
-1 1 0 >
Gg Gy G5 f(G)

Gyi= f3(G3)={2€C : m<arg z<3n/2},
Gs = f1(Gy) ={2€C : 2n<argz2<3nt={2€C : Imz2>0} (fs(2) =2?),
f(G)=f5(Gs) ={we @ : Imw>1}.

f1 ist konform in G, da Drehstreckung,

f2 ist konform in G, da Streifenbreite < 27 ,

f3 ist konform in G3,da z =1 ¢ G3

f4 ist konform in G4, da z = 0 € G4 und Winkelbereich < 7 ,
f5 ist konform in G5, da Translation (konform in )

= [ ist konform in G , also:
f bildet G konform auf f(G) ={w e @ : Im w > 1} ab.

Frage: Seien G1,Gs zwei Gebiete in €. Gibt es eine konforme Abbildung f : G; — G
mit f(Gl) = GQ ?

Die Antwort auf diese Frage liefert der folgende Satz, den ich hier ohne Beweis zitieren
mochte:

Satz 16.28 :  Riemannscher Abbildungssatz

Seien G1,Gy C T einfach zusammenhdngende Gebiete mit G # T, Gy # (.
Dann existiert eine konforme Abbildung f : G; — G2 mit f(G1) = Gs.

Beispiele
G={ze€@: |2|<1,Rez>0,Imz>0} , G={wed : |w<1}.

f

Gesucht:  f konform mit f(G) =G .
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2.

fy f2
R R
1 1
G=G 1 G2 GS

f3 fq
. N TR
| = | = T
G o f6)
2 —iz+1 : . )
Also: fi(2) =2, fa(z) = 1 (vgl. Umkehrabbildung aus Beispiel 2, S.619 ),
z
) 1
fa(z) =22, fuz) = _Z’:;r - (vel. Beispiel 1, S.618 ).

Insgesamt erhalten wir dann

) i<_izz+i>2—|—1
. 2 —5
16 = B = (1) ) = =t
_i< 2241 ) +1
B A4 2i22 41
_(_2)24—22',22—%1 ’

f1 ist konform in G; = G, da z = 0 € G; und der Winkelbereich < 7 ,

f2 ist konform in Go = f1(G1), da (—1) € Go ,

f3 ist konform in G35 = f3(G3), da z = 0 € G3 und der Winkelbereich < 7 ,
f4 ist konform in G4 = f3(G3), da (—Z) g G4 .

Da die Einzelabbildungen fj jeweils in Gy, konform sind =-

f bildet G konform auf G ab.

G={ze@: |2/<2,|z-2/<2} , G={wel : |w<1}.

A f
TR,

0 24%1
G

fG)

Gesucht:  f konform mit f(G) =G .
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Schnittpunkte der beiden Kreise:

?4+y2 =4, (2-224+9y*=4 = dx=4 = z=1 = =3 = y==+V3
= 2 =1—-14V3, 20 =1+1iy/3 sind die Schnittpunkte.

Wir bilden nun mit Hilfe einer gebrochen linearen Abbildung folgende Punkte ab:
z17—0, 20 —00,1—1.

Dann erhalten wir:

B z—(l—\/_) 2\/3___ o
fi(z)=a (1+\/_>7f1() —i\/g_ a=1 = a=-1
- —24+1—iV3
N f1<z>—m'
. /32 ,
Da fl(O):i_—%ﬁg:—%25+i§:eZW/3 und
f1(2) = _11__—;\/\5 = —% = % —i? = e_m/3 , gilt
f2
/""\/
n/3 %/
0
%/4
zy G=Gq G2 Gy
A T3 A fq f5
% Ry 2 ~ 7 =
> 7‘-’ 1
%GS % G4__ G5 f(G)
AnschlieBend wenden wir die Abbildungen f5(2) = 22 f3(z) = . fa(z) = 21/
und f5(z) = Z%—’—l an
—1z+1

Dann erhalten wir:  f(2) = f5(fa(fa(f2(f1(2))))) , und es gilt f(G) = G.

f1 ist konform in Gy = G, da (14 1iV3) € Gy ,

f2 ist konform in Gy = f1(G;), da z = 0 € G2 und der Winkelbereich < 27/3 |
f3 ist konform in G5 = f2(G2), da Drehung,

f4 ist konform in Gy = fg(Gg), da{z=2€¢R : >0} ¢ Gy,

f5 ist konform in G5 = f4(G4), da (—i) € G5 .

Da alle Einzelabbildungen fi jeweils in GG konform sind, ist auch f in G konform.
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8. Komplexe Kurvenintegrale

Sei K ={z(t) =z(t) +iy(t) : t € [a,F]} eine Kurve in €', und sei
f:DCl— T mit KCD und f stetig auf K, dann wollen wir definieren, was wir

unter dem Integral von f entlang K verstehen wollen: / f(z) dz .
K

Zunéchst definieren wir analog zur Riemann-Summe (vgl. S.194 ) die
Riemann-Stieltjes-Summe:

Definition 16.29 :  Riemann-Stieltjes-Summe

Sei Z = {to,t1,...,t,} eine Zerlegung von [o, 5] , 7% € [ti—1,tk] , (k=1,2,...,n),
Zwischenpunkte. Dann heifit

F) =) f(2(w))(2(tr) — 2(th-1))
k=1

Riemann-Stieltjes-Summe von f bzgl. der Zerlegung Z.

Existiert nun ein I € @ mit y h‘m Sz(f,7) =1 unabhingig von der Wahl der Zer-

legung und der Wahl der Zwischenpunkte, so nennen wir diesen Wert I das (Riemann-
Stieltjes) Integral von f entlang K.

Definition 16.30 :  Riemann-Stieltjes Integral

Existiert ein I € ¢ mit: Ve > 0 3d(e) > 0 so, daBl aus |Z| < ¢ bei beliebiger Wahl
der Zwischenpunkte 7, folgt: |Sz(f,T) — I]| < €, so heifit

I_/f dz—/f

das (Riemann-Stieltjes) Integral von f entlang K.

Beispiele

Sei K ={z(t) : te€[a,f], z(a) =a, z(8) = b} eine

beliebige stiickweise glatte Kurve zwischen a und b in .

8 /\_/b
/Kdz:/a dx(t) = b—a _

a

Denn:
n

/K dz= lim Sz(f,7)= lim Z(z(tk)—z(tk_l)) = lim (z2(t,) — 2(to))

Z|—0 Z|—0 Z|—0
121~ 121-0 £~ 21—

zéigo(b—a):b—a.
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p 1
/Kz dz = /a z(t) dz(t) = §(b2 —a?) /\_{’b

a

Denn:

/zdz: lim Sz(f,7)
K 1Z]—0

n

= éig(); 2(tg—1)(2(tk) — 2(tk—1))  (Zwischenpunkte 7, = tx_1)

n

= éigo ; 2(tg)(2(tg) — 2(tk—1))  (Zwischenpunkte 7, = ty)

n

= Q/K,z dz = lim Z(Z(tk) + 2(tp—1)(2(tk) — 2(tk-1))

|Z]|—0
k=1
n

— 2 2200 ) = i 2(¢,) — 22 — 1 2 _ 42y =p2 — g2,
lZHgOk:l(z (tk) — 27 (tk-1)) |ZI|I30(Z (tn) — 2" (to)) |Zl|rgo(b a”) =b"—a

Ist K geschlossen, so gilt: / dz = / z2dz=0.
K K

Dafl das Integral / z dz iberhaupt fiir stiickweise glatte Kurven existiert, zeigt der

K
folgende Satz 16.31 und die anschlieBende Bemerkung:

Satz 16.31 :
Sei K = {z(t) : t € [a, ]} eine glatte Kurve in €', sei f stetig auf K.

Dann existiert das Integral f(z) dz mit

16 B8
/K f(2) dz = / F(2(t)) da(t) = / (1) (8) dt
Es gilt die Abschétzung

s
I/Kf(Z) dz| S/ |f(2(t)2' ()] dt .

Beweis :
n

Sz(f,7) =) f(z(m))(2(tk) — 2(tk-1))

k
= 3 (wlem)) + iv(=(m)) ) ((2(tr) = 2(t1)) + i(y(t) — y(ts—1)))
k=1

(mit f=u+iv, z(t) = z(t) + iy(t))

I
—
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n n

=D u(z(m))z’ (§e) Atk — > v(z(7k))y () At
k=1 k=1

+1 Z o' (Ek) Aty + i Z )y’ (1) Aty .

Wahlen wir 7 = & bzw. T = 1, so sind diese 4 Summen Riemann-Summen fiir die
stetigen reellen Funktionen ux’, vy, vz’ und uy’, die gegen die Integrale

B B B B
/ w(z(t))'(t) dt —/ v(z(t))y'(t) dt +i/ v(z(t))2'(t) dt—f—i/ uw(z(t))y'(t) dt
B

B
- / <u(z(t)) + iv(z(t))) (x’(t) + iy’(t)) dt = / F2()2' (1) dt
kongergieren. Nun muf} nur noch gezeigt werden, dafl die Konvergenz unabhéngig von
der Wahl der Zwischenpunkte 7, gilt (vgl. Literatur).

Die Abschatzung folgt durch Abschéatzung der Riemann-Stieltjes-Summe.

Bemerkung : Satz 16.31 gilt auch fir stickweise glatte Kurven.

Denn: Man muf fiir den Beweis das Intervall [«, 5] aufspalten und dann jeweils

Satz 16.31 benutzen.
KR(zo)

Beispiel
Kr(z0) = {2(t) = z0 + Re' : t €[0,27]}

positiv orientierter Kreis um zy mit Radius R.

¥

KRr(z0) ist eine glatte und geschlossene Kurve.

Wir untersuchen das Integral / f(2) dz fiir die Funktion
Kr(z0)
f(5) = (=), meZ.

f ist stetig auf Kgr(z9) (die Singularitit z = zo (fiir m < 0) liegt nicht auf der
Kurve, sondern im Inneren von Kpr(zp)).

Mit z(t) = 20 + Re = 2/(t) =iRe® | f(2)=(2— 20)™ = (Re')™
Damit erhalten wir fiir das Integral

27 o
/ (2 —20)™ dz = / (Re™)™iRe™ dt = z'RmH/ el(m+1)t gy
KRr(z0) 0 0

i(m+1)t ;27 RmtL
— pm+! { ¢ } galls m # —1 _ { ( im+1)2m _ 1) Jfalls m # —1
t=0

m+1 m+1
271 Jalls m = —1 271 Jalls m = —1
0 fallsm# -1
| 2m falls m = —1.

Also gilt fiir m € Z:
m .. ) 0 fallsm#—1
/KR(Zo)(Z ~R)" dz = { 2mi Jfalls m = —1
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1
Z.B.: / (z—20)>dz=0 / ——5 dz=0, aber
KR(Z()) KR(Z()) (Z - ZO)

1
/ dz = 2m
Kr(zo) Z— 20

Zusammenhang zwischen komplexem Kurvenintegral und Kurvenintegral in IR?

Sei f=u-+1v, V= (u> bzw. V = (u>,danngﬂt
v

—v

/ f(z) dz = / (u +iv)(dx + idy) :/ (u dx — v dy)—l—z'/ (vdr+udy).
K K K K
Die Integrabilitdtsbedingungen entsprechen den Cauchy-Riemannschen DGL, denn

(—0)z =uy , Uy = vy.

Will man das Integral / (u dx + (—v) dy) berechnen, so gilt
K

/K(u dzx + (—v) dy):Re/Kf(z) dz mit f(z) =u+iv .

Beispiel
Y x { . .
—d:c——dy)zRe/ — dz = Re(i - 27i) = =27 .
/KRm) <fL‘2 +y? z? + y? Kr(0) # )
(vgl. letztes Beispiel)
i iz iz —dy) Yy x

D : = - = = = )
enn f(z) > |z|2 72 + 12 22 + 42 +Zx2_|_y2

= u(z,y) +iv(z,y) .

Satz 16.32 :  Figenschaften des komplexen Kurvenintegrals

Sei K eine stiickweise glatte Kurve in @, f, f1, f2 seien stetig auf K |, c e €.
Dann gilt

a) Linearitdt
[+ re)de= [ a@ s [ pede [ ey di=c [ )z,
b) Setzt sich K aus K; und K5 zusammen, so gilt
/ f(z) dz= f(z) dz + f(z) dz .
Ki+K> K Ks
c¢) Mit L(K) = Léange von K gilt die Abschéitzung
[ 1) o) < mag ) LK.
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Fiir die Kurve ( ) (umgekehrter Durchlaufungssinn) gilt

/f dz—/f

Beweis :  Alle Eigenschaften folgen sofort aus der Definition der Riemann-Stieltjes-
Summe und der Definition des (Riemann-Stieltjes) Integrals.

Beispiel N
Ky 4,
K=K +Ky,+ K3+ Ky, K
1 o
J(z) = z Ka ¥ !
Ky

Gesucht: / 1 dz .
K

z

Ky :zt)=1+4idt,tel|-1,1] = 2Z({t)=1i,
Ky : z(t)=t+i ,te[-1,1] = Z({t)=1,
K3 @ z(t)=—-1+it, te[-1,1] = 2Z'(t)=1,
Ky, : z(t)y=t—i ,te[-1,1] = Z{t)=1

T 1 1 : 1
1 1
- Z,dt—/ .dt—/ Z,dt+/ - dt
L4t 1 t+1 1 —1+at 1 t—u
1 . . . . . .
11—t t— 1 t t
:/ <z( it) 2+z( —|—z)+ +Z>dt
~1

14+ ¢2 14 t2 14+ t2 14+ ¢2

1 . . . . 1 1
t—t —t+t 1

:/ 1+ +i1+1 + +Zdt:47j :82'/

1 1+¢2 11422 0

— i arctan1:8i-%:27ri.

dt

1412

1
Fiir Kr(0) galt ebenfalls / — dz =2mi .
Kg(0) #
Daf} dies kein Zufall ist, werden die nachsten Satze zeigen.

9. Cauchyscher Integralsatz

Der folgende Satz ist einer der wichtigsten Satze der komplexen Funktionentheorie.
Er wird auch Hauptsatz der Funktionentheorie genannt.

Satz 16.33 :  Cauchyscher Integralsatz

Sei G C C'ein einfach zusammenhangendes Gebiet, sei f : G — @ holomorph in G.
Dann gilt fiir jede geschlossene, stiickweise glatte Kurve K, die ganz in G verlauft

| 1) a -
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Beweis : Der Beweis verlauft in 3 Schritten

a) K sei der Rand
eines Dreiecks
= / f(z)dz=0.
K
b) K sei ein geschlossener
Polygonzug

= aufteilen in Dreiecke.

Die Integrale iiber die inneren Wege
heben sich auf, da sie 2—mal durchlaufen
werden (1—mal in umgekehrter Richtung)

= /f dz=0.

c) K sei geschlossen, stiickweise glatt

= K wird durch Polygonziige K,
approximiert. Dann gilt fiir n — oo :

Oz/an(z)dz—>/Kf(z)dz:O.

K kann auch Doppelpunkte haben
= aufteilen in die einzelnen
doppelpunktfreien geschlossenen
Kurvenstiicke.

Zu a)

A wird aufgeteilt in 4 kongruente
Dreiecke A1, Ao, Az, Ay

durch Verbindung der Mittelpunkte
der Dreiecksseiten.

A und Aj seien jeweils die

positiv orientierten Randkurven

der entsprechenden Dreiecke. Dann gilt

/f dz—/f dz+/f dz+/f dz+/f

(da die Integrale iiber die inneren Strecken sich gegenseitig aufheben)

= 1) = |/f dz\<2\ 2) da .
k=1 Ag

Also gilt fiir eins dieser 4 Dreiecke, welches wir nun mit A; bezeichnen wollen:

1
JRCECETE

1
Fiir die Lange von Ay gilt: L(A;) = §L(A).
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Fiir A; wird nun wieder das gleiche gemacht, also Aufteilung in 4 kongruente Dreiecke.

Dann kann man wieder ein Dreieck Ao auswéhlen, fiir das gilt:

1 1 1
[ f@ @zl [ s@ sz G L) = L)
Ay 4 Ja, 4 2
Fahren wir in gleicher Weise fort, so erhalten wir eine Folge (A,,),cn von ineinan-
dergeschachtelten Dreiecken, die alle in GG liegen und fiir die gilt:

[ @ i LA = L)

Sei z,, aus dem Inneren von A,,, dann gilt fiir n — oo :

zn, — 2o mit zp € G (da G einfach zusammenhéngendes Gebiet).
Sei nun € > 0. Da f holomorph in G ist, existiert Us(zg) C G mit

|f(2) = f(20) = f'(20)(2 — 20)| < €|z — 20| Vz € Us(2).
ADb einem N € IN sind alle A,, in Us(z9) , n > N.
Fir diese n > N gilt dann Uglzg)

| / f(2) dz| < | / (F(2) = F(z0) — F(z0) (= — 20)) d2]

n ATL

< e max |z — z0|L(A,) + |f(zo)|y/ dz| + |f'(z0>|y/ . dz—zo/ dz |.
zEA, A, A, Ay,
Da / dz=0 und / zdz=0 (vgl. S.647 ), gilt
A, Ay,

|/ f(z) dz| < emax |z — z9|L(A,).
An ZEAn

Da max |z — 20| < L(A,,), folgt hieraus zusammen mit obiger Eigenschaft
ZEA,

<] / F() de] < eDA(An) = e I(A) = |1 < eL2(A)
An

Da e > 0 beliebig = [=0 = /f(z)dz:().
K

Bemerkung : Gegenbeispiel

G mufl einfach zusammenhdngend sein, und f mufl holomorph in G sein, denn:

1
/ —dz=2mi#0 (vgl. S.649).
K1(0) #

1

f(z) = — ist holomorph in @\{0}, aber G = @\{0} ist nicht einfach zusammen-
z

hangend.

Bemerkung : Auch bei Kurvenintegralen in IR? mufBiten die Integrabilititsbe-
dingungen in einem einfach zusammenhdngenden Gebiet gelten, um zu folgern, dafl
Kurvenintegrale iiber geschlossene Kurven in G gleich Null sind.
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Beispiele

f(z)=(2—20)" , neIN = fist holomorphin €,
(' ist einfach zusammenhéngendes Gebiet =

/ (z —20)" dz =0 fiir alle n € IN und alle geschlossenen, stiickweise glatten
K
Kurven K in .

A
Sei K die folgende Kurve : Ko
K3
/ e *dz=0,

K y = =
da f(z) = e * holomorph in €, 0 Ky R
und K geschlossene, stiickweise glatte Kurve in .

Nun berechnen wir das Integral direkt:
Ky :z=t,t€l|0,R] = dz=dt,
Ky : z=Re" | te€[0,7/2] = dz=1iRedt,

—Ks @ z=1it,te€[0,R] = dz=idt.
I:/ezdz:/ ezdz+/ ezdz—/ e *“dz
K Kl KZ 7K3
R /2 " ) R )
= / e ! dt + / e iRe™ dt — / e~ dt

0 0 0
R /2 o 1R
_ _eft] +ZR/ efR(cost+zsmt)ezt dt _+_efzt]
0 0 0
/2 . . .
— (1 _ e—R) + ZR/ e—Rcostez(t—Rsmt) dt + (e—zR _ 1) )
0

Dal=0 = Rel=ImI=0,also
/2

(1—e By~ R/ e fcostgin(t — Rsint) dt + (cosR—1) =0 und
0

/2
R/ e oSt cog(t — Rsint) dt —sinR =0, also gilt fiir alle R > 0:
0

/2 nR
/ e T8t cos(t — Rsint) dt = >
0 R
71'/2 R_ —R
/ e fteostgin(t — Rsint) dt = LRl
0 R

Damit ist es uns gelungen, zwei schwierige reelle Integrale mit Hilfe komplexer In-
tegrale zu berechnen. Dabei haben wir fiir das komplexe Integral den Cauchyschen
Integralsatz benutzt.
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3.

oo

Wir wollen nun die reellen Integrale cos(z?) dr und / sin(z?) dr mit
0

0
Hilfe eines komplexen Integrals berechnen. Dazu berechnen wir

9 A
/ e”” dz entlang der folgenden Kurve Kpg :
Kr

Ky :z=t,te[0,R] = dz=dt,
Ky : z=Re" | te0,7/4] = dz=1iRe"dt,
—K3 : z=1te"™/*  tc[0,R] = dz=e"/4dt

I = / ¢ dz =0 , da f(z) = oi?” holomorph in €' und K g geschlossene, stiickweise
K
: glatte Kurve in .
Direkte Berechnung:

I1=0 :/ e dz :/ e dz —|—/ e dz —/ e’ dz  mit
Kr K Ko —Ks
» R R R
/ e dz = / et dt = / cos(t?) dt +i/ sin(t?) dt ,
K, 0 0 0

. 2 /4 i R2620t n . /4 R2e2it 1t
/ e* dz :/ e {Re" dt = zR/ et7e™ +t) gy
Ko 0 0

/4 o, 5 .
_ ZR/ ez(R c032t+t)e—R sin 2t dt
- s
0
also
= /4 5 . /4 )
| [ €7 dz\gR/ e Tt Sm%dth/ e Tl dt
Ko 0 0

da in [0,7/4] gilt: sin2t > t.
Also gilt
, 1 m/4 1 1
| o'’ dz| < _Ee_th] = E(l - e_R2“/4) < —=—=0fiir R— 0.
Ko 0

R _ R
/ ¢ dy = —/ eit?e ™2 gim/4 gy —e”/4/ et at (da e™/2 = ).
Ks 0 0

R 0o
Da Rlim et dt = / et dt = g (vgl. S.408 ), gilt insgesamt fiir R — oo
— Jo 0
0= lim ¢ dz = / cos(t?) dt —|—i/ sin(t?) dt —e'™/4. i :

Da eim/4 — cos(m/4) + isin(n/4) =
Imaginarteil:

\%(1 + i), folgt hieraus fiir den Realteil bzw.
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o0 oo 1
/ cos(t?) dt = / sin(t?) dt = ~ T
0 0 2V 2

Die nachsten Satze sind unmittelbare Folgerungen aus dem Cauchyschen Integralsatz.

Satz 16.34 :  wegunabhdingig

Sei G C C ein einfach zusammenhangendes Gebiet, sei f : G — T holomorph in G und
seien 21,20 € G.

Dann hat das Integral fiir alle stiickweise glatten Kurven K(z1, 22), die die Punkte z;
und 29 in G verbinden, den gleichen Wert. Also ist dann das Integral wegunabhdngig,

und wir schreiben f(z) dz = f(z) dz .

K(z1,22) z

Beweis :

Seien K7 und K> zwei stiickweise
glatte Kurven von z; nach z

= K = K; + (—Ky) ist geschlossene,
stiickweise glatte Kurve in G =

0= / f(z) dz = f(z) dz — f(z) dz = Behauptung.
K K K>

Bezeichnung : Sei K eine geschlossene Jordankurve (d.h.: doppelpunktfrei), dann
bezeichnen wir mit

I(K) das Innerevon K , A(K) das Aufere von K |
I(K)=1(K)UK das Innere von K einschlielich K ,
A(K) = A(K)UK das Aufliere von K einschlielich K .

Satz 16.35 :

Seien K1 und Ky zwei geschlossene, postiv orientierte, stiickweise glatte Jordankur-
ven (d.h.: doppelpunktfrei) mit K C I(Ki). Sei f holomorph im Ringgebiet
R(K1,K3) (zwischen K und K5 einschliefllich K7 und K»).

Dann gilt f(z) dz = f(z) dz .
K1 K2

Beweis :

Wir fithren eine Hilfskurve K ein,
die die Kurven K; und K5 verbindet.

K = Kl —+ KO + (—KQ) + (—K()) iSt
geschlossene, stiickweise glatte Kurve.
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R(K;, K2)\{Ky} ist einfach zusammenhéngendes Gebiet, wo f holomorph ist.
K, seien geschlossene Kurven in R(K1, K2)\{Kp} mit K,, — K fiir n — oo.
Nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt / f(z)dz=0 =

Ky
/an(z)dz—>/Kf(z)dz:0 =
0=/ f(z) dz = f(z) dz + f(z) dz — f(z) dz — f(z) dz
K K, Ko Ko Ko

= (z) dz — f(z) dz = Behauptung.
Kl K2

Beispiel

Es gilt fiir alle geschlossenen, positiv orientierten, stiickweise glatten Jordankurven

mit zg € 1 (K )

1 K
/ dz = 271
K Z 720
Denn: KR(ZO)
1
/ dz =2mi (vgl. S.649 ).
Kr(z0) # — ~0

Bemerkung : Ein analoger Satz gilt fiir reelle Kurvenintegrale in IR?
(Vgl. Satz 13.16, S.441 ).

Satz 16.36 :

Seien K, K1, Ko, ..., K, geschlossene, positiv orientierte, stiickweise glatte Jordankur-
ven mit K; C I(K) Vi=1,2,...,n , K; CA(K;) Vi#j.

Sei f holomorphin T(K)\{I(K;)UI(K3)U...UI(K,)} (also f muB nicht holomorph
im Inneren der Kurven K; sein). Dann gilt

/Kf(z) dz:i:/Kif(z) dz

&

....... zusitzliche Hilfskurven

656



Beweis :

Wir verbinden die Kurven K; mit Hilfskurven. Zusammen mit diesen Hilfskurven
wird K1 4+ Ko + ...+ K, eine geschlossene, positiv orientierte, stiickweise glatte Jor-
dankurve. Fir diese geschlossene Jordankurve konnen wir zusammen mit der Kurve
K den Satz 16.35 anwenden. Da die Hilfskurven 2—mal durchlaufen werden (1—mal
in umgekehrter Richtung), heben sich die Integrale iiber diese Hilfskurven gegenseitig

auf. Damit erhalten wir insgesamt

/Kf(z)dz:;nl/mf(z)dz.

10. Cauchysche Integralformel

Satz 16.37 :  Cauchysche Integralformel

Sei G C T Gebiet, sei f: G — T holomorph in G.
K sei eine geschlossene, positiv orientierte, stiickweise glatte Jordankurve
mit I(K) C G. Dann gilt die Cauchysche Integralformel

a) (2) dz =2mi f(z9) Vzp € I[(K)

K ?Z7 %0
b) ﬁ dz=0 Vzo € A(K)

K %720

K
G
Fall a) Fall b)
Beweis :

b) Dazy€ AK) = /(z) ist holomorph in I(K). Da I(K) ein einfach zusam-

zZ — 20
(2)

K %20

menhangendes Gebiet ist, gilt nach dem Cauchyschen Integralsatz:

a) Seizp € I(K), und sei € > 0 beliebig. Dann gilt

Mdz:/ Mdz+f(zo)/

K %~ 20 . 0 K %= 20
mit / dz =2mi (vgl. S.656 ).
K %7 20

Sei K,.(zp) ein Kreis um zy mit r so klein, dafl
|f(z) — f(z0)] <€ Vze K,(2) (das geht, da f stetig) , dann gilt

dz
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K 2T 20 K. (20) Z =20
(nach Satz 16.35)

Da e > 0 beliebig = / Mdz:o.
K Z =20

dz| < SL(K,(20)) = < - 27 = 2.
T r

Damit erhalten wir insgesamt (2) dz = 2mi f(z9) .
K %20

Beispiele

eZ

Gesucht: IR:/ dz , R>0,R#1,R#2.
Kn) (2 —=1)(z—=2)

1. Fall. 0<R<1 = Ir=0, T
\J

denn die Singularitaten z; =1 und
72 = 2 liegen im Aufleren von Kr(0)
(Integrand ist holomorph in I(Kr(0))).

2. Fall. 1<R<2

IR:/ (=) dz = 2mi (— )|2=1 = —2mie
KR(O) Z_l 2—2

denn Ze_zz ist holomorph in I(Kx(0))

(da Singularitit zo = 2 im AuBeren von Kz(0)).

K
3. Fall.: R>?2 /- K

Seien K7 ein kleiner Kreis um z; = 1 und
K5 ein kleiner Kreis um 2o = 2,
dann gilt nach Satz 16.36:

z z

/KR(O) (z—=1)(2—2) de= /Kl (z—=1)(z—2) dz+/}<2 (z—1)(z—2) dz .
R
| ey = S 4= 2mie (nach Fal2),

z ( ez]‘) ez
d = zZ— d — 2 . = 2 . 2.
/I{Q (2 —1)(z —2) © /K2 .9 ¥ m(z—1>| _o = 2mie
Damit erhalten wir im 3. Fall: [r = —2mie + 2mie? = 27i(e? — e).

Alle drei Falle zusammen ergeben:

o7 0 Jalls 0 < R < 1
/ dz = ¢ —2mie Jalls 1 < R < 2
k() (2= 1(z=2) 2mi(e? —e) Lfalls R > 2.
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Sei f holomorph in I(Kg(20)), dann gilt mit der Parameterdarstellung fiir
Kgr(z0): 2z(t) =20+ Re' | t €[0,27] , dz = iRe"dt :

1 1 27 it .
f(Zo):—./ Mdz:—_ MiRe” dt =
270 J K n(z0) 2 — 20 21 Jo Ret
1 2m )
f(z0) = 5 /. f(z0 + Re™) dt .
Bemerkung :

Satz 16.37 (Cauchysche Integralformel) besagt, dafi die Funktionswerte von f im In-
neren von K bereits durch die Werte auf K festgelegt sind.

Als eine Anwendung von Satz 16.37 (Cauchysche Integralformel) beweisen wir nun die
Poissonsche Integralformel :

Satz 16.38 :  Poissonsche Integralformel
Sei f holomorph in I(Kr(0)). Dann gilt fir 0 <r < R, 0 < ¢ < 2m:

Kr(0)

. 1 27 R2 _ ,r.2 "
) = — Re'") dt
Jre’) 27 /0 R2 — 2rRcos(t — ¢) + r2 J(ReT)

R

Beweis :
Fiir zg = 0 = 0e’¥ (also r = 0) folgt die Behauptung aus obigem Beispiel 2.
Sei zg € I(Kg(0)) mit 0 < |z| < R, also zg = re!” mit 0 < r < R, dann gilt

11 e, E R
/KR(O) <Z —F R_2>f(z) de = /KR(O) zZ— 2o dz /KR(O) o R_2 dz = 2mi f(20),

Z0 20
2 2 2

da das 2. Integral = 0 ist, denn: \{%—] > L R = ]:i_ € A(Kgr(0)).

20 R 20
Also gilt

1 1 1
= — — d
=55 (7 —@ )
20

1

1 %o
- d
211 KR(O)(Z_ZO Zzo —R2>f(2) :
. 1 / 220—R2—250+|Zo|2
2mi Jipo) (2 — 20)(2Z0 — R?)
1 R2 — |Z()|2
= — — z dZ .
210 Jiep(0) (2 — 20)(R? — 2Zp) 1(z)
Mit z(t) = Re® |, t € [0,27] , dz = iRedt , zg=re?, 0<r <R, gilt dann

' 1 o R? — 2 " o
Py — i i : ‘ R i ‘R i dt
f(Te ) 27 /O‘ (Rezt _ Teup)(RQ o TReZte_up) f( (§] )7/ (S =

f(z) dz
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) 27 R2_ 2 )
106) = 3= | e f(Re") di

= % ei‘P)(Re_it _ re—w)

1 [ R? — 1?2 "
9 - . ") dt
21 Jo  R2Z2 412 — rRei(t=%) — pRe~i(t—¢) F(Re")

1 27 R2 o 7“2

= — Y dt .
2 Jo  R?+41r2—2rRcos(t — ¢) f(Re™)

Ist f(2) = u+ iv, so gilt fiir den Realteil u von f
1 [ R? — 2
" or o RZ241r2—2rRcos(t— )

Da f holomorph in I(Kr(0)) = w ist harmonisch in I(Kr(0)) (vgl. Satz 16.18,
S.631 ), also gilt: ~ Au=0 in I(Kg(0)).

Damit erhalten wir:

1 2 R2 — 2 £r(0)
_ 1 h(t) dt 3
U(T’ 90> o /0 R2+7r2—2rR cos(t - 90) ( )

u(r, ¢) w(R,t) dt .

ist Losung des inneren Dirichlet-Problems fiir den Kreis, d.h.:

Au=0 in I(KR(O)) 5 U|KR(O) =h

Dies ist die Integraldarstellung der Losung des inneren Dirichlet-Problems fiir den
Kreis.

11. Erweiterte Cauchysche Integralformel

Eine wichtige Eigenschaft holomorpher Funktionen (die im Reellen kein Analogon hat)
liefert der folgende Satz.

Satz 16.39 :  Frweiterte Cauchysche Integralformel
Sei G C @ Gebiet, sei f: G — T holomorph in G.

a) Dann existieren in G alle Ableitungen f)(z) Vn € IN, und diese Ableitungen
sind wieder holomorph in G.

b) Sei K eine geschlossene, positiv orientierte, stiickweise glatte Jordankurve
mit [(K) C G. Dann gilt Vzy € I(K) die erweiterte Cauchysche Integralformel

|

D.h.: Differentiation und Integration diirfen vertauscht werden.
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Beweis :

Sei zp € I(K), dann existiert ein

Kreis K, (z9) um zo mit I(K,(z)) C G.
Nach der (einfachen) Cauchyschen
Integralformel (vgl. Satz 16.37, S.657 )
gilt dann:

N 211 ~(20) Z—Z1
L 1 f(2)
7Zu zeigen ist: (2 :—,/ — 7 dz.
g f( O) 27 Ko (20) (2—20)2
Es gilt
LENESCRN Ny g C N
21 — 20 21 J K, () (2 — 20)?

e { 1 (f(Z) B f(2)>_< f(Z))Q}dz‘

21 Jr, (z) L21 —20\2— 21 Z— 2
((*) benutzen fiir z; und zp)

1 1 1
|z ) o ' e

1 Z1 — 20
=|— f(z dz
27 ST =)= 20
M 2 1 2M .
<l|z1—zolm— - =" 21r = |21 — 20| — — 0 fiir 21 — 2
2 r 12 r2
mit M = ma z S
zeKréo)\f( )|
und |z — 2o| < g
und |z — 21| > g . K {zp)

Also gilt fiir alle zg € I(K)

Lo f(2) _ L[ )
Flz0) = 27 /Kr(zo) m 1o = 2mi /K (2 = 20)? *
(nach Satz 16.35)

Mit Hilfe dieser Formel zeigt man genauso, dafl gilt:

2! f(z)
1/
=— | —F—=dz.
17 (z0) 271 /K (z — 2z0)3 ?
Mit vollstandiger Induktion erhalt man die allgemeine Formel.

Da zy € G beliebig, folgt also, dafl f in G beliebig oft differenzierbar ist, und da G
Gebiet, die Ableitungsfunktionen in G holomorph sind.
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Beispiele

| e” 2mi (n) 211 .
Gzt = =—e* Vz el (dae® hol h in @).

/Kr(zo) (z — zg)nt! z ! (Cha . e 20 (da e* holomorph in ()

Direkte Berechnung:
K. (z0): 2(t) =20 + ret , tel0,2n] , dz = irettdt :

o? 27 ezo+re“ _ 27 er(cos t+isint)
— — dz = — _gre' dt = je® — dt
/Kr(zo) (Z _ Zo)n—l—l 0 (Tezt)n—Fl 0 rneaint

. 2 .
1e*0 (o sin t— 2me
_ / el cos tez(r sint—nt) dt = %0 (VOIl oben)
rn n!
0
27 Q™
DU T
= el €os tez(r sin t—nt) dt = )
0 n'

Damit erhalten wir fiir den Realteil bzw. Imaginarteil fir alle r > 0, n € Ny :

21
2mr™
/ ol cost cos(rsint — nt) dt = T
0

n!

27
/ el cost sin(rsint —nt) dt =0
0

sin z

Gesucht: IR:/ ————dz , R>0,R#1.
Kr(0) 22(22 + 1)

1.Fall: 0<R<1

. |
Sél’lz 2 . . ’
IR:/ (z+1)2dzzﬂ<821nz> l.
Kn(0) (2—0) 1 \z24+1/)2=0 Kg(0)
:2m,<(z2—|—1)cosz—2zsinz> o —@R—b
_ (22 +1)2 |2=0 1-i
(da (;Hfl) holomorph in T(K (0))).
2.Fall: R>1 .
Wir wahlen jeweils kleine Kreise G) Kg(0)
um die drei Singularitaten
21 = —1,20 = 0, 23 = i, dann gilt
nach Satz 16.36, S.656 : ®

Ir :/ (Z—2(Z_i)-) dz+/ (zQH)z dz+/ (Wﬂ> dz
Ky (=) (2= (1)) K5(0) (2—0) Ks() (2 —1)
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= 27Ti<LZ,> + 2mi + 27ri<LZ,) (der mittlere Term s. Fall 1.)
22(z — 1)/ |z=—i 22(z+1)/ |2=i
_ 2m-<sm(,_’) 1 @> - 27m'<1 - @) — 2i(1 — sinh 1).
21 -2 ?
Satz 16.40 :

Sei G C T Gebiet, sei f: G — ' holomorph in G.  Dann gilt:
f konstantin G <  f'(2)=0 VzedG.

Beweis :

=" Klar.

"< f(2) = uy + ivy = vy —iuy, =0 (Cauchy-Riemannsche DGL)
= gradu = gradv =10 V(z) €eG
= wu und v konstant in G = f konstant in G.

Satz 16.41 :  Cauchysche Ungleichung

Sei G C @ Gebiet, sei f : G — € holomorph in G.  Sei K., (29) ein Kreis um 2o mit
I(K,(20)) C G. Dann gilt die Cauchysche Ungleichung fir alle n € INy :

M
M (z)) < - mit M=
| [ (20)] < - mi Lomax | f(2)]

Beweis :

Die erweiterte Cauchysche Integralformel liefert

! ! M n!M
(n) :)L/ _Fe) e M,
|f1"(20)] 27 i (o) (2 — 20)7 1 A= or g TN T T

Satz 16.42 :  Liouville

FEine in ganz @ holomorphe und beschrdinkte Funktion ist konstant.

Beweis :

Sei |[f(z)| <M Vze@ seized, r>0.
M
Nach Satz 16.41 folgt dann: |f'(z0)| < = 0 fiirr — oo
= f(20)=0 Vzy €@ = f konstant in €' (nach Satz 16.40).

Aus diesem Satz folgt nun der Fundamentalsatz der Algebra, den wir in Kapitel I,
Satz 1.39, S.22 , zitiert haben:

Satz 16.43 :  Fundamentalsatz der Algebra

a) Jedes Polynom vom Grad n > 0 (d.h.: nicht konstant) hat mindestens eine
Nullstelle in .
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b) Jedes Polynom vom Grad n > 0 hat genau n Nullstellen in .

c) Jedes Polynom p(z) = a,2" + an_12""*+ ...+ a1z +ag vom Grad n > 0 kann
in €'in lineare Faktoren zerlegt werden:

p(z) =an(z—21)(z—22)...(2—2,) , wobei 21, 29, ..., z, die Nullstellen von p(z) sind.
Beweis :
1
a) Annahme: p(z) #0 Vze @ = f(z)= o) ist holomorph in @' (als Quotient
p(z

holomorpher Funktionen mit Nenner # 0).

Da |p(z)| — oo fiir |z] — 00 = f ist beschrénkt in €

= f ist konstant in €' (nach Satz von Liouville)

= pist konstant = grad p(z) =0 = Widerspruch zu n > 0.

DaBl [p(z)| — oo fiir |z| — oo, folgt aus der Eigenschaft, da8 fiir grofle |z|
fir p(2) = ap2™ + an_12"" 1+ ...+ a1z + ap gilt:
11 1
p(z) = ‘1+an Loy 4% 2 > 1 — € fiir |z| hinreichend grof}
Ap 2" an, z a, 2"
= |p(2)] = (1 —¢€)|an]||z|" — oo fir |z| — oo.

b)c) Da p(z) mindestens eine Nulllstelle in €' besitzt, z.B.: z;, kann man diese
Nullstelle mit Hilfe des Horner-Schemas (vgl. S.14 ) abspalten. Wir erhalten dann:
p(2) = (2—21)q(z) mit grad ¢(z) = n—1. Wenden wir auf ¢(z) wieder a) an, so besitzt
auch ¢(z) mindestens eine Nullstelle in @, z.B.: zo (falls n > 2). Diese Nullstelle kann
man wieder abspalten. Fahren wir so fort, so erhalten wir die Aussagen b) und c).

Fiir holomorphe Funktionen gilt eine dhnliche Aussage wie fiir harmonische Funktio-
nen (vgl Satz 13.34, S.477 ). Das ist kein Zufall, denn der Real- und Imaginarteil
von f sind ja harmonische Funktionen. Fiir holomorphe Funktionen gilt der folgende
Satz:

Satz 16.44 :  Mazimumprinzip

Eine in einem beschrankten Gebiet G holomorphe aber nicht konstante Funktion f,

die in G U 0G stetig ist, nimmt ihr Mazimum nicht im Inneren von G, sondern auf

dem Rand OG von G an, d.h.: es existiert ein 2y € G mit max lf(2)] =|f(z0)] -
zeGU

Beweis :

f sei holomorph in GG, aber nicht konstant in G.

Annahme: 3Jzp € G mit |f(z0)| = hax 1f(2)] = |f(2)] <|f(z0)| Vzedq.

Sei K,.(z9) der grofite Kreis um zp, der mitsamt seinem Inneren noch ganz in G liegt,
also I(K,(z0)) C G, r moglichst grof.

Wir wollen zeigen: f(z) = f(z0) Vz € I(K,(20)).
Annahme: 3z; € I(K,(20)) mit |f(z1)| < \f(zo)|

= 21 € Ki(zo) mit 0 <7 <r.

Wegen der Stetigkeit gilt auf einem Stiick Kreisbogen K (z)
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lf(2)] <|f(z0)], aufdem ganzen Kreis gﬂt |f( ) < |f(20)]-

= \f(Zo\—‘ / ‘/ f(z0 +7e™) dt
21 Ki(zo )
(vgl. Cauchysche Integralformel, S.6o7 , und Beispiel 2, 5.659 )

< %]f(zo)\ 21 = |f(z0| = Widerspruch
= f(2)=f(z0) VzeIl(K.(z0)) = [ konstant in I(K,(zg)).

Sei nun 21 € G beliebig. Dann existiert in G

ein Polygonzug von zy nach z; (da G Gebiet).
Mit Hilfe von endlich vielen Kreisen entlang dieses
Polygonzuges kommt man von zy nach z;.

Fiir jeden dieser Kreise gilt dann nach dem 1.Teil
des Beweises, dafl f konstant im Inneren dieser
Kreise ist. Also gilt f(z1) = f(20).

Da z; € G beliebig = f(z) = f(z0) Vz€G
= f ist konstant in G = Widerspruch.

Also wird fiir eine nicht- konstante holomorphe Funktion das Maximum nicht im
Innneren von G, sondern auf dem Rand 0G von G angenommen.

DA
0N

Beispiel

Gesucht: max |2 — 1] .
|z|<1

Nach dem Maximumprinzip gilt:

max |z° — 1| = max|z? — 1| = max [e*"¥ — 1| = max \/(cos2g0 —1)2 4+ sin? 2¢
|z|<1 |z|=1 p€l0,27] p€[0,27]
T 3
= ax /2—2cos20 =2 & 20=m31 & ==, —
<pg[10,}2<7r] y p=men y 2 2
& =72 BT o =4y

Also gilt: ‘megi |22 —1| =2 , das Maximum wird angenommen bei z = =i.
2>

12. Stammfunktionen

Gewisse komplexe Integrale konnen auch mit Hilfe von Stammfunktionen berechnet
werden. Dazu mufl natiirlich das komplexe Integral wegunabhdngig sein.

Definition 16.45 :  Stammfunktion
Sei G C T Gebiet, seien f:G — € und F : G — @ holomorph in G.
F heiit Stammfunktion von fin G < F'(z) = f(z) VzeG.

Da F als holomorphe Funktion in GG beliebig oft holomorph ist, mufl auch f holomorph
in G sein. Also nur holomorphe Funktionen kénnen Stammfunktionen besitzen.

665



Wie im Reellen unterscheiden sich zwei Stammfunktionen nur durch eine Konstante,
denn fiir h(z) = Fy(z) — F1(2) mit F|(z) = F}(z) = f(z) Vze G gilt:
h(z)=0 VzeG = hkonstant in G = FIy(z)=Fi(2)+c, cel, Vzed.

Frage:  'Wann besitzt eine holomorphe Funktion eine Stammfunktion ?
Kann man mit Hilfe einer Stammfunktion ein komplexes Integral berechnen ?

Satz 16.46 :
Sei G C ' ein einfach zusammenhdangendes Gebiet, sei f : G — @ holomorph in G.

Dann ist F(z /f ()d¢ , z€ G, 2z € G fest,

Stammfunktion von f in G.

Ist FF Stammfunktion von f in G, so gilt fiir beliebige 21, 25 € GG und fiir beliebige in
G verlaufende stiickweise glatte Kurven K(z1,z3) von z; nach zy

/ f(z) dz = F(z2) — F(z1)
K(z1,22)

Beweis :

Nach Satz 16.34 ist das Integral / f(2) dz wegunabhéngig.
K(z1,22)

Fir F(z / f(¢) d¢  gilt also

Pz zl/fdé/f

= f(C)

z1
(Weg von 27 nach z, iiber zg).

Zu zeigen bleibt: F ist differenzierbar in z € G mit F'(z) = f(z).

FEANTO g =2 [T r@ - s meavon

Wahlen wir K(z,z+h): ((t)=z+4+t(z+h—2)=2z+th, te 0,1, d{ = hdt,
(Strecke von z nach z + h) , so erhalten wir

B 1 1
fexh) F(Z)—fz)‘=‘%/o Fletth) nae— 1) = | [ (1 +0) = ) a
< max |f(z4+th) — f(2)] <e fur |h| <0, da f stetigin z.

te[o
= F'( )= f(z). Da z € G beliebig = F'(z) = f(2) VzeG
= I ist Stammfunktion von f in G.
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Beispiele
Sei K (1,17) die Strecke von 1 nach i. Dann gilt

1 17¢ —1

K1,i) # Z41 t
Denn:
G ist einfach zusammenhangendes Gebiet, | \-19 -

1
f(z) = — ist holomorph in G.
z

Fiir den Hauptwert von log z gilt

logz:/lz%dg VzeO\{z=z : <0}

Denn: z G
G ist einfach zusammenhéngendes Gebiet,
1 -
- | 1

flz) = 2 ist holomorph in G. -

Zl z
= / —d¢ =log(| =logz.
1 ¢ 1

13. Reihenentwicklung komplexer Funktionen
a) Funktionenfolgen

Seien f,, : G C € — @ , n € IN, komplexwertige Funktionen auf einem Gebiet G,
dann heifit (f,)nenv eine Funktionenfolge auf G.
Definition 16.47 :  Konvergenz von Funktionenfolgen

a) (fn)nemw heit punktweise konvergent in G gegen f
< fu(z) konvergiert gegen f(z) Vze G
< lim f,(2) = f(2) VzeG.

f:G— Cmit f(z) = lim f,(2) heiBt dann Grenzfunktion der Folge (fn)nemw -

b)  (fn)nemw heiBt gleichmdfig konvergent in G gegen f
& Tim (sup|fu(2) - f(2)]) = 0.
0 \ze@

n—

c) (fn)nenw heiBt kompakt konvergent in G
< (fn)nemnw konvergiert gleichmdflig in jeder kompakten Teilmenge T' C G.

(T kompakt < T abgeschlossen und beschrankt).

Sind alle Funktionen f,, der Funktionenfolge (f,)nemn holomorph in G, und liegt
kompakte Kovergenz in G vor, so gilt der folgende Satz:
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Satz 16.48 :

Sei G C @ Gebiet, fir alle n € IN sei f,, holomorph in G, (fn)nenw konvergiere
kompakt in G gegen f : G — €. Dann gilt :

a) Die Grenzfunktion f ist holomorph in G.

b) Fiir alle k € IN und fiir alle z € G gilt
lim f%)(2) = f®)(2) mit kompakter Konvergenz in G.

(D.h.: Differentiation und Grenzprozefl diirfen vertauscht werden).

c) Fiir jede stiickweise glatte Kurve K in G gilt
lim fn(z) dz :/ f(z)dz .

(D.h.: Integration und Grenzprozefl diirfen vertauscht werden).
Bemerkung : Dieser Satz besitzt im Reellen kein Analogon.

Beweis :

Wie im Reellen zeigt man, daf§ die Grenzfunktion stetig ist (da alle f,, stetig sind und
gleichméBige Konvergenz vorliegt).

c) Sei K C G stiickweise glatte Kurve = K ist kompakt
= (fn) konvergiert gleichméflig auf K gegen f =

|/ fn(z) dz—/ z)dz| = |/ (fn(z ) dz| < max|fn( )—f(2)|-L(K) — 0 fir
K
n — oo (wegen gleichméafiger Konvergenz) = ¢)

a) Seizg € G = 3JUs(z9) C G, und fiir jede geschlossene, stiickweise glatte
Jordankurve Ky C Us(zp) gilt
0= fn(2) dz —>/ f(z)dz = f(z) dz=0.

Ko

K() KO
Aus einem Satz von Morera, den wir hier nicht angegeben haben (vgl. Literatur),

folgt nun, dafl f holomorph in Us(zp) ist.
Da zg € G beliebig = f ist holomorph in G.

b) Seizg € G, Us(zp) C G. Nach der erweiterten Cauchyschen Integralformel (vgl.
Satz 16.39, S.660 )) gilt dann
Vz € Usja(20) mit r=30/4

£ (2) = k'/ f(©) ¢ und ¢ Ug(zp)
K

2mi J K, () (€ — 2)FH!

k! n
B = o 2mi /K.(ZO) % “©o=

(k) (k) fn Q) = f(Q)
ECRCIET =S e

k! 4
= o CGIF(?(}io) [fn(C) = F(Q)] - 277 (g)kJrl — 0 flir n — oo (wegen gleichméfiger

KI'( ZO )

Konvergenz)
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N T(lk) — f* gleichmiBig in Us2(20)-

Da jede kompakte Teilmenge 7" C G durch endlich viele Us/y iiberdeckt werden
kann = ) — f* gleichmiBig in T.
Da T C G beliebig = kompakte Konvergenz in G.

b) Funktionenreihen

Sei Z fi eine unendliche Reihe von komplexen Funktionen f; : G C €' — € mit
k=0

n
G Gebiet, s, = Z fx die n—te Partialsumme, (s,),cnv die Partialsummenfolge.
k=0

Definition 16.49 :  Konvergenz einer Funktionenreihe

a) Die Funktionenreihe Z fir heiBBt punktweise, bzw. gleichmdfig, bzw. kompakt
k=0
konvergent in G, wenn die Partialsummenfolge (s, )necn diese Eigenschaft erfiillt.

b) Die Funktionenreihe Z fx heiBt absolut (punktweise, bzw. gleichméfig, bzw.
k=0
kompakt) konvergent in GG, wenn die Reihe Z | x| diese Eigenschaft erfiillt.
k=0

Wenden wir den Satz 16.48 auf die Partialsummenfolge (s, )nen an, so erhalten wir
sofort folgenden Satz:

Satz 16.50 :
Sei G C @ Gebiet, fiir alle n € IN sei f, holomorph in G. Die Funktionenreihe Z fn

n=0
konvergiere kompakt in G.

Dann gilt fiir die Grenzfunktion f: G — € mit f(z) = Z fn(2) -
n=0

a) Die Grenzfunktion f = Z fn ist holomorph in G.

n=0

b) Fiir alle k € IN und fiir alle z € G gilt
(Z fn(z)> = Z %) (2)  mit kompakter Konvergenz in G.
n=0 n=0
(D.h.: Differentiation und Summation diirfen vertauscht werden).
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c) Fir jede stiickweise glatte Kurve K in G gilt

/Kgfn(z) dz = 2/}{ fu(z) dz .

(D.h.: Integration und Summation diirfen vertauscht werden).

Beispiele

, G={z€l : |z| >1}.

fn(z) - 1+2
G ist Gebiet.

Sei T' C G kompakt
= da>1mit|z|>a VzeT

= [2"=z">a" VzeT.

1
1

— ist holomorph in G (da Nenner # 0),

ia
Es gilt allgemein fiir a,b € @ % &CX -

la—b>|a| = [b| >0 , falls |a| > o

Denn:
la| =[(a —=b) +b| <[a—b|+[b] = [a|—[b] <|a—b|.

Also gilt: |1—|—z”]—|z —(=D|>"-]-1>a"-1
1
= - = A T.
FaD =l | S g Ve €
= 1
Da nz::l P konvergent, denn:  (Quotientenkriterium)
n __ o n
|an+1|: a"—1 1 (1/a) _>l<1,
an artl —1  a—(1/a)» «
— 1
folgt hieraus: ; fulz) = nzl T konvergiert gleichméafig in 7.

Da T C G beliebig = f = Z fn ist kompakt konvergent in G.

n=1
Also gilt nach Satz 16.50:
= 1
f(z) = nzl T2 ist holomorph in G,
=Y >’=fj(_— Z
ol A — (14 2m)2 — 1+z” ’

/ 712::1 14 2n dz = nz:: /K 11 dz , falls K C G stiickweise glatt.
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2.

Potenzreihen
oo
Sei f(z) = Z an(z—20)" , an €T, z € € fest, eine Potenzreihe um zj.
n=0

Fiir Potenzreihen gilt (vgl. Satz 4.6, S.118 und Satz 5.18, S.148 ):

Satz 16.51 :  Potenzreihen

Fiir Potenzreihen existiert eindeutig ein Konvergenzradius R mit 0 < R < oo,
so daB gilt

a) Ist R =0, so konvergiert die Potenzreihe nur in zp.
b) Ist R = oo, so konvergiert die Potenzreihe in €' (mit absoluter Konvergenz).

c) Ist 0 < R < o0, so konvergiert die Potenzreihe im Inneren des Konvergenzkreises
Ur(z0) = {# € T : |z — 20| < R} (mit absoluter Konvergenz). Sie divergiert
auBerhalb, d.h. in {z € € : |z — 20| > R}.

d) Die Konvergenz ist gleichméfig in jeder kompakten Teilmenge von Ug(zp).
D.h.: Die Potenzreihe konvergiert kompakt in Ur(zp).

Bestimmung des Konvergenradius R mit Hilfe des Quotientenkriteriums:

ant1(z — 20)" ! Ant1 1
= — Klz—2l<1 = — <==R,
| (> 20)" | = . ||z — 20| — K|z — 20 |2 =20 < 2
falls 0 < K < o0 .
Divergenz
[ ]

(K=0 = R=c , K=o0o = R=0). z

Auf dem Rand des Konvergenzbereichs Konvergenz

kann Konvergenz oder Divergenz vorliegen.

Aus Satz 16.50 und Satz 16.51 folgt nun sofort der folgende Satz:

Satz 16.52 :  Potenzreihen

oo

Eine Potenzreihe f(z) = Z an(z — zp)" mit Konvergenzradius R > 0 ist im Inneren
n=0
ihres Konvergenzkreises Ugr(zg) holomorph mit

8 (2) = Z ann(n—1)...(n—k+1)(z—20)" % = B (z)=kla, YVke N, =
n=~k

f(’“)(zo)

7l Vk € INy

ap —

Hieraus folgt sofort der folgende Satz:
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Satz 16.53 :  Identitatssatz fiir Potenzreihen

Gilt fiir f1(z) = f: an(z —29)" und fa(z) = i bn(z — 2z0)" :
n=0 n=0

f1(z) = f2(2)  Vz € Ur(20)
(R =min{ Ry, Ro} mit R; Konvergenzradius von f; , (i =1,2))
= a,=b, VnelN,.

Beweis :

Da fl(z) = fg(z) Vz € UR(Z())

= P = M) VzeUr(z), Vk e N
= ap=0br Vk € Ny (nach Satz 16.52).

Bemerkung : Dieser Satz ist die Rechtfertigung fiir den ”Koeffizientenvergleich”
zweier Potenzreihen, die in Ug(zg) iibereinstimmen.

Nach Satz 16.52 ist jede Potenzreihe im Inneren ihres Konvergenzkreises holomorph.
Umgekehrt 148t sich auch jede holomorphe Funktion in eine Potenzreihe entwickeln:

Satz 16.54 :  Potenzreihenentwicklung

Sei G C @' Gebiet, sei f: G — @ holomorph in G.

Sei zp € G und {Q(Zo) der grofite Kreis um zg, der mitsamt seinem Inneren noch ganz
in G liegt, also I(K,(z9)) C G, r maximal.

Dann 148t sich f in U,(zp) eindeutig in eine Potenzreihe (Taylorreihe) um zp en-
twickeln mit

< £(0) (5,
flo =3 Tl

n

Beweis :

Sei zp € G, R der Mindestabstand

von zg zum Rand von G, also zu 0G

= UR(Z()) C G.

Mit 0 <r < R ist UT(Z()) C UR(Z()) cG

und K, (z0) C Ugr(20).

Nach der Cauchyschen Integralformel gilt:
6 =5m [ Lac vienm i),

271 K, (z0) C —Z

Wir entwickeln um zo in eine Potenzreihe (geometrische Reihe):

(—z

1 B 1 B 1 ' 1 _ 1 Z—2Zo\"™
(=2 ((—20)—(2—20) C¢—2 1-—(&Z2) C—ZOZ<C—Zo>

(=20 n=0
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(0.@)

(z — zo z—
E konvergent, da |

(da z € I(K,(z)) und ¢ € K,(20)).
Hierbei ist die Konvergenz gleichméBig (bzg. () auf K,(z), da K,.(z9) kompakte
Teilmenge des Konvergenzbereichs dieser geometrischen Reihe ist.
Wegen der gleichméBigen Konvergenz auf K,.(zg) diirfen Integration und Summation
vertauscht werden. Wir erhalten dann fiir alle z € I(K,(z0)):

fe=1 o Z%dg

21 K, (20) — 20

) nzz(){% /mzo) % A=)

Nach der erweiterten Cauchyschen Integralformel (vgl. Satz 16.39, S.660 ) ist der
£ (20)
n!

0 <1
20

Ausdruck in der geschweiften Klammer gleich . Damit erhalten wir insgesamt

(n)(
Zf (20) (2 —2)"  Vz e I(Kr(2)).
Nach Satz 16.53 ist diese Reihendarstellung eindeutig.
Beispiele

o0

— = Z 2", |z| <1 (Entwicklung um 2o = 0).
Entwicklung um zo =1 :

I 1 1 11 i(z—z>”
l—z (-9 —(¢—9) 1-i 1-2 1-i\1~i

1—12

o.¢] .
,;) 12_ ZZnH , konvergent, falls |%| <1, also falls |z —1i| < V2.

(1—12)2:<1iz>/ <Z ) an Ign—i—l)z” L |2 < 1.

n=0

1 oo oo

i) BCULEDBCDIS S ERS S

1 B 1 _1( 1 1 )_1( 1 1 1 )
22-22-3 (2-3)(z+1) 4\z-3 =z+1/ 4\ 3 1-%2 14z

1/ 12y & . Iy 1 2\ n
:Z<_§;<§> _;}(_1) Z>:‘Z§)<3n+1+(_l) )Z Lzl <1,

(lz] < 3) (lz] < 1) (Reihenentwicklung um zo = 0).
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e = Z % , z€ € (Entwicklung um zo = 0).

, ze@.
— n!
o0 2n
22 . z
n=0
0o
(_1) 2n—+1
81n2—z<2n+1) , 2€C
n=0
. 00
Sl 2 o (_1>n 2n Z2 Z4
—Z _Zomz —1_5—}_5_"' ) ZE@\{O}'
n—
sin 2

Diese Gleichung gilt auch fiir z = 0, da lin%
z— z

gegen 1 konvergiert fiir z — 0.
sin z

Jalls z #£ 0

e die Reihendarstellung:
1 Jalls 2 =10

Also gilt fir die Funktion f(z) = {

. - (_1)77, 2n
f(z)—nz_:omz , ze (.

Da diese Potenzreihe in ganz € konvergent und damit holomorph ist, gilt:
f ist holomorph in .

1 . 1
e“sinz = —e (e” —e_“’) - ( (I4i)z _ (- ’L)Z)

TSN TS (S ST SR

Da (1 + z) \/_ einm/4 (1 — z) =2" ef“ﬂ”’/4 =
(1+1)" ( )" = /2" 2isin(nw/4).  Also erhalten wir

n o0 n

2 2
ezsinz—z o sm(nZ)z” ,ezcosz:ZTcos(nZ)z” , ze(.
n=0 n=0
(2. Gleichung analog).
oo n—|—1
log(z + 1) Z 2", |z <1 (gilt fur den Hauptwert).
n=1
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Denn: Der Hauptwert von log z stimmt fiir reelle positive z = x mit Inx liberein.
Fiir In(z + 1) gilt diese Gleichung (vgl. S.174 ). Also stimmt auf einem Teil der
positiven reellen Achse diese Potenzreihe mit log(z 4 1) iiberein. Daf} sie dann auch
in G={ze : |z| <1} iibereinstimmt, folgt aus dem néchsten Satz.

Satz 16.55 :  Identitatssatz fiir holomorphe Funktionen

Sei G C T Gebiet, seien f,g: G — ' holomorph in G.
Sei (2, )nemn eine unendliche Folge in G mit lim z, =20 € G , 2z, # 2y Vn € IN.

n—oo

Gilt dann  f(z,) =g(zn) Vne N = f(z)=g(z) Vzed.

Beweis :
a) h(z):= f(z) —g(z) = hist holomorph in G.
hzn) =0 VYneIN = h(z)= lim h(z,)=0.

h 148t sich um zp in eine Potenzreihe entwickeln:

h(z) = Zan(z —20)" Vz€Us(z). Dah(z)=0 = ag=0.
n=0

Annahme: h(z) #Z 0 in Us(zo)

= dne€Nmitag=a1=...=a;,_1=0, a, #0 )
= h(z) = am(z —20)™ + ams1(z — 20)" T + ... = (2 — 20)™h(2)
mit h(z) = am + amy1(z —20) +... = h(20) = am # 0.

Da h stetig in Us(zg), existiert U.(z) mit U.(z9) C Us(zo) und h(z) #0 Vz € U(z2)
= h(z) #0 Vz e Udz0)\{20}

Das ist aber ein Widerspruch, da in jeder Umgebung von zy Folgenelemente z,, liegen,
also h(z,) = 0 gilt.

= h(z) =0 Vz e Us(z).

b) Zu zeigen bleibt: h(z) =0 Vz e G.
Sei z; € G beliebig, dann kénnen wir

zp mit z; durch einen Polygonzug
miteinander verbinden.

Diesen Polygonzug kénnen wir mit endlich
vielen Kreisumgebungen Us(z;) iiberdecken.
In jedem Us(z;) kénnen wir a) anwenden
= h(z) =0 VzeUs(zi) = h(x)=0.
Da z; € G beliebig = h(z)=0 Vze G = f(2)=g9(z) Vzed.

Bemerkung : Dieser Satz gilt nicht mehr, wenn zy (der Grenzwert der Folge) nicht
mehr in G, sondern auf dem Rand von G liegt. Dies zeigt das folgende Gegenbeispiel:

Gegenbeispiel

1
f(z)=sin= , g(=)=0, G =a\{0}.
f und g sind holomorph in G, G ist Gebiet.

=2 =0€C , f(m)=g(z)=0 YnEN # f()=g(z) VzeC.
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Folgerung aus Satz 16.55

Enthélt G ein Stiick der reellen Achse und stimmen zwei in G holomorphe Funktionen
auf diesem Stiick der reellen Achse tiberein, so stimmen sie in ganz G iiberein.

Beispiel hierzu (vgl. Beispiel 6, S.674 )

n—l—l
log(z+1) = Z 2", |z <1
n=1
Bemerkung : zu Potenzreihen

Wie im Reellen konnen komplexe Potenzreihen in ihren gemeinsamen Konvergenzbere-
ichen addiert, subtrahiert, multipliziert und dividiert (falls Nenner # 0) werden.

Laurent-Reihen

Definition 16.56 :  Laurent-Reihe

oo

f(z) = Z an(z—20)" , an €T, 2z € € fest

n=—oo

heiflt Laurent-Rethe um zy. Fir alle z € @, fiir die diese Reihe konvergiert, definiert
sie eine komplexe Funktion f.

Man kann diese Reihe zerlegen'
—1

flz)= Z an(z — 29)" +Zanz—z0 Za_ G2 +Zanz—z0

n=-—oo n=0 n=0

1
E a_n,—— hei3t Hauptteil der Laurent-Reihe,
"(z — z)"

n 1

Z an(z — 29)"™ heiit Reguldrteil der Laurent-Reihe.

n=0

Der Regularteil ist eine Potenzreihe, besitzt also einen Konvergenzradius Rs. Damit
ist der Regulérteil holomorph in Ug,(zp), falls Ry > 0.

Setzen wir im Hauptteil b, :=a_,, , 0= , SO erhalten wir

zZ — 20

E a_np E bno". Das ist eine Potenzreihe (fiir p) mit Konvergenzradius
Z — ZO
n=1 n=1

R, konvergiert also fiir lo| < R, falls R > 0. Also konvergiert der Hauptteil fiir

_ 1 .
—— <R & |z—2|>==R; (falls0 < R < ).
|2 — 20 R

Es konnen nun folgende Falle auftreten:
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a) Ist 0 < Ry < Ra, so konvergiert die
Laurent-Reihe f(z) fiir alle z € € mit
Ry < |z — 20| < Ra, also im Ringgebiet

RRl,RQ(ZO) = {Z el : Ri < ’Z— Zo| < RQ}

Die Konvergenz ist kompakt im Inneren dieses Ringgebietes.

b) Ist Ry = Rs, so ist das Ringgebiet entartet zu einer Kreislinie. Auf dieser Kreislinie
kann Konvergenz oder Divergenz vorliegen.

c) Ist Ry > Rs, so konvergiert die Laurent-Reihe nirgends.

Beispiel
(%) -1 %) (o) )
z" FAk 2" 1 1 "
FE) =3 gm= 2 gmt w2l
n=-—oo n=—oo n=0 n=1 n=0
o0 oo 1
1 z = 1 1 2
=) ()Y (B =+ T =
— 2z ot 2 1 5 1-2 2z —1 2—2z
(\%\<1 ,4|§\;1 = 3]z\>1/2, \zy<21)
—2z+4z — Z
= = = fall - < <2,
I&) = e “sro2z—p ¢ bS5 <k

also ist die Laurent-Reihe f(z) konvergent im Ringgebiet
R1/272(0) = {Z ed : 1/2 < |Z| < 2}

Da die Laurent-Reihe kompakt konvergiert in ihrem Konvergenzring Rg, r,(z0) und
die einzelnen Summanden dort holomorph sind, folgt aus Satz 16.50 (vgl. S.669 ):

Satz 16.57 :  Laurent-Reihen

Eine Laurent-Reihe stellt im Inneren ihres Konvergenz-Ringgebietes Rp, r,(20) eine
holomorphe Funktion dar.

Umgekehrt 148t sich jede in einem Ringgebiet holomorphe Funktion dort in eine
Laurent-Reihe entwickeln:

Satz 16.58 :
Sei Rp, r,(20) ={2€ T : Ry < |z— 2| < Ry} ein Ringgebiet,
sei f: RRr, r,(20) = @ holomorph in Rp, gr,(20).

Dann 148t sich f in Rg, r,(%0) eindeutig in eine Laurent-Reihe
oo

flz) = Z an(z — 2z9)" um zo entwickeln.

n=—oo

Die Reihe konvergiert kompakt in Rg, r,(20). Fir die Koeffizienten a,, gilt
1 f(©)
n=— /[ —————=d¢ , VneZ
¢ 2mi Jg (¢ — zo)n ! ¢ "
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Hierbei ist K eine geschlossene, positiv orientierte, stiickweise glatte Jordankurve in
RR, r,(20), die einmal um den inneren Kreis des Ringgebietes Rg, r,(z0) verlauft.

Insbesondere gilt fir n = —1 :
" [ sz d
a_1=— z) dz
Yo g
Beweis :

Die Kurve K hat einen positiven Abstand zum Rand von Rpg, gr,(z0), also existieren

ri,7o mit Ry <ry <re < Ry und K C Ry, ,,(%0)-

K., (z0) und K,,(z) seien die

entsprechenden Kreise um zp mit Radius r;

bzw. ry. Sei z € Ry, »,(20) und D

ein Geradenstiick, das die Kreise K, (2¢)

und K, (zp) verbindet mit z ¢ D. Dann ist

die Kurve K = K, (%) + D — K, (z0) — D

eine geschlossene, positiv orientierte,

stiickweise glatte Jordankurve, die ganz im

Inneren von Rpg, r,(%0) verlduft mit

z im Inneren dieser Kurve.

Nach der Cauchyschen Integralformel gilt also

R (5 s i QO 4o L £O e

k(C—z 271 K, (20) (—=z 2mi Kr, (20) (—=z

(da die 2 Integrale iiber D bzw. —D sich gegenseitig aufheben).

Nun miissen wir wieder (wie beim Beweis zu Satz 16.54 (vgl. S.672))

in eine Reihe um zy entwickeln:

1
(—z

1.Fall: (€ K,,(20) = |C—20>]2z—2]| = ’z—zo

<1.
C—Zo‘

r 1 1 . 1 _ 1 Z— Zp
(—z ([(—z)-(2—2) (-2 1-(=2) C—ZOZ<C—20>

(=20 n=0
1 2 (z— )" Z— 20
= = ——— konvergent, da <1,
i SR e o =

mit gleichméaBiger Konvergenz auf K., (2).
Damit erhalten wir fiir das 1. Integral (wegen der gleichméfigen Konvergenz auf

K,,(zp) dirfen Integration und Summation vertauscht werden):
o

L & . L (Z _ Zo)n
2m /KTQ(ZO) (—z = 2mi Arz (20) f(C) Z (C - ZO)”Jrl de

n=0

3! 7©) |
_;{TM/I(TQ(ZU)W dC} z = 2)" Zan z—z)" mit
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a0 = - LdCZL/L@ —
K

271 Ky (20) (C — Zo)n+1 271 (C - Zo)n+1

Die Integrale iiber K,,(z9) und K sind nach Satz 16.35 (vgl. S.655 ) gleich.

¢ — 20

2Fall: (€ Kp(20) = |z=2>[(—2| = |>—
— <0

|<1.

I 1 R T T B VI
C_Z_(C—ZO)_(Z_ZO)_ Z =20 1—(2:—28)_ z—zoz<z—zo>

n=0

- Z — )" konvergent, da |<
z

= (z — 2z0) ”+1

—| <1,
mit glelchmaﬁlger Konvergenz auf K, (zo).

Damit erhalten wir fiir das 2. Integral (wegen der gleichméfigen Konvergenz auf
K, (2¢) diirfen Integration und Summation vertauscht Werden):

1 / f(©) 1 / — 2)"
— —=d{ = —=— f(¢
2mi JK, (z0) C(—z 2mi J K, (z0) Z (z — zp)" T

_ N £(©) ,
- _;{Tm/ffn(%) (€ —20)7" dC} (Z—ZO )yt Za_ (z — zo)" mit

n=1

1 f(€) 1 f(Q)
Gy = — —dgz—/K(C—ang C o>

270 Jic, o0y (€ —20) "1 2w i (€~ 20)

Die Integrale iiber K,, (29) und K sind nach Satz 16.35 (vgl. S.655 ) gleich.

Zusammen folgt dann:

= Z an(z — 2z0)" + Z a_nm = Z an(z — 2zp)" mit
n=0 n=1 n=-—0o0
_ 1 f(Q)
ayp = % X W d(: , nE Z.

In Ry, ,(20) gilt kompakte Konvergenz. Da ri, 72 beliebig nahe an R;, Ry gewihlt
werden koénnen, gilt auch kompakte Konvergenz in Rg, r,(%0)-

Die Eindeutigkeit sieht man folgendermaﬁen

oo
Gilt Z an(z —z0)" Z bn(z —20)" Vz € Rp, r,(20), so folgt nach Multip-
n=—oo n=—oo
likation mit (z — 29) ~*~! und anschlieBender Integration iiber einen Kreis K,.(zo) mit

R1<T‘<R2

n k—1 n—k—1
(z — 20) dz = by, / (z — 20) dz .
n=—o00 Ky (z0) nz_:oo K, (z0)

Die Integrale sind alle gleich 0, falls n # k, und sie sind gleich 27i, falls n = k (vgl.
S.648 ). Damit erhalten wir ap = bx. Da k € Z beliebig = ar =br Vk € Z.
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Beispiele

Soll eine rationale Funktion in eine Laurent-Reihe entwickelt werden, so fithrt man
zunachst eine Partialbruchzerlegung durch und entwickelt dann die einzelnen Sum-
manden jeweils mit Hilfe der geometrischen Reihe entweder in einen Hauptteil oder in
einen Reguldrteil (d.h. in eine Potenzreihe).

1 —1 1 1 1
B =am=5 =it e o1

a) Laurententwicklung um zy =14 in Ry 2(i) :

1
s muf in einen Regulérteil (also in eine Potenzreihe)
z 41

entwickelt werden, da

holomorph in @\{+i} .

1
- in I(K2(i)) holomorph ist
i

(die Singularitdt (—i) liegt auBlerhalb von I(K2(7))). 7 i
1 1 1 1 -

dti 2+ (z—i0) 2 1451 \T/ ]
IR G -
20 —~ (26)"
_ i (=) (z—9)"

2 — i < [2i] = 2.

. +1 b
n=0 (22)”
1
- muf} in einen Hauptteil entwickelt werden, da die Singularitét (7) innerhalb von
z—1
1
I(K5(i)) liegt. In diesem Fall ist - schon fertiger Hauptteil.
z—1
Insgesamt erhalten wir
7’7/
flz)=— = Z 22 n+1 , 0 <|z—i| <2, also konvergent in Ry (7).
Hauptteil Reguléirteil
b) Laurententwicklung um zo = —i in Rga(—1) :
1
- muf in einen Regulérteil (also in eine Potenzreihe)
z—1

entwickelt werden, da

1
- in I(K2(—1)) holomorph ist
—i
(die Singularitat (¢) liegt auerhalb von I(K3(—1))).
1 1 -1 1 /{g\
z—i =2+ (z241i) 26 1-Z >
= .
2i e= (20)" z

—Z o+ il <l =2 e
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1
i muf} in einen Hauptteil entwickelt werden, da die Singularitdt (—¢) innerhalb
z 41

von I(Ko(—1i)) liegt. In diesem Fall ist

1
- schon fertiger Hauptteil.
zZ41

Insgesamt erhalten Wir

f(z) = 5 Tty Z ;"‘RZH , 0<|z+1i| <2, also konvergent in Ry 2(—1).
——
Hauptteil Regularteil

c) Laurententwicklung um zp =i in Ry (i) :

_ 1
Da beide Singularitdten in I(K5(7)) liegen, miissen - und i beide in einen
z—1 z 41
Hauptteil entwickelt werden.
- ist schon fertig. f
zZ—1 \

1 1 1 1

z+i 0 2+ (2—14) z—i 142

_ 1 o (EnnE)n
Z—’i,;) (z—i)” /\7‘\4
_y = 1_)” 2 i > 2 =2

Insgesamt erhalten wir

=i 1 i (D@2 -1 i i )™ (
1z) =3 z—z‘+2;(z—z‘)n+l BT 22::
= f(z):%;% , |z —1i] > 2, also konvergent in R (7).

In diesem Fall besteht die Laurent-Reihe nur aus einem Hauptteil, der
Regularteil ist = 0.

1 -1 1 1 1

=" 72 722 :1

holomorph in @\{2,4} .

a) Laurententwicklung um zp =2 in Ry 2(2) :

1
Z_

muf in einen Regulérteil (also in eine Potenzreihe)

1

1 in I(K5(2)) holomorph ist 4
(die Singularitat (4) liegt auBlerhalb von I(K»(2))).

1 1 11
z—4 -2+ (2-2) 2

entwickelt werden, da
z
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1 ] —
z—4:_§Z( Z 2n+1 2 —2] <2

n=0 =

1

Z J—
I(K5(2)) liegt. In diesem Fall ist

muf} in einen Hauptteil entwickelt werden, da die Singularitét (2) innerhalb von

1
5 schon fertiger Hauptteil.

Insgesamt erhalten wir

-1 1 1l (z-2)

f(z) = o 29 —l-? Z (ZTL—H) , 0<|z—2| <2, also konvergent in Ry 2(2).
—_——— n=0 ,
Hauptteil Regularteil

b) Laurententwicklung um zp =0 in Ry 2(0) :

Da beide Summanden

1
) und 1 holomorph in I(K5(0)) sind (beide Singu-
z— z—

1
laritaten (2) und (4) liegen aulerhalb von I(K>(0))), miissen
Z —

und

1
beide
z—4
in einen Regulérteil (also in eine Potenzreihe) entwickelt werden.
1 -1 A
— =5 _%Z_ZQR-H .z < 2.
1 —1 E }2 4
- . __Z4n+1 , 2] < 4.

_Zz
4

Insgesamt erhalten wir

Iem 2" 1em 2" 1a, 1 1.,
f(z) = 3 Z TS Z e Z(gm—l ~ )2" , |z| < 2, also konvergent
n=0 n=0 n=0

In diesem Fall besteht die Laurent-Reihe nur aus einem Regularteil, der
Hauptteil ist =0 (f ist also holomorph in {z € €' : |z| < 2}).

c) Laurententwicklung um zp =0 in Ry 4(0) :
1

muf} in einen Regulérteil entwickelt werden (die Singularitit (4) liegt auerhalb
Z p—

von I(K4(0))).

F
1 -1
R R £

1

muf in einen Hauptteil
Z j—
entwickelt werden (die Singularitét (2)

liegt innerhalb von I(K>(0))).
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oo

1 1 1 2"
2—2 2z 1-2 :Zz"Jrl > 2
z n=0
Insgesamt erhalten wir
1 2" -1 2"
f@=52 Zwt5 2w
n=0 PN n=0 J
Hauptteil Regularteil
d) Laurententwicklung um zp = 0 in R4 (0) :
1
Beide Summanden und
z—2 z—4

, 2<|z| <4, also konvergent in Rs 4(0).

miissen in einen Hauptteil entwickelt werden, da

beide Singularititen (2) und (4) innerhalb von I(K4(0)) liegen.

1 1 1 =, on
2—2:;.1—222,27*1 |2l > 2
z n=0

1 1 1 4
2_422'1_ézzzn+1 .z > 4.
z n=0

Insgesamt erhalten wir

“1en 27 1
f& =52 o3

in R47OO(O)

. 4n 1 & 1
Z ZnJrl = 5 Z(4n - 2n)zn+1

/7\/(\

, |z| >4, also konvergent

In diesem Fall besteht die Laurent-Reihe nur aus einem Hauptteil, der

Regularteil ist = 0.

f(2) = e# holomorph in @\{0} .
Laurent-Reihe in Ry (0) :

1/z - L1 n
Me=d iy 14X s
n=0 Regularteil 21_,__,
Hauptteil
IRV =
e = +;+@+3'—3+ = a_1=1.

Nach Satz 16.58 (vgl. S.677/678 ) gilt:

) d
27m/f =

wobei K eine beliebige geschlossene, positiv orientierte,
stlickweise glatte Jordankurve mit 0 € I(K) ist.

Also gilt: / e'* dz = 2mia_y = 2mi .
K
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f(z) =e* +el/? holomorph in \{0}.

f() Z +1+anzn_ + Z ‘n‘l

= n=—oo

ist die La,urent Rezhe von f um zo =0 in €\{0}.

14. Isolierte Singularitaten

In der Anwendung kommt es oft vor (siehe vorige Beispiele), dafl eine komplexe Funk-
tion f in einer Umgebung eines Punktes zy definiert und sogar holomorph ist, in z
selbst aber nicht definiert ist, in 2y also eine isolierte Singularitat besitzt.

Definition 16.59 :  Isolierte Singularitdt

Sei zg € @und Ug(z0) = {z € @ : 0 < |z — 2| < R} eine punktierte Umgebung von
z0. Ist f:Ugr(z) — @ holomorph in Ug(z), so heiit z, eine isolierte Singularitit
von f.

Nach Satz 16.58 (vgl. S.677 ) laBt sich f in Ug(zo) um z in eine Laurent-Reihe

entwickeln

Za_ ) —|—Zanz—z0 , 0<|z— 2| < R.
n=1 n= 0
Haupttell Regulartell
Beispiele
1
f(z) = = )(22 D ist holomorph in ¢\{1, i, —i}
= 21 = 1,29 = 1,23 = —i sind isolierte Singularititen von f.

1
f(z) = e'/# ist holomorph in @\{0} = 2z, =0 ist isolierte Singularitit.

sin z

f(z) = ist holomorph in @\{0} = 29 =0 ist isolierte Singularitét.
z
1
f(z) = Sn(1/7) ist holomorph Vz € ' bis auf zp = 0 und z, = e ke Z\{0}.
zo = 0 ist keine isolierte Singularitat, denn in jeder punktierten Umgebung von zg = 0
liegen weitere Singularitdten, da lim zp = lim — = 0 = z;.
k—o0 k—oo kT

f(2) =logz ist holomorph in ?\{z ==z : z <0}.

zo = 0 ist keine isolierte Singularitat,
da die komplexe Ebene an der negativen
reellen Achse aufgeschnitten ist.

L

7
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Definition 16.60 :  Charakterisierung der isolierten Singularitaten

Sei zg isolierte Smgularitdt Von f: U'R(zo) — @ und

_ — 0<l|z—2| <R
Za CEYAT ;anz 20)" |2 — 2o ,

N

Ha,upttell Regulérteil
die Laurent-Reihe von f in U r(20)-
a) zo heiit hebbare Singularitit < a_, =0 Vn € IN .
(D.h.: der Hauptteil entféllt).

b) zo heiit Pol der Ordnungp e N < a_, #0, a_, =0 Vn>p+1.
1

p
(D.h.: Der Hauptteil = Z a_n( )
z—2z9)"

n=1

besitzt nur endlich viele Summanden).

c) zp heiit wesentliche Singularitit < a_, # 0 fiir unendlich viele n € IN .
1

D.h.: Der Hauptteil = a_n
( Z (Z _ Zo)n

n=1

besitzt unendlich viele Summanden).

Beispiele
(vgl. Beispiel 4, 5.674 )

sinz o
f(z) = P 70 st holomorph in @ mit der Potenzreihe um zp =0 :
1 Jfalls 2 =10

- — (_1)n 2n
J(z) = Z(Qn—i—l)z '
Das ist eine Laurent-Reihe mit Hauptteil =0 = 2z = 0 ist hebbare Singularitdt der

Funktion f(z) = sin 2 :

(vgl. Beispiel 1, S.680 )

1 1
J(z) = 241 (z—1i)(z+1)

z9 = —i. Beide Singularitéiten sind einfache Pole (d.h.: Pole der Ordnung 1), denn

hat die beiden isolierten Singularitdten z; = ¢ und

die Laurent-Reihen um 21 =4 bzw. um z3 = —i lauten (vgl. Beispiel 1, S.680 ):
f(z):— po —Z n+1 z—i)” in Ry 2(7)
= a_1 = —% #20,a_,=0 Vn>2 = 2z =i isteinfacher Pol.

i1 i 1 . :
f(z):i. _+§Z(2i)—n+1(2+z) in Ry o(—1)
#0,a_,=0 Vn>2 = 2zy=—i ist einfacher Pol.
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3.

(vgl. Beispiel 3, S.683 )
f(2) = e'/# ist holomorph in @\{0} mit der Laurent-Reihe um zy = 0 :

oo
1
flz) =1+ E —, = 20 =0 ist wesentliche Singularitit (der Hauptteil besteht
nlz
—1

aus unendlich vielen Summanden).

Definition 16.61 :  Nullstelle der Ordnung p

Sei zg € @, sei f: Ur(z9) — @ holomorph in Ur(zp) mit der Potenzreihe um z :
f(z) = Z an(z — 2z0)".
n=0

Gilt ap=a1=...=ap—1 =0, ap, #0 , so heilt zg Nullstelle der Ordnung p.

In diesem Fall gilt:  f(2) = (2 — 20)Pg(z) mit g ist holomorph in Ug(z)
und g¢(zp) # 0.

Satz 16.62 :
Sei zg € @, sei f: Ur(z0) — @ holomorph in Ur(z).
f hat in zg eine Nullstelle der Ordnung p

& flz0) = f'(20) = ... = [P D(2) =0, fP)(z) #0.
Beweis :
> (n)
Es gilt (vgl. S.671): f(z) = ;an(z —20)" mit a, = / n(!Zo).
ap = a1 = ... =0ap—1 =0 < f(Zo) :f/(Z()) :...:f(p_1)<2:0):0

und a, #0 < fP)(z) #0.

Beispiele

f(z)=sinz = zp=kn, k€ Z, sind einfache Nullstellen (d.h.: Ordnung 1),
denn:  f(kw) =sin(kw) =0, f'(kr) = cos(km) = (=1)* # 0.

f(z)=cosz—1 = z,=2kn, k€ Z, sind doppelte Nullstellen,
denn: f(2kw) =0, f'(2kn) = —sin(2kw) =0, f"(2kw) = —cos(2kmw) = —1 # 0.

f(z) = (z-132E*4+1) = (=132 —i)(z+1i) = 2z =1 ist dreifache
Nullstelle , zo 3 = +i sind einfache Nullstellen.

Satz 16.63 :  Regel von de [’Hospital
Sei zg € @, seien f,g: Ur(z9) — @ holomorph in Ug(zo).
zp sei p—fache Nullstelle von f und ebenso p—fache Nullstelle von g.

(p)
Dann gilt:  lim /() = lim 1) .
zZ—20 g(z) Z—20 g(P) (z)
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Beweis :

f(2) = ap(z = 20)P +apy1(z —20)P T +... , a, #0,
9(2) =by(z — 20)? + bp1(z — 20)PTH + ..., b, #0
= f(Z):ap+a/p+1(Z—ZO)+--- _}a_p fﬁrz_)zo‘
g(z) by +bpyi(z—20)+... by
(») (»)
Da ap:fp—('zo) , bp:gp—('zo) = Behauptung.
Beispiele
lim sin z ~ i CoS 2 _q1
z—0 Zz z—0 1
Cosz—l_, —Sinz__ —cosz 1
ST 22 T T, T T T T

Woran erkennt man nun, ob eine isolierte Singularitat einer Funktion f ein Pol der
Ordnung p ist 7 Eine Aussage liefert der folgende Satz:

Satz 16.64 :  Pol der Ordnung p

Sei zg wsolierte Singularitdt der Funktion f.

1
2o ist ein Pol der Ordnung p < ? hat in zy eine Nullstelle der Ordnung p.

Beweis :
7 j 77:
a_ a_1q
f(z) = m—l—...—kz_ ” +aot+ai(z—z0)+... , a_p#0, (0<|z—20| <)
1 :
= mg(z) mit g(z) =a_p+a_pri(z—20)+...+ao(z—20)" +....
g(z) ist eine Potenzreihe um 2y, also holomorph in U,(z9) mit ¢(z0) =a_, #0
1 1 1
= —— = (2—20)—— Vz €Us(zp) = - hat in 2y eine Nullstelle der Ordnung p.
7~ T gy e e tal) = g et
2 <: 77:
1
7 = (2 — 29)Ph(z) mit h ist holomorph in U, (zp) und h(zp) # 0 .
1 1 1
- = bo + b (2 — bo(z — 20)? )
H= o ) = G (0 et 20
bo by

+... VzeUs(z)

(z — z0)P * (z — z9)P~1
= f hat in 2y einen Pol der Ordnung p.
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Beispiele

1
f(z) = - hat in z, = kn , k € Z, einfache Pole, da sin z einfache Nullstellen
in z

in z;, = km hat.

COS 2

f(z) = = hat in 2z, = kw , k € Z, einfache Pole, da sin z einfache Nullstellen
z
in zj = km hat und cos(km) # 0 ist.
R 1 - 1 . _ . _ . .
f(z) = 117 =T hat in z; =4 und 2o = —i dreifache Pole.
sin z . . .
f(z) = hat in 29 = 0 einen dreifachen Pol, da 2—fache Nullstelle

z22(cosz — 1)
von (cos z — 1) und 2—fache Nullstelle von 22 und 1—fache Nullstelle von sin 2.

f hat in z, = 2kn , k € Z\{0} jeweils einfache Pole, da 2—fache Nullstellen von
(cosz — 1) und 1—fache Nullstellen von sin z.

In Satz 16.58 (vgl. S.677 ) haben wir gezeigt, daf§ die Koeffizienten der Laurent-
Reihe einer in U, () holomorphen Funktion f durch ein Integral ausgedriickt werden
konnen. Es gilt

1
a, = Tmﬁ(% d¢ , VYn € Z , wobei K eine geschlossene, positiv
orientierte, stiickweise glatte Jordankurve mit zo € I(K) ist.

Fiir Funktionen, die in zg einen Pol der Ordnung p besitzen, kénnen wir die Koef-
fizienten des Hauptteils der Laurent-Reihe (in U, (zp) um zo) auch durch Ableitungen
ausdriicken:

Satz 16.65 :  Koeffizienten der Laurent-Reihe bei p—fachen Polen
Sei f: ﬁr(zo) — @' holomorph in (jr(zo), zo sei p—facher Polvon f.

Dann gilt fiir die Koeffizienten a_; des Hauptteils der Laurent-Reihe (in U, (z) um
2p) von f:

L dr=F
(p—k)! % dzr—F

aQ_j =

(=2)f()) . 1<k<p

Insbesondere gilt

a_p, = lim ((z — zo)pf(z)> und  a_; = ! lim v <(z - zo)pf(z)>

z—z0 (p—1)! =20 dzP~1

Beweis :

f 148t sich nach Satz 16.58 in U,.(zp) um 2o in eine Laurent-Reihe entwickeln:
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L ay a—p, a_1

f(z) = —(z_zo)p+...+—(2_zo)k +...+

= (z—20)Pf(2) =a_p+...+a_p(z—20)P*+...+a_1(z—20)P L +aog(z—20)P +...
Vz € UT(Z()).

Die rechte Seite ist die Potenzreihe der in U,.(zy) holomorphen Funktion (z — zo)? f(2).

Nach Satz 16.54 (vgl. S.672 ) sind die Koeffizienten dieser Potenzreihe gleich:

(p—k)
a_p = ﬁ((z - zo)pf(z)>|j::) , 1<k<p.

+ag+ai(z—2))+... Vze€ ﬁr(zo)

zZ— 20

Anwendung: Berechnung der Koeffizienten bei der Partialbruchzerlegung

Man kann die Darstellung der Koeffizienten des Hauptteils der Laurent-Reihe dazu
benutzen, die Koeffizienten bei der Partialbruchzerlegung zu berechnen.

p(2)

Sei f(z) = ﬂ eine rationale Funktion mit grad p < grad ¢ (sonst vorher Polynom-
q(z

division durchfiihren).

Sei z; € @ I—facher Pol von f, also [—fache Nullstelle des Nennerpolynoms ¢(z) und

p(z) p(z) .
0, al = = mit 0.
p('zl) 7é , alsSo f(Z) Q(Z) (Z—Zl)lT(Z) 1 T(Zl) #
Dann lautet der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung (bzgl. z7):

p(z) a a2 ap

= +...+——+ h(z
q(z) z—2z (2—21)2 (z —2z) ()
mit A ist holomorph in U,.(z1), 148t sich also um z; in eine Potenzreihe entwickeln mit
h(z) = by +b1(2z — 21) + ba(z — 21)?> +.... Damit erhalten wir insgesamt:
p(2) a1 az a 5

= oot ———— 4+ by +b1(z — ba(z — e
q(z) 7 — 21 + (2_21)2 + + (Z—Zl)l + 0o + 1(2 2’1)+ 2(2 21) +

e p(2)
q(z)  (z—21)'r(z)
Ur(z1). Also lauten die Koeffizienten nach Satz 16.65 :

O
(1=K zlgrzll d—F <(Z - Zl)lf(Z)) L 1<k<l.

Das ist die Laurent-Reihe fiir die Funktion f(z) = um 2 in

ap =

a f(z :p(z): p(z) z—z21) f(z :M
D f( ) q(z) (Z—Zl)lT(Z) = ( 1) f( ) T’(Z).

Damit erhalten wir fiir die Koeffizienten bzgl. des [—fachen Pols z; bei der
Partialbruchzerlegung:

]_ dl—k p(Z)
- b (%) . 1<k<
ak (l — k)' zLHzll dzl—k ’I"(Z) SRS
Insbesonder gilt: a; = p(z1)
r(z1)
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Beispiel

23— 222 — 2 28 =222 — 2
f(Z) = (Z— 1)3(z2+1) o (z— 1)3(2_i)(z+i) '

Ansatz fir die Partialbruchzerlegung

23— 222 — 2 al a9 as by c1
375 = + 5 + 3+ -+ - .
(z—1)3(2241) =z—-1 (2-1) (z—1) z—1i  z+1
23 —222 — 2 —2
a3:— :—:—1,

22 +1 |z=1 2

(23—222—,2)’ <(322—42—1)(22+1)—(23—222—2)2,2)

ao = =

22 +1 |z=1 (252 + 1)2 |z=1
_(z4+422—4z—1) _ 0
B (224+1)2 le=1

1(23—22:2—2)” 1<z4—|—422—4z—1>’

a1 = - — — —

' 22 +1 lz=1 2 (224+1)2 |2=1
_1<@f+8z—@@1+n—44f+4%—4z—U) _ 1 8-2-4.0_
2 (22 +1)3 le=1 2 8 -

b — 23 —222 — 2 =i+ 2—=1  1=1 { o1

1_{Z—D%z+ﬂpj__@—Uﬁi_i@—n3_(1—®2_—2i_ 2’

23 —222 — 2 t+2+1 1+14 —1 —1i 1

Cl = = = = = — = ——

DR =) e, (i DB(=20) (140 (1+4)? 2 2

23 —222 — 2 1 1 1,1 1

(z—U%ﬁ+&):z—l_(z—U3_§%—i+z+i%
(Partialbruchzerlegung in @)
23 =222 — 2 1 1 z

= —_ — P N . )
Go1P(2+1) 2-1 (-18 241 (Partialbruchzerlegung in IR)

15. Residuensatz

Ist K eine geschlossene, positiv orientierte, stiickweise glatte Jordankurve, und ist f
holomorph in I(K), so gilt nach dem Cauchyschen Integralsatz (vgl. Satz 16.33,
S.650 ):

/ f(2) dz=0 (da I(K) ein einfach zusammenhéngendes Gebiet ist).

K

Wir wollen nun auch den Fall zulassen, da§ f in I(K) endlich viele isolierte Singu-
laritaten besitzt. Dazu definieren wir zunéchst das Residuum von f an einer isolierten

Singularitdt zg :
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Definition 16.66 :  Residuum

Sei 29 € @, sei f: U, (20)\{z0} — @ holomorph in U,(29)\{20}
mit U,(20)\{z0} ={2€C : 0<|z—2| <7} , r>0.

Dann heifit

f
1 K Azg)
Res(fiz0) = g5 | 1) &z 0

das Residuum von f an der Stelle zg.

|

Bemerkung : Es gilt:

Res (f,z0) = a—1

a_q ist der Koeffizient von der Laurent-Reihe von f um zy in Ry »(20)

Z — 20
(vgl. Satz 16.58, S.677/678 ).

Bemerkung :

Res (f, z0) ist unabhéngig von 7, solange f holomorphin {z € € : 0 < |z — z| < r}
ist (vgl. Satz 16.35, S.655 ).

Beispiele
1 : :
f&)= 377 = Res(fi)= —% , Res (f, —i) = % (vgl. Beispiel 2, S.685 ).
Flz) = el
Die Laurent-Reihe von f um zo = 0 in €\{0} lautet (vgl. Beispiel 3, S.686 ):

— 1
f(z)zl—l—znlzn = a-1=1 = Res(f,0)=1.
n=1""

sin z
f(z) = m . Gesucht: Res(f,0) =7
2o = 0 ist dreifacher Pol von f (vgl. Beispiel 4, S.688 ).

Bestimmung des Koeffizienten a_y der Laurent-Rethe um zg =0 :

sin z _z—%—{—g—f—... B z(l—g—i—l—...) 1 1—%—1—...
Z2cosz—1)  2(-Z +Z —..) -+ -—..) e L
1 by —b  —b
= b+ biz+b22® ) = —F b — + 2+ (<ba) + (“ba)z -

= Res(f,0) =a_1 = —bs .
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Berechnung von bs:

1—2 4.
%:bo—f—bﬂ—i—bng—f—...
2o 2 2
2 1 =z bo by ba  bo, o
- +...= 2 )t ) =2t (22
= et (bo+b1z+boz”+ )(2 T ) 2+2z+(2 24)z+
Koeffizientenvergleich:
ba o 1 11 1
bp=2, by = — = =—= bo =2(—=+ —)=—=
0=2,bi=0, 5o =g T =gt Rl = g
1
= Res(f,())zé.
1
flz) = ——. Gesucht: Res(f,2kn) =" | ke Z.
cosz — 1

zi = 2km |, k € Z, sind doppelte Pole.

Bestimmung des Koeffizienten a_1 der Laurent-Reithe um zy = 2k :
1 B 1 B 1
cosz—1  cos((z — 2km) +2kw) —1  cos(z — 2km) — 1
Wir ersetzen: u = z — 2kn. Dann erhalten wir
1 1 1 1 1

cosz—ll T cosu—1 _%24_%4_[;” __b? R
—by  —bi
= Res(f,2km) = —b1 .

Berechnung von by:

(da cos z 2m—periodisch).

1 u2 b() b1
1= )=t )= Ut
(bo + bru + bou” + )(2 o1 T ) 5 T Ut

Koeffizientenvergleich:

= by=2,b=0 = Res(f,2kr)=0 VkeZ.

Bei wesentlichen Singularititen mufl das Residuum mit Hilfe des Koeffizienten a_;
der Laurent-Reihe bestimmt werden (vgl. Beispiel 2).
Bei p—fachen Polen kann man genauso verfahren (vgl. Beispiele 1,3,4).

Bei p—fachen Polen kann das Residuum aber oft einfacher mit Hilfe der folgenden
Eigenschaft berechnet werden:

Satz 16.67 :  Berechnung des Residuums bei p—fachen Polen
f habe in zg einen Pol der Ordnung p. Dann gilt

1 ar—1

Res (f,20) = CE] zh—>Hzlo T 1 ((z — zO)Pf(z)>
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Spezialfall:  Fiir einen einfachen Pol zy gilt

Res (f,z0) = lim ((z - zo)f(z)>

zZ—Zz0

Beweis :

Nach Satz 16.65, S.688 , gilt diese Formel fiir den Koeffizienten a_; der Laurent-Reihe
von f um 2.

Speziell fiir einfache Pole kann das Residuum auch iiber die folgende Eigenschaft
berechnet werden:

Satz 16.68 :  Berechnung des Residuums bei einfachen Polen

Sei f(z) = % mit g, h holomorph in U,(z9) , >0, und g(z9) #0,
h(z0) =0, h'(z0) #0. Also f = % hat in 2y einen einfachen Pol. Dann gilt
Res (f,20) = Res(g 20) = 9(z0)
’ h, h/(Zo)

Beweis :
Nach Satz 16.67 gilt (da zy einfacher Pol von f ist):

Res (f, 2z0) = Zli_)ngo ((Z — Zo)f(2)> = lim (M)

z—20 h(z)
i (MG ) ata
z2—20 R (z) R (20)
(Regel von de I’'Hospital)
Beispiele
Flz) = — L —  f hat die einfachen Pol i und :
z) = = at die einfachen Pole z; =i und zo = —i.
241 (z—i)(z+1) ! 2
Nach Satz 16.67 gilt:
1 1 ' 1 1 }
Res (f,i) = _— ,  Res(f,—i)= = .

Z+i|z:i:%: 2 Z— G)z=—i 99
Oder nach Satz 16.68 gilt (dieser Satz kann benutzt werden, da z; einfache Pole):

1 1 1 1 1 l

es(hi)=5, =9 ~"3 » ReslU=i=5 =% ~3
f(z) = 'e = 2z =kmw, k€ Z, sind einfache Pole.
sin z
ek:7r

Nach Satz 16.68 gilt: Res (f, kr) = = (=Dke | ke Z.

cos km
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1

f(z) = m = 29 = —1 ist dreifacher Pol.
1 1
Res (f,—1) = 5(24 +1) = 5(1222)‘?_1 =6 .
1
flz) = EESEEE = 21 = —1ist einfacher Pol, zo = 1 ist doppelter Pol.
1 1 —1y/ —2 1
Res (f7 _1> = (Z _ 1)2|Z:71 = Z ) Res (f7 1) = ((Z—I—l) )|z:1 = _(Z+1)|z:1 =77
f(z) = i = 29 = 0 ist dreifacher Pol,

22(cosz — 1)

z = 2km |, k € Z\{0} sind einfache Pole.

1
Res (f,0) = 8 (vgl. Beispiel 3, 5.691/692 ).
. (z2—2km)sinz _ sin z + (z — 2k7) cos z
s (f, 2k) 2k 22(cosz — 1)  z—2kr 2z(cosz — 1) + 22(—sin 2)
— im 2cosz + (z — 2km)(—sin 2) 2 ke Z\{0}.

z—2kr 2(cosz — 1) + 4z(—sin z) + 22(— cos 2) (2km)2
(hierbei wurde 2—mal die Regel von de 'Hospital benutzt).

1
z) = — = 29 = 0 ist doppelter Pol ,
zsin z

2z, =k, k€ Z\{0}, sind einfache Pole.

ik
Res(j-‘,km):(;)Z:lﬁr L0 e oy

sinz + zcos z kmcos km km

Res (1,0) = & (o) = () = i B2 08

1!\ zsinz z:(_)_ sin 2 2—0 sin” z
= lim COSZ__COSZ—I_ZSHQZ = lim =0 (Regel von de I'Hospital).
2—0 2sin z cos z 2—0 2 oS z
Oder mit Hilfe der Laurent-Reihe:
1 1 1 1 1
= = . = —(bgdt bz by ..
zsinz z(z—-% +...) 22 1-Z 4., 22(0 ! ? )
bo b '
=2+ —+by+tbsz+... = Res(f,0)=b mit
z z

2

1:(b0+b12+6222—|—...)(1—%+...):b0+blz+...

= bp=0 = Res(f,0)=0.

Wir kommen nun zu dem fiir die Anwendung besonders wichtigen Residuensatz:
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Satz 16.69 : Residuensatz

Sei K eine geschlossene, positiv orientierte, stiickweise glatte Jordankurve.
Sei f holomorphin I(K) mit Ausnahme endlich vieler isolierter Singularitditen
21,29,...2n, € I(K). Dann gilt

/ f(z) dz = 2m'ZRes (f,2k)
K k=1

K

Beweis : @
Wir wahlen fiir jede Singularitit zj ein @ @@

> 0 so klein, daB8 I(K,, (zx)) C I(K)

und (K, (zx)) NI(K, (z;)) =0 fir k # j.

J

Dann gilt nach Satz 16.36 (vgl. S.656 )

/ f(z) dz = Z/ dz = 27TZZR€S fyzr) (nach Def. 16.66, S.691 ).
KTk (Zk)

Zur Berechnung von / f(2) dz miissen also die Residuen aller im Inneren der ge-

K
schlossenen Kurve K gelegenen isolierten Singularitdten z; von f berechnet werden.

Beispiele

dz mit K :

1
Gesucht: / -
K 2SIz 0 n/ 2n

:»/ L s = 2ri(Res (f, —m)+Res (£,0)+Res (f, 7)) = 2mi(— + 0+ —2) = 0.
K — T

zsin z
(Berechnung der Residuen vgl. Beispiel 6, S.694 ).

e KR(D)
Gesucht: / dz mit R>1:
Kr(0) Z(Z + 1)

= /KR(O) Z(Zej_ 5 dz = 2mi(Res (f,—1) + Res(f,0))

z z

- 2m<<%)|z:1 * (zi 1>z:0> =2mi(l —e™).
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3.

Die erweiterte Cauchysche Integralformel (vgl. S.660 )  folgt sofort aus dem
Residuensatz:

Sei f holomorph in I(K,(z)), dann gilt

f(z) o f(2)
= omi 2 (=) —LEL Y 2T ) (da 2 (n+1)—facher Pol)
= n! 0 (Z_ZO)n+1 \2220_ nl 0 0 .

Berechnung reeller Integrale mit Hilfe des Residuensatzes

Man kann viele reelle Integrale, die im Reellen nur sehr schwierig oder iiberhaupt
nicht berechnet werden konnen, iiber den Umweg eines komplexen Integrals berechnen.
Die komplexen Integrale werden dann mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes (vgl.
Beispiele S.653 ff') oder mit Hilfe des Residuensatzes berechnet.

Beispiele

Integrale vom Typ

/ p_gmi dr , p,q Polynome mit grad ¢ > 2+ grad p, ¢(z) #0 Vze R
oo 4T

Satz 16.70 :

Sei f(z) = p_) eine rationale Funktion mit grad q > 24 grad p und

q(z)
q(x) #0 Vz € IR (d.h.: ¢ darf keine reellen Nullstellen besitzen).
Seien z1, 23, ...z, die Nullstellen von ¢ in der oberen Halbebene, d.h.: Im z; > 0.

Dann konvergiert das Integral mit

/ % :2mZRes ; , (Im z, >0)

Beweis :
Wir zeigen zunachst die Konvergenz des Integrals:
Sei p(z) = ap2? +ap—12P" 1 +...4+ag, ap #0
und q(2) = bgz9 +by_127 + ... +by, by 0 = q>p-+2.
Es gilt
[bg27] < |q(2)] + 1bg—1ll2[*™" + ... + [bo| |bg—1 [bol
_ bg—1 bo
= a2 2 Illft = byl l=ft == ol = el ([l = 2 - - PR
Hieraus folgt:
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2p(2) | _ lapll2[P72 + ap-a|l2lP! + ... + ao]|2]?
= by b
() alo (Jea] = Lt - - 27)
I S O h e - R
—p—2 by b
297772 | — Lozl - Jo]
2*p(z) M falls g =p+2
Also gilt:  lim by|
[zl =00 | q(2) |
0 Lfallsg>p+2.
Z*p(2)
Also existiert ein R > 0 und M > 0 mit @) <M Vze mit |z| >R
q(z
M
= ’1% SW Vz e @ mit |z| > R, also auch Vx € IR mit |z| > R.
q(z z

i <1 p(z)
Da / — dx und / — dx konvergieren und ——= stetig in [~ R, R] ist (da Nenner

oo 7 rR @ q(x)
—R R 0o
# 0 in IR), existieren die Integrale / M dx | / M dr , / M dx |
oo () “r (@) r q(z)
also auch das Integral / @ dx.
oo ()
. p(z)
Wir berechnen nun das komplexe Integral —= dz
Kr 9(2)
wobei wir tiber folgende Kurve Ky integrieren:
KR = Kl —+ KQ mit
K7 : Geradenstiick entlang
der reellen Achse von (—R) nach R ,
K5 : Halbkreis mit Radius R
von R nach (—R).
Hierbei wahlen wir R so grof3, daf} alle
Singularitaten z; von P mit Im z; > 0 -R K, R
q
im Inneren dieser geschlossenen Kurve Kpg
: pz)| _ M :
liegen, und daf} | —=| < — Vz € Ky gilt.
a(z)| ~ |2
Dann folgt aus dem Residuensatz:
p(z) / p(z) / p(z) e p
—— dz = — dz + ——= dz=2mi Y Res(=, z) .
/KR q(z) K, 4(2) K, 4(2) ,;1 q

Fiir die beiden Teilintegrale gilt:

/Klwdz:/Rwdm — /m@d;p fiir R — oo ,

q(f(Z)) —r q(x) oo 4()
ne M == ur R — oo
‘/szdz Sﬁ-ﬂR—R 0 fir R .

Also erhalten wir insgesamt:
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. p(2) / > p(z) S p
lim —— dz = ——= dx =2mi Yy Res(=, zx).
R0 i, q(2) oo () ,; q

Bemerkung

Da ¢ keine reellen Nullstellen haben darf, mufl der grad q eine gerade Zahl sein, denn
mit zg ist auch zy Nullstelle von q.

Beispiele
> 1 T
——dr = — .
/Oo 441 v V2
Denn: R
plz) 1

= grad ¢ =4 > 2+ grad p .

qz)  z*+1 - Zq
Nullstellen von q in der oberen Halbebene:

g(z) =0 & z'=-1=e" C
2

T+ 2kw
Z—
& zp=e 4 . k=0,1,2,3 Z

i /4

AN,

3im/4

= 2z2p=e€ , 21 =€ , 0 =Z1, 23 =20 -

Imz,>0 = nur z =e"™/*= \%(1 +1i), 23 =3/t = \%(—1 +1i).
(einfache Pole des Integranden in der oberen Halbebene).

> 1 1 1
/ +1 dx = 2mi (Res( rom )+Res( o 1))
z z
=2 ( ) =2 (g ) =2 (25 2)
i |z=z0 423 |z=21 o 424 |z=z20 o 424 |z=21 i —4 * 4

1+ 1 ( 1+ )> - 2t T
Z 1 = — ——— = ——
V2 2 V2 V2

o x? 1 [ x2 T
T2 1% =5 TErgpdE=g-
o rr+222+41 2 ) o (22 +1) 4

Denn:

Das erste 7 =7 gilt, da der Integrand eine gerade Funktion ist.
Es gilt grad ¢ > 2+ grad p. Die einzige Nullstelle von ¢ in der oberen Halbebene ist

z1 =1 (doppelter Pol des Integranden).
2 2

o x 1 22 z !
R N B —7.:.<+>
/0 Ao =g 2m es((22+1)2 i) = mi Gt 2] o
_ <2z(z+i) —222> _ (20)(20)+2 _ 7

(Z+Z)3 |z:z_

(24)3 4

Bevor wir den néachsten Integraltyp behandeln, benotigen wir noch den folgenden
Hilfssatz:

698



Hilfssatz : Die Funktion f habe in ¢ € IR einen einfachen Pol. Dann gilt

lim f(z) dz = mi Res(f,xo) ,

r—0 Rr(mo)

wobei K, (o) der positiv orientierte % (x0)
Halbkreis um o mit Radius r ist, also /1-\1" 0
Ky (zg)={2€C : z2=x¢+re | t €[0,7]}. i - >

Beweis :

+ h(z) mit h ist holomorph in Us(z).

Da xzq einfacher Pol = f(z) =
Z — X0
< max |h(2)]-mr — 0 firr—0.

‘/ h(z) dz I
K, (x0) ze Ky (zo)

a T jrett [T )
/f{ P dz:a/ s dt:m/ dt = iam .
T(mo) O 0 0

Da a = Res(f,xo) , folgt insgesamt: lir% f(z) dz =i Res (f,xq).
r— Rr(xo)

Integrale vom Typ

o0 Ccos oL
/ f(x){ . } dr , a>0
oo sin ax

Satz 16.71 :
a) Die Funktion f sei holomorphin {z € € : I'm z > 0} mit Ausnahme endlich vieler
isolierter Singularititen zi,zs,..., 2y, in der oberen Halbebene , d.h.: Im z; > 0.

Ferner gelte: lim f(z) = 0.

Dann konvergieren die Integrale fiir o > 0 mit

/‘: f(a) { Cosaaf} dr = {ii} (2m’§Res (f(z)ez‘az72k)) . (Im z, >0)

sin o

b) Hat f zusétzlich endlich viele einfache Pole 1, x5, ..., x; auf der reellen Achse,
so gilt fir a >0

[ oz oee{ ot

l
(Im 2z, >0, x; € IR) + m’ZRes (f(z)eio‘z,xk)>
k=1

falls das uneigentliche Integral konvergent ist.
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Beweis :

a) Wir integrieren die Funktion f(z)e’®* iiber die folgende Kurve Kg, g,:

KRl,RQ = Kl +K2+K3 +K4 mit

Kl oz =t ) KS “.
te[-Ry, Ry, dz=dt - iRy +Rp)
K2 2= RQ + it s o
te [07 Ry + RQ] , dz =1dt Kyq 2.2 Zm Ko
K3 : z=t+i(Ri + Ry) , 2 o
—K4 : z=—Rq+1t, —-Ry Ky Ry

t e [0,R1+R2] , dz =idt .

Hierbei wahlen wir R;, R so grof, dafl alle Singularitdaten der oberen Halbebene
von f im Inneren dieser geschlossenen Kurve Kp, g, liegen. Dann folgt aus dem
Residuensatz

/ F(2)6i% dz = 20 S Res (f(2)ei%, ).
KRy, Ry k=1

Der Wert auf der rechten Seite ist unabhéngig von Ry, Ry (solange R;, Ro grofl genug
sind), also kénnen wir Ry, Ry — oo gehen lassen, ohne daf} sich das Ergebnis &ndert.

Wir zeigen zunachst, dafl die Integrale tiber die Kurven Ky, K3, K4 gegen Null gehen,
falls Ry, Ry — 0o. Sei € > 0 beliebig.

Sei Ry, R so grofl, da max |f(2)| < ? (das ist moglich, da lim f(z) = 0 und

zeKo 2—00

a>0). Dann gilt

) Ri+R> ' ) Ri1+R>
‘ f(z)e'** dz‘ = ‘/ F(Ry + it)e’ T2+t i) < max |f(z)|/ e *dt
Ko 0 ZEK 0
e’ 1. o R1+R» € _ €
(= « - _ 1 o a(R1+R2) -
3 () ]0 gl—e ) <3
‘ (2)e'* dz‘ << (analog).
Ks 3

| / f(z)e' dz| = | / PS4 iR+ Ry R at|
Ks —R,

< max| f(z2)em@Fatl) (R 4 Ry)) < = fiir Ry, Ry > R (d.h.:  hinreichend groB).
z 3

Wl m

Damit erhalten wir insgesamt

‘ (2)e"* dz + f(2)e"* dz +/ f(z)et dz‘ <e fir Ry, Ry > R.
Ko K3 Ky

Also gilt

‘ (2)e'* dz — 2mi Z Res (f(z)e™**, zk)‘ <€ fir Ry, Ry > R. Hieraus folgt
K k=1
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2 .
f(t) ot g — QWZZRGS z)e' zk)‘ <€ fir Ry, Ry > R.

Damlt gilt fiir den Real— und Imaglnartell

R ‘
f( )cosat dt — Re <2m Z Res (f(z)e**?, zk)>‘ <€ und

R2

f@)sinat dt — Im(Zm'ZRes (f(z)eiaz,zk)ﬂ <e fir R;,Rs > R.
—f k=1

Nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium folgt hieraus die Konvergenz der Inte-
grale fiir Ry, Ry — oo und damit die Behauptung.

b) Hat f zusétzlich einfache Pole auf der reellen Achse, so integrieren wir iiber die
folgende Kurve Kg, g, :

Im Inneren liegen nur die bisherigen A.

. . . i(Rq +Rs)
Singularitaten z; mit I'm zx > 0, so dafl - A
das Ergebnis von a) bestehen bleibt, also

m ] ]

| e de =2y Res (), ). e 2 |.

KRy, Ry — Z1 2
Kg, r, enthalt nun zusatzlich die negativ Y 2NN ] A )
orientierten Halbkreise (—K(xy)). R X »|x Ro
Nach obigem Hilfssatz gilt

!

<lim/ f(z)e'** dz) = —mi Y Res(f(z)e'** xy).

Z r—0 _Rr(xk) Z
Fiir » — 0 geht diese Kurve in die glelche Kurve wie bei a) iiber.
Bringen wir also die Summe ( mZRes el?, k;)) auf die andere Seite der

obigen Gleichung, so erhalten wir analog zu a) die Behauptung. In diesem Fall ist
aber nicht immer sicher, daf3 das Integral unter obigen Vor. konvergent ist.

Beispiele

> cosar
Gesucht: I(a) = d > 0 fest).
esuc (@) /0 22 (a est)

Der Integrand ist eine gerade Funktion, also gilt

I(a) = > cosax dle * cosax s
0 2)_

a? + 22 0o @2+ 22
1
hm f(z) = zlirgo prape i 0, fist holomorph in @\{+ia} = nur die Singularitét

z1 = ia liegt in der oberen Halbebene. z; = ia ist einfacher Pol von f.
Auf der reellen Achse liegen keine Singularitdten. Also gilt nach Satz 16.71 a) fiir
den Fall, dal o > 0 ist:
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1.Fall: o > 0:

1 iz iaia —aa
I(a) = §R€<27T’L Res(h,ia)) = WRe(i 82' > = 7TR6<826L > — e

—Qaa

1a 2a
2.Fall: o <O0:
a<0 = (—a)>0,dacosar =cos(—a)r = nach Fall 1):

1 [o@) [oe) . aa
I(a):_/ de:/ cos(~ajx , _ me*

2 J_ o a®+ 22 oo @2 F 22 2a
3. Fall: a=0:
1 [ 1
1(0) = —/ ——— dz nach Satz 16.70 berechnen, oder,
2 ) a®+ 22
falls gleichmdflige Konvergenz bzg. « vorliegt:
1. > cosax , 7r

Damit erhalten wir insgesamt:

oo —|ala
cos ax me
/ — 5 dr = , a€lR, a>0.
0o a°+x 2a

Bemerkung

p(z)

Das Integral konvergiert gleichméfig bzg. a, wenn f(z) = ) eine rationale Funktion
q(z
ist mit grad ¢ > 2+ grad p und ¢(z) #0 Vz € R.
1

Das ist in diesem Beispiel der Fall, denn fiir f(z) = pea
a?+ z

gilt: grad ¢ > 2+ grad p und ¢(z) # 0 Vz € R.

Bemerkung

Bei sin —Integralen andert sich fiir a < 0 auch das Gesamtvorzeichen, da
sin(—a)z = —sinax gilt. Fir o = 0 erhdlt man hier den Integralwert = 0,
da sin(0 = 0 ist.

Es gilt
/Oosina:dm:z 7 /°° sinxdmzﬁ
0 2 2 o T
Denn:
oo L1 1 [ee) .
Da der Integrand eine gerade Funktion ist, gilt / ST g = 5 / S
0 o T

1
Fiir die Funktin f(z) = — gilt: lim f(z) =0, f ist holomorph in ¢\{0} ,
z Z—00

r1 = 0 ist ein einfacher Pol auf der reellen Achse.
sin x

Da lim

L =1, ist der Integrand stetig in IR.
Tr— €T
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Die Konvergenz des Integrals haben wir bereits frither gezeigt (vgl. Aufgabe 66).
Nach Satz 16.71 b) gilt also (mit o =1 > 0):

1z

/ ST dxz[m(m' Res(%,O)) =Im(mi-1) =

e X

L sin 2
T =
oo T(m? — 22) ™

Denn:
1
Fir f(z) = =) gilt: Zlg{)lo f(z) =0, f ist holomorph in @\{%m,0} ,
r1 = -7, xo0 =0, x3 = 7 sind einfache Pole auf der reellen Achse ,
sin x 1 sin cos T 1

P o —a) W eile a(r? —af)  aa R _gg2 | gqz o ntesrand
oo
1

1
ist stetig in IR , fiir x — 400 verhalt sich der Integrand ~ — und / —
1T

3 dx ,

1 .
1 sinx

/ — dx sind konvergent = / 5 5

o T x(m? — x?)

Nach Satz 16.71 b) gilt also (mit « =1 > 0):

> sinx
pvemmai
oo X(m? — x2) . ' .
eZZ (¥4 elZ

= Im(m' <Res (m, —7) + Res (ﬁ,o) + Res (mﬁ)))
= (i =g+ prg)) = T +0)
1

= —Im(—icosm+1i)=— .
T T

dx ist konvergent.

Fourier-Transformation

:/OO F(t)e st dt:/oo f(t)cos st dt—i/oo f(t)sinst dt .

Beide Integrale lassen sich, falls die Voraussetzungen erfiillt sind, mit Hilfe von Satz
16.71 fir s > 0 berechnen. Sei also fiir s> 0:

s) = QWiZReS (f(2)e"*, +mZRes e* x1)
k=1

wobei zj die Singularitdten von f mlt I m z, > 0 und z die einfachen Pole auf der
reellen Achse sind. Dann gilt

(| ) Jfalls s <0
F(f(#)(s) = § Re(u(0)) falls s =0
u(]s]) Jfalls s > 0

Das Ergebnis fiir s = 0 gilt nur bei gleichméafliger Konvergenz bzgl. s.
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Beispiele hierzu

1
Gesucht: Die Fourier-Transformierte von f(t) = —— , a > 0.
a? +t2

1
Fir f(z) = 212 gilt: Zlgrolo f(z) =0, fist holomorph in @\{*ia} ,

z1 = ia ist einfacher Pol in der oberen Halbebene. Also gilt fiir s > 0 :
) 152 ‘ ' eisia T

u(s) = 2mi Res (m,za) = 271 50 = 3¢

Es gilt gleichmaflige Konvergenz des Integrals bzg. s, da grad ¢ > 2+ grad p.

as

Damit erhalten wir fiir die Fourier-Transformierte von f(t) =

1

a4+ t2 :

F(m)(S) = geialﬂ , S€E R , a> 0 s (Vgl Beispiel ]_, S.597 )
t
Gesucht: Die Fourier-Transformierte von f(t) = —— , a > 0.
a? + t?

Fir f(z) = % gilt:  lim f(z) =0, f ist holomorph in C\{+ia} ,
a z Z—00
z1 = ia ist einfacher Pol in der oberen Halbebene. Also gilt fiir s > 0 :
) ZelSZ ) ) ianS’La
u(s) = 2mi Res (m,w) = 271 =
Hier gilt keine gleichmaflige Konvergenz des Integrals bzg. s, aber f ist ungerade
Funktion, also ist F'(f) ein reines sin —Intergral, das fiir s = 0 gleich Null ist (das

cos —Integral ist Null als Cauchyscher Hauptwert).

= jme” 9%,

t
Damit erhalten wir fiir die Fourier-Transformierte von f(t) = PR :
a
" ime—als Jfalls s <0
F(CLQ——|—t2)(8) = 0 ,falls s=0

—ime~lsl  falls s > 0
(vgl. fiir a = 1: Beispiel 4, S.595 ).

Integrale vom Typ

/ Mdm , O<ax<l1
o ¢

Satz 16.72 :

Sei R(z) = Z% eine rationale Funktion mit grad ¢ > 14 grad p und

q(x
q(x) #0 Vo€ Rmitx >0. z,2,...,2, seien alle Pole von R(z) in C.
Dann gilt fir0 < a < 1:

R it M R .
/ Rlz) do = == g Res ( (z),zk) , 2% =|z|%' 8% | 0 < arg z < 27w
0 e sinro — z¢
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Beweis :
R(z)

z

Wir integrieren die Funktion iiber die folgende Kurve K, :

K67r:K1+K2—|—K3+K4 mit

Ki: z=t,teler],dz=dt, argz=0,
Ky: z=re' | t€[0,2n], dz =iredt,
—Ks: z=t,teler], dz=dt, argz =27,
~Ky: z=ee | t€]0,2n], dz = ice'tdt .

Hierbei werden € so klein und r so grof§ gewahlt, daf alle Singulartitdten von R(z) im
Inneren dieser geschlossenen Kurve K, , liegen. Dann folgt aus dem Residuensatz:

/Kw % dz = 27Tiz_:1Res(i(j),zk) .

Die rechte Seite dieser Gleichung ist unabhéngig von € und r. Lassen wir ¢ — 0 und
r — oo gehen, so bleibt das Ergebnis unverandert.

Fir € — 0 und r — oo erhalten wir:

/ A() dz:/ Rl dt:/ B 4o / B0 4y
K, Qo . taezao . 1t 0 1t

R 1 K 2
‘/ (2) d gmax|R(z)\'—-27T7‘§—'ﬂ — 0 firr—oo.
Ko A z€K> re r re

(da grad ¢ > 1+ grad p)

/ R(Z) dr = _/ R(t)2 dt = _62737704/ R(t> dt — _e2i7ra/ R(t) dt .
K3 Za . tozezoz ™ . tOé 0 toz
’/ R(z

Ky 2
Also erhalten wir insgesamt fiir ¢ — 0 und r — oo :

(1 — e 2me) /000 R(t) dt = 2mi i Res (R(j) V2k) -

te z

1
)dz‘Sm?(X‘R(Z)‘-—-Qﬂ'GSQKﬂ'El_a — 0 fire—0 (da0<a<1l).
ZEKy e

2711 2711 I 2 s AT (% ¢e]
Da oSt ,m_e = ?e , folgt hieraus die Behauptung.
1 —e2ima gt _ e—ima 2sinTar Sinmo
Beispiel
>~z > 1 meim/? 1 , 1
—r  _dx = —_—— dx = Res ,—1) =im-
/0 x(1+x) o Vr(l+z) sin /2 (21/2(1—1—2) ) =i (—1)1/2
B LT B T -
- |1|1/2ei7r/2 -y .

(daav=1/2, €™/?2 =i sinm/2=1, arg(—1) = 7).

alle erfillt.

1
Die Voraussetzungen des Satzes 16.72 sind fir R(z) = 1
z
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4.

Integrale vom Typ

/Ooo R(z) do | /OOO R(z)Inz dx

Satz 16.73 :

Sei R(z) = Z% eine rationale Funktion mit grad g > 24 grad p und
q(x
q(z) #0 Vze Rmitx >0. z,29,...,2, seien alle Pole von R(z) in C.

Dann gilt :

a) /0 R(x) dx = — ; Res (R(z)log z, i)

b) /000 R(z)Inz dx = —%Re (i Res (R(z)(log 2)?, zk))

mit logz =In|z|+iargz , 0<argz <2w

Beweis :

Wir integrieren iiber die gleiche Kurve wie beim Beweis zu Satz 16.72, also iiber
K, =K+ Ky+ K3+ K.

Beim Integral / R(x) dx integrieren wir die Funktion R(z)log z, beim Integral
0

/ R(z)Inz dz integrieren wir die Funktion R(z)(log 2)?. In beider Féllen gehen die
0

Integrale iiber die Kurven Ky und K4 wieder gegen Null (fiir ¢ — 0 und r — o0).
Fiir die Integrale iiber K7 + K3 erhalten wir als Grenzwert

a) /0 R(t)(Int+1i-0) dt—/o R(t)(Int + 1 - 2m) dt:—27ri/0 R(t) dt

= 2mi Z Res (R(z)log z, zk)
k=1
= / R(t) dt = — ZRes (R(2)log z, z,) .
0 k=1

b) /OOO R(t)(Int +i-0)? dt—/()ooR(t)(lnt+z'-27r)2 dt

= —4mi / R(t)Int dt + 47> / R(t) dt =2mi ) Res (R(z)(log 2)*, 21 .
0 0 k=1

Division durch (—4mi) ergibt dann fiir den Realteil baw. Imaginérteil:
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/OO R(t)Int dt = ——Re(Z Res (R(2)(log 2)2, 1)) .
/OOO R(t) dt = ——Im(Z Res (R(z)(log z) )> )

Das Integral / R(t) dt kann nach dieser Formel oder nach der Formel a) berechnet
0

werden.
Beispiele

o 1 log =

R
/0 At +a ° Z s(Traasa ™
(mit z; = —1, 25 23 = —1)
__<10g(_1)+ logi log(—1) )
B 2 (1+4)2i (1 —1i)(—20)

1
:—<§(ln1+i7r)+

1
(14 2)(1+ 22)

Die Voraussetzungen des Satzes 16.73 sind fiir die Funktion R(z) =
erfillt, da grad ¢ > 2+ grad p und ¢(x) #0 Vz > 0.

—

e nzr 0o 2)2 1"
/0 (11+ o = _%Re@es((qiz))w_l)) = _%R (5 ((og2)? >|Z:1>

1 log 2\’ 1 1 —logz 1 1—(In1+ i)
B —§Re ( z >|z:—1> N —§Re<< 2?2 >|z:—1> N —2Re< (—1)2 )
1 1
= —ERe(l —am) = ~5
1
Die Voraussetzungen des Satzes 16.73 sind fiir die Funktion R(z) = e erfillt,
z

da grad ¢ > 2+ grad p und ¢(z) #0 Vz > 0.

Bemerkung :

o0 1 oo
Ist die rationale Funktion gerade, so gilt / R(t) dt = 3 / R(t) dt.
0 —00

In diesem Fall berechnet man das Integral einfacher nach Satz 16.70 (vgl. S.696 ).
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Integrale vom Typ

2
R(cosz,sinx) dx

0

Satz 16.74 :

Sei R(cosx,sinz) eine rationale Funktion in cosx,sinz. R* sei die Funktion
1 /1 1 1 1

R*(2) = ,—R(i(z +-), 2—(2’ — —)) ,und 21, 29,... 2, seien die Pole von R* mit
12 z i

|zk] < 1.  R* habe keine Singularitdten auf K;(0). Dann gilt

2 n
R(cosz,sinx) do = 2mi ZRes (R*, z1) , = <1
0 k=1
Beweis :
1 . . 1 . .
Da cosz = i(em +e "), sinx = i(e”” —e ") | erhalten wir mit der
i
Substitution: z = e'®: 4
> . 1 K;(0)
dz =ie'dr = izdxr = dr= —dz,
12 ] ot
Lot D) sine = 2o 1) R
cosx==(z+-), sinz=—(z— - -
2z 7 2z n

N

2 2 1
r€[0,2r] & 2z = e durchliuft K;(0) . _/

(positiv orientiert).

Also gilt

2
1 1.1 1 1
/ R(cosz,sinx) d:r:/ R(—(z—f——),—,(z——)) - — dz:/ R*(z) dz
0 K1(0) 2 2z 2 z 12 K,1(0)

= 2mi Z Res (R*,zx) mit |zx] <1 Pole von R* im Inneren von K (0).
k=1

Beispiel

T cos2x 1 (™ cos2x 1 [?"  cos2x
= [ sz gL _cosaw L L [T_cosir
/0 5_3cosz 2/_ﬂ5—3cosz v 2/0 5_3cosz
(da Integrand gerade Funktion) (da Integrand 27 —periodisch)

1, 5 - 1 1 .
Da cos2x = 5(62“” +e %) = 5(22 + 2_2) mit z = e, gilt

1/ 12+ %) 1 ~1 241
K

I = - — dz = dz

2 Ji )5 —3(z+1) iz 20 Ji,(0) 22(322 — 102 + 3)

—1 241 d
= — 2
2i Jr 0 32%(2 = 3)(2 — 1/3)
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-1 2+ 241 !
= — .2 <R ) 0 R Y )
2 RS e e VT om0 19 B

2441 ! 2441
= (710 73) 1m0+ (525 1ase)
322 — 10z + 3/ |z=0 322(z — 3)/|2=1/3

__W<<423(322—10z+3)—(z4+1)(6z—10)> N 1+ 3 >
B (322 — 10z + 3)2 lz=0  9(1—9)
10 82 T
= (> - 2y =2
9 &8-9 36
In diesem Beispiel ist R* holomorph in I(K1(0)) bis auf z; =0 (doppelter Pol) und
29 = 1/3 (einfacher Pol).

Berechnung der inversen Laplace-Transformation mit Hilfe des
Residuensatzes

Sei f:[0,00) — IR Originalfunktion gemaf Definition 10.1 (vgl. S.330 ), d.h.:
[ ist stickweise stetig in jedem abgeschlossenen Teilintervall [0, b] C [0, c0) und wachse
fiir t — oo hochstens exponentiell, d.h.: |f(t)] < Me®" Vit >ty mito >0, M > 0.

Dann existiert die Laplace- Transformierte F' = L(f) von f mit

F(z):L(f(t))(z):/Ooof(t)e_zt dt , Rez>o.

Ist nun F gegeben, so ist f = L=1(F) die inverse Laplace- Transformierte von F.

f ist bis auf die Sprungstellen eindeutig bestimmt. Unter gewissen Voraussetzungen
an die Funktion F kann f = L™1(F) mit Hilfe des Residuensatzes berechnet werden.
Zunachst zeigen wir folgende komplexe Umkehrformel :

Satz 16.75 :  Komplexe Umkehrformel der Laplace-Transformation

Sei f :[0,00) — IR Originalfunktion mit |f(t)] < Me®" VYVt >ty mit o > 0, sei
F die Laplace-Transformierte von f. Ist f zusatzlich stickweise glatt, so gilt fiir alle
t € [0,00), fir die f stetig ist

£t 1/F()th > bt e
= — z)e z T>0 i
211 G, ’ E T
Hierbei ist G, die Gerade G, = {z =7+1iy : y € IR}.
0 ilO' T >
Beweis : ;

Sei F(z) = / f(He *t dt , Re z>o.
0

Erweitern wir f durch f(¢t) =0 Vt < 0 und setzen z = 7 + iy, so erhalten wir
oo oo

F(r+1iy) = / f(t)e~THwt g — / (f(t)e ™)e Wt dt

— 00 — o0

:/ gt)e ™t dt mit g(t) = f(t)e™™ und T > 0.

— 00
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oo

F(r+iy) = / g(t)e ™' dt st die Fourier-Transformierte von g(t) (vgl. S.592 ).

— 00
oo

Da g stiickweise glatt und . liim g(t) = 0 und / lg(t)] dt existiert (da 7 > o),

folgt mit Hilfe der Umkehrformel der Fourier-Transformation (vgl. S.592 ) in allen
Stetigkeitsstellen von g und damit von f:

- F . 1yt —7t - F . iyt
o) =5 [ Plrviemdy = foe =5 [ P dy
1 [ : 1

(mit z =7+1iy, dz =idy).

Fiir gewisse Funktionen F' lafit sich das Integral / F(z)e* dz  mit Hilfe des
G,
Residuensatzes berechnen. Es gilt der folgende Satz:

Satz 16.76 :  Inverse Laplace-Transformation

Sei F' die Laplace-Transformierte einer stiickweise glatten Originalfunktion f mit

If(t)] < Me°" Vit > top mit ¢ > 0. Ferner sei F' holomorph in € mit Ausnahme

endlich vieler isolierter Singularitdten z1, zo, ...z, mit Re zp < 7 und 7 > o, und es

gelte lim F(z) =0. Dann gilt fiir die inverse Laplace-Transformierte f = L=(F) :
zZ— 00

f(t) =) Res(F(2)e" | z)
k=1

in allen Stetigkeitsstellen von f. An den Sprungstellen wird jeweils der Mittelwert

%(f(t(ﬁ_) + f(to—)) angenommen.

Beweis :

Wir integrieren die Funktion F'(z)e**
iiber die folgende Kurve Kr = Kr + G :

|

K ist ein Stiick positiv
orientierter Kreis mit Radius R ,

G, ist ein Stiick der Geraden G, .

Wir wahlen R so grof, dal alle Singularitdten z; im Inneren dieser geschlossenen
Kurve Kp liegen (das ist moglich, da Re z < 7 gilt).

Dann erhalten wir mit Hilfe des Residuensatzes:

/ F(2)e*" dz = 2mi Z Res (F(2)e* | z1).
Kr

k=1
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Da lim F(z) = 0, gilt fiir das Integral iiber Kg : / F(z)e** dz — 0 fiir R — oo.

zZ—00 %

K
Fiir das Integral iiber G, gilt fiir R — oo :

/ F(z)e? dz — / F(z)e*" dz = 2mif(t) (nach der komplexen Umkehrformel).
G- G

Damit erhalten wir insgésamt die Behauptung.

Beispiele

Gegeben: F(z) = m . Gesucht:  f(t) = L7 Y(F(2))(t).

zt zt

€
t) =Res(——, —-14+2i) +Res(——, -1 —21
£ = Res (5 —— . ~1420) + Res (55— ~1-2)
zt zt —t .24t —t,—2it

_< © > +( © ) _ ¢ ° ,&° = —e '2isin2t
C\22 42/ a=—142i 22 42/ |a=—1-2i  4i —4i 44

1
= f(t)= 56”5 sin2t  (f ist Originalfunktion und glatt in [0, 00)). Also gilt:

1 1
L—1<—)t — —etsin2t.
) U

Gegeben: y" +5y +4y =1t , y(0) =9'(0)=0.
Anwendung der Laplace-Transformation ergibt:
L(y") + 5L(y") + 4L(y) = L(t)
1
= (2°L(y) — 2y(0) — ¢/ (0)) + 5(=L(y) — y(0)) +4L(y) = — .

Da y(0)=y(0)=0 = (450 +4Ll) =5 = Lly)=

= y)=L" <:1;2(:1:2 +1533 - 4)>(t>
+13“35'(,22(2 +el)(z+4) 1)

1
x?(x? + bx + 4)

e

. 0)
22(z+1)(z+4)
2t t —4t

_( e >’ +e_ n e
C\22452+4/ =0 3 16(-3)

:Res< +Res< ,—4)

t(z? -
_ < (2% + 52 + 4) (2z+5>ezt) IR
(22 + 52 + 4)2 20 ' 3 48
1, 1 ., 1 5 . )
= y(t) = 3¢ T @° + Zt ~ 16 ist die gesuchte Losung.

Die Voraussetzungen von Satz 16.76 sind erfiillt, denn:
F(z) = ist holomorph in @\{0,—1,—4} , lim F(z) =0,

22(22 4+ 52+ 4)
y(t) ist Originalfunktion und glatt in [0, c0).
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Bei der Berechnung der inversen Laplace-Transformation miissen haufig die Residuen
fiir zo und zZy (z.B.: konjugiert komplexe Pole , vgl. Beispiel 1, S.711 ) berechnet
werden. Unter gewissen Voraussetzungen an die Funktion f kann hierbei die Aussage
des folgenden Satzes benutzt werden:

Satz 16.77 :

Sei G C @ Gebiet und G' = {z € € : Z € G} das Spiegelbild von G an der reellen
Achse, sei f holomorph in G und G’ bis auf zp € G und zy € G'.

Gilt: f(z) = f(z) VzeG\{z0} = Res(f,Zo) =Res(f,z2) .

Beweis :
1
Res (f,Z0) = 2—/ f(z) dz 1
5 U K’I‘(EO) G
1 ” . .
= 5= f(Zo +re't)ire’ dt Q
i Jo

-
r

(mit K,.(Zg): 2z =2y +ret,

t € [0,2n] , dz = ire'dt) @G’

1 [ : :
= 5= i flzo +re=®) (—ir)e=" dt
1 [ : :
= — flzo + re=i)(—ir)e=% dt
271 0
-1 [ . . 1 S
=5 i f(zo + rei)(—ir)e~i dt = 5 . f(2) dz=Res(f,20) -

(mit —K,(20): z=2z0+re " t€[0,2n], dz = —ire~dt).
Beispiel

f(z) = =—=¢e*" ; p,q Polynome mit reellen Koeffizienten

=p(2), ¢Z) =q(z) , & =elFW = ette~Wt — @aleivt — et Yz e

= p(z) =p(z
= f(z) Vz € € bis auf die Singularitéiten zj.

= f(z

~—

Also gilt bei der Berechnung der inversen Laplace-Transformation von reellen ratinalen
Funktionen die Eigenschaft:

Mezt z = Res p(z) ezt z
Res(q(z) ,Zk) = R (q(z) s 2k) -

Beispiel hierzu (vgl. Beispiel 1, S.711 )

zt —tGZit zt —t,—21t

(] (§]
149 = 9=
poas i ) - = Res(p o5 ) i

Res (
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Bemerkung :  Abzdhlbar unendlich viele isolierte Singularititen

Satz 16.76 (Berechnung der inversen Laplace-Transformation mit Hilfe das Residuen-
satzes) gilt auch noch, wenn F'  abzdhlbar unendlich viele isolierte Singularititen zj
mit Re zp < 7 besitzt, und F zusatzlich zu den Voraussetzungen von Satz 16.76
folgende Eigenschaften erfiillt:

M
|[F(2)| < — Vz€ K, (0) mit k>0und M unabhingig von n.
r

Hierbei sei (7, )nen eine monoton wachsende Folge von Radien mit 7, — oo, und
F habe keine Singularitaten auf K, .
In diesem Fall gilt in allen Stetigkeitsstellen von f:

ft) = Z Res (F(z)e*, z)
k=1

Beispiel (vgl. Beispiel 2, S.586/587 )

Ut = Uz , O<zxz<m,1>0
u(0,t) = u(m,t) =0
u(z,0) ==

Anwendung der Laplace-Transformation ergibt:

= Uy —pU=—x (DGL fur U),

U,p)=L(0)=0, U(r,p) = L(0) =0 (Randbedingungen).
Allgemeine Losung der DGL (bei festgehaltenem p > 0):
homogen: Un(z,p) = c1eVP¥ + cye™ VPT |

patikuldre Losung: Ansatz: Uy(z,p) = A+ Bz

1
= —-p(A+Bzx)=-z = A:O,BZE = UO(%P):E

= U(zx,p) = c1eVP? 4 cpe VP74 st allgemeine Losung der DGL.
p

Randbedingungen:
UQO,p)=c1+c2=0 = co=—-c¢; =
U(zx,p) = 2¢; sinh(y/px) + l ,

p

™ 0
U(r,p) =2¢y sinh(\/pr)+—=0 = 20i=———— =
() ! ( ) D psinh(,/pr)

inh
z _ msinh(ypr) ist Losung der RWA fiir U =

Ve p) = sinn(ypm)

o) =k (D)0~ (SN0 L mi L (D)0 =1
sinh(z,/p)

u(z,t) =x — 7L ™* <m> (1) .
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sinh(z,/p)
—————— |(t) bzg. p berechnen.
pSinh(w\/ﬁ)>( ) bzg. p berechnen

Dazu ersetzen wir p durch x und x durch @ mit 0 < a < . Dann erhalten wir

()0 = S ne (TR w).

smh(a\/_) .

zsinh(my/z)

sinh(z) =0 < z=ikm , ke Z (da isinh(z)=sin(iz)).
sinh(my/2) =0 & wm/z=ikr & Vz=ik = 2z;=-k*, ke IN.

zo = 0 ist einfacher Pol, da einfache Nullstelle des Zahlers und zweifache Nullstelle
des Nenners. Auch die anderen Singularititen 2z, = —k? , k € N, sind einfache Pole.

: h zt

M , 0) mit Hilfe der Laurent-Reihe um
zsinh(my/2)

zo=0":

sinh(a/2) av/z + %a3\/53—|—... 1 a+ia®z+... 1(b bzt )
= ' =~ = - z24+...
zsinh(7/2) 2(m/Z + %773\/;3 +...) % 7+ %7‘(‘32 L.

Wir missen also noch L~ (

Singularitaten von F(z) =

Wir berechnen zunachst Res (

= atgalz+... = (botbiz+...)(m+gmz4..) = bmr—k(%—f—bﬂr)z—f—. o= b= % .
sinh(ay/z)e” 1 bo
bo + b 14+t o) =—+ (b1 +tb e
Zsnh(mvz) = (o +biz+. )AL +tz+...) = =+ (b +tho) +
h zt
= Res (MOVEIED gy, =
zsinh(7y/2)
Berechnung der Residuen an den einfachen Polen z, = —k? = zr =1k, ke IN :
~ Res (smh(a\/_) 2) B sinh(aik) e "t
zsinh(my/z) ~ sinh(wik) + (m/2)ik cosh(mik)
B isin(ak)e *"t _2(—1)F sin(ak)e k"t
~ gsin(kn) + (7/2)ik cos(km) km

(da sinkm =0, coskm = (—1)).
Also erhalten wir insgesamt
_/ sinh(a\/z) ) k%
(ak)e
<x sinh (/) + Z sin(a
(falls die Voraussetzungen erfiillt sind).

Als Losung der ARWA erhalten wir dann (e wieder durch z ersetzen):
> (_1)k+1

u(x,t) :22 .

k=1

sin(ka:)e_kzt .

Anstelle der Uberpriifung der Voraussetzungen machen wir nun die Probe, ob u(z, t)
Losung der ARWA ist:

uw(0,t) = u(m,t) =0 (ist erfiillt) ,
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1)k+1
xO—QZ sinfkz) =2 , 0<z<m

(vgl Fourlerrelhe Beispiel 3, S5.313/314 ).
—QZ k“ksm (kx)e —kt y Uge(x,t) —22 k+1ksm (kx)e —k%t

= U = um (gliedweise Differentiation ist erlaubt, da d1e Reihe und die Ablei-
tungsreihen jeweils gleichméfig konvergent fiir ¢t > o > 0 sind).

Weitere Anwendungen des Residuensatzes

Satz 16.78 :  Prinzip des Arguments

Sei G C @ einfach zusammenhangendes Gebiet, sei f : G — @ holomorph in G mit
Ausnahme endlich vieler isolierter Pole.

Sei K eine geschlossene, positiv orientierte, stiickweise glatte Jordankurve in G.

Auf K liege keine Nullstelle und kein Pol von f.

Ny sei die Anzahl der Nullstellen von f in I(K), Py sei die Anzahl der Pole von f in
I(K) (jeweils so oft gezéhlt, wie die Ordnung ist).

Dann gilt

1 e
2mi Ji f(2)

dZ:Nf—Pf

Beweis :
Sei zj, Nullstelle oder Pol von f in I(K) der Ordung |mg|, dann gilt
f(z) = (2= zk)™gr(z) mit my € Z\{0} , und g ist holomorph in U, (zy)
wit (o) £0 = [(2) = mule =)™ () + (- )™M
Fe . me g

= + Vze U, (z z
) i e it

/
=z ist einfacher Pol von é mit Res(—7

=

) Zk) = my
und my > 0, falls z, Nullstelle , my < 0, falls z;, Pol.
Mit Hilfe des Residuensatzes folgt hieraus

1

27TZ Z mp = Nf — Pf .
Beispiel
/ CO% 4z = 2mi-3 = 6mi .

K4(O) S1n 2z

Denn:  f(z) =sinz, f'(z) =cosz, f hat
keine Pole, aber 3 Nullstellen in I(/4(0)).
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Mit Hilfe von Satz 16.78 konnen wir nun folgenden Satz beweisen:

Satz 16.79 :  Satz von Rouché

Sei G C @' einfach zusammenhdangendes Gebiet, seien f,g: G — €' holomorph in G.
Sei K eine geschlossene,stiickweise glatte Jordankurve in G.

Auf K gelte |f(z)| > |g(2)] Vze K.
Dann haben f und (f+ g) innnerhalb von K die gleiche Anzahl von Nullstellen.

Beweis :

Sei a € [0,1] , @a(2) = f(2) + ag(z)
= |va(2)] = |f(2) + ag(z)| = |f(2)| —alg(2)| = |f(2)] = |9(2)| >0 Vze K
(da [f(2)] > |g(2)| Vz € K)
= @u(2)#0 Vze K. Da ¢, holomorph in G = ¢, hat keine Pole.
Also gilt nach Satz 16 78 :
1 /
° 271 J i gpa( 2m —I— ag
Zu zeigen: N, ist stetig in [0, 1] bzgl a:

Seien aj,as € [0, 1], dann gilt
. _ f'z) +ang'(z)  f'(z) +asg'(2)y
|27TZ(N<Pa1_N<Pa2|_’/K( ) f(z)+agg(z) > d ‘
[ s
k (f(2) +a19(2))(f(2) + az9(2))
f(2)g'(z) = f'(2)g(2)

= |a; — az]

<|a; — az| max | | L(K) (nach obiger Abschétzung).
zek (f(2)] = lg(2)])?
Fiir a; — ag gilt also: Ny, — Ny, = N, ist stetig in [0, 1] bzgl. a.

Da aber N, fiir alle a € [0, 1] eine ganze Zahlist = N,, =konstant
= Ny, =N, = N;y=N;., = Behauptung.

Als Anwendung dieses Satzes kann man die ungefdhre Lage der Nullstellen von Poly-
nomen bestimmen:

Beispiel

Gegeben: p(z) = 2* +72z+1. Gesucht: Die ungefihre Lage der Nullstellen von p.
Wir zerlegen p(z) = f(z) + ¢g(2) und benutzen Satz 16.79.

a) f(z)=2", g(z) =T2+1.

Auf K5(0) gilt:  |f(2)|=12|* =16, |g(2)| =72+ 1| <7|z| + 1 =15

= [f(2)| > lg(z)| Vze K5(0)

= f und p= f+g¢g haben in I(K5(0)) die gleiche Anzahl von Nullstellen.

f(2) = 2% hat 4 Nullstellen in I(K>(0)) = p hat 4 Nullstellen in I(K2(0))

= alle Nullstellen von p liegen in I(K>(0)) ,
also gilt |z;| < 2 fiir alle Nullstellen von p.

b) f(z)=Tz, g(z)=z*+1.
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At K, (0) gilt: |f(2) =72 =7, lg(=)] < ol +1<2

= |f(2)] > 1g(2)| Vz € Ki(0)

= f und p= f+ g haben in I(K;(0)) die gleiche Anzahl von Nullstellen.

f(z) = 7z hat 1 Nullstelle in I(K;1(0)) = p hat 1 Nullstelle in I(K;(0)), die 3
anderen Nullstellen liegen in {z € € : 1 < |z| <2} .

Also gilt |21 <1 , 1< |z] <2 fir k =2,3,4.

Mit Hilfe des Newton- Verfahrens fiir komplexe Funktionen (vgl. S.353 ) kann man
die Nullstellen naherungsweise bestimmen. Da die ungefahre Lage der Nullstellen
bekannt ist, kann man giinstige Startwerte angeben.

In diesem Beispiel erhalt man

Startwert angenaherte Nullstelle
—0.5 —0.1429167
—-1.5 —1.8627223

1.541¢1.5 1.0028195 + ¢ 1.6585315
1.5—-121.5 1.0028195 — 7 1.6585315

XVII Z - Transformation

In diesem Kapitel wollen wir eine weitere Transformation, die Z-Transformation be-
handeln.

Definition 17.1 :  Z-Transformation
Sei (fn)nem, eine Folge in €. Dann heifit

F(f)(2) = 3 fuz ™

die Z-Transformation von (f,).

F(fn)(2) ist fir die z € € definiert, fiir die die unendliche Reihe Z fnz™"
konvergent ist. "

Bei der Z-Transformation wird einer Folge (f,) eine komplexe Funktion F(f,)(z)
zugeordnet.

Die Z-Transformation ist im Gegensatz zu den bisher behandelten Integral-Trans-
formationen (Laplace- und Fourier-Transformation) eine diskrete Transformation.

Wir wollen zunéchst die Konvergenz der unendlichen Reihe der Z-Transformation
untersuchen:
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E fnz™" = fo+ E —fn ist eine Laurent-Rethe um zy = 0. Damit ist der Kon-
zn
n=0

n=1

1
vergenzbereich das Ringgebiet Ip ={z€ € : 0 < R < |z| < oo} , wobei = der

o0

Konvergenzradius der Reihe Z fanw™ ist  (der Konvergenzradius des Regulérteils
n=1

ist 0o, da der Reguldrteil eine endliche Summe ist).

Fiir die Koeffizienten f,, gilt (vgl. Satz 16.58, S.677 )

27 27

_ L F(fa)(z) . 1 I
fn /K,.(O) por dz /KT(O)F(fn)(z)z dz , neIN

wobei K,.(0) der positiv orientierte Kreis um 0 mit Radius r > R ist.

Die Z-Transformierte F'(f,)(z) ist als Laurent-Reihe holomorph in Ig.
1 . . : N
Da F(f,)(-) = Z fnz" eine Potenzreihe um 2y = 0 mit Konvergenzradius = ist,
z

n=0

folgt fiir die Koeffizienten f,, (vgl. Satz 16.52, S.671 ):

1 .. d 1
fu= g I T (FUDG)) o ne Mo
Beispiele

fo=1, f,=0 VYne N .

oo

F(fu)(z) = anz_n =1, also
n=0

F((1,0,0,0,...))(2) = 1

fn=a" , ne Ny , ac @\{0} fest.
n s n.,—n S Q. ., 1 z a
F(a )(z):nE:Oa z :nE:O(;) :1_%:2_(1 , falls|;|<1
= |z| > |a| , also
Fa")(z) = — , |z/>]a
a")(z) = z| > |a
z—a

Auch bei der Z-Transformation spielt die Faltung eine wichtige Rolle. Wir definieren
deshalb:
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Definition 17.2 :  Faltung

Seien (fn)nemnw, und (gn)nemn, zwei Folgen in €. Dann heifit die Folge (hy,)nemn,

(hn) = (fn) * (gn) mit  h, = Zfl.gn—l , n € Ny
=0

die Faltung von (f,) mit (gn).
Anstelle von Ableitungen definieren wir bei Folgen Differenzen k—ter Ordnung:

Definition 17.3 :  Differenzen k—ter Ordnung

Sei (fn)nem, eine Folge in €. Dann definieren wir die Differenzen k—ter Ordnung :
Afn:fn-i-l_fn ) Akfn:Akilfn—i-l_Akilfn

mit A=A, A%f, = f,.

Im folgenden Satz fassen wir die wichtigsten Eigenschaften der Z-Transformation
zusamimen:

Satz 17.4 :  Figenschaften der Z-Transformation
Seien (fn)nemnw, und (gn)nemn, zwei Folgen in € und sei ¢ € €. Dann gilt

a) F(fn +gn) = F(fn) +F(gn) ) F(Cfn) = CF(fn) (Lineamtdt)'
b) F(fnr)(z)=2"%F(f)(2) , k€ N, (mit f, =0 fiirn <0),

k—1
Flfar)(2) = 2 (F(f)() =D fi™) | keDV,
=0

(Verschiebungseigenschaft).

o) FQ)_fi)z) =
=0

z

1 F(fn)(2)  (Summationseigenschaft).
Z —

d) F(a"fn)(z) = F(f")(z) , a€@\{0} (Ddmpfungseigenschaft).
)

e) F(Afn)(2) = (z = DF(fa)(2) = 2fo ,
F(A?fo)(2) = (2 = D*F(fa)(2) = 2(2 = 1) fo — 2Afo

allgemein:

N
—

F(A*fo)(2) = (2 = )*F(fa)(2) =2 ) (= = 1)F'71Alf,

N
I
=

(Differenzeneigenschaft).

f) F(nfn)(z):—z%F(fn)(z) (Differentiationseigenschaft).

g) F(fnxgn)(z) = F(fn)(2) - Flgn)(2)  (Faltungseigenschaft).
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Beweis :

a) Die Linearitdt folgt aus der Linearitit der unendlichen Summe, falls die Reihen
jeweils konvergent sind.

) fn k an 2 -n _ Z f Z—(n-i—k)_z—kan —-n

n=—k
(da,fn—()furn<0)

F(fnir)(z Zf,sz n f: fnzf(nfk) _ Lk f: Fozm
n==k
(an —n_an ") =2 (F(f)(2) _kzlfnz_n) |
n=0

c) (fn)x(1™) = Z fi-1vt= Z fi, also folgt mit Eigenschaft g) :
1=0

Zfl F(fa*1M)(z) = F(fa)() - FI")(2) = =< F(fa)(2)
(nach Beispiel 2, S.718 |, mit a = 1).
d) F(a"f)(z ana Z" an fn)( ) .
O FARE) = Flln)(2) — FURE = 2(F )6 — o)~ FUE)
= (= DF(fa)(z) = 2fo - (nach b))

F(A%f,)(2) = F(Afas1)(2) = F(Af0)(2)
= (= DF(fasn)(2) = 2£1) = (= DE(fa)(2) = 2fo)
= (2= D)F(fas1 — fa)(2) = 2(f1 = fo) = (2 = DF(AL)(2) = 2(f1 = fo)
= (2= VPF(fa)(2) = 2(z = Vfo — 2(f1 = o)

(allgemein mit Induktion).

f) F (Z Fuz ) = Sz = ann = L F(nf)(2)
n=0
(Laurent-Reihe darf in ihrem Konvergenzring gliedweise dlfferenmert werden).

9 F(7)() (an )(g;ognz—n) S°(3 el z)

n=0 1[=0

f: <Z Jign— l) = F(fn*gn)(2) - (Cauchy-Produkt)
Beispiele
. zua)
F(sinwn)(z) = F(%(ew” —emm) () = %(F(ew”)(z) ~F(e ) ()
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1 z z 1 z(e™ —e™™)
_2_i<2—€iw _Z—e_i“’> _2_i<z2—z(ei‘”+e_iw)+1)
1 z-2isinw

=5 ( ).

22 —2zcosw + 1

Also gilt (2. Gleichung analog) :

Zsinw 22 — zcosw

F(sinwn)(z) = 7 rcosw 1 F(coswn)(z) =

22 —2zcosw +1

2. zub) F(a")(z) = (nach Beispiel 2, S.718 ) =

Flam1)(z) = F(“Z)(z) = - ! ~ (it fy=0 fiix n = 0),

F(a")(2) = z<F(a")(z) —a0> _ z( z 1) _ az

z—a

3. zuc)

F(lZ; l) (2) = - - 1Fn)(2) = - - R _21)2 =% = o (nach folg. Beispiel 5.).

4. zud)

gsinw azsinw
2)2 _2(Z)cosw+1 22 —2azcosw +a?
a a

F(a"sinwn)(z) = F(sinwn)(g) =

5. zuf)
F(na")(z) = —zd%F(a")(z) - _Z(z - a)’ _ . Z(Z—_aa—);: - iza)z
6. 2uf)
Fta)(e) = 2 (5p) = -os S = e s = e

Inverse Z-Transformation

Aus F(z) = Z fnz~™ folgt, daB (f,) = F~Y(F(f.)) eindeutig bestimmt ist (wegen
n=0
der Eindeutigkeit der Koeffizienten einer Laurent-Reihe).
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Satz 17.5 :  Inverse Z-Transformation

Sei F(z) = Z fnz™™ die Z-Transformierte von (fy,).

n=0

a) F(z)sei holomorphfir|z| > R, R > 0. Dann gilt fiir die inverse Z- Transformation

1 . dr 1
fo= g lim o (FC)) . nelN

b)  F(z) sei holomorph in @ mit Ausnahme endlich vieler isolierter Singularitéten
213225+« y2m,-
Dann gilt fiir die inverse Z-Transformation

fn= ZRes (F(2)2" ', 2) , neN
k=1

Beweis :
a) haben wir bereits auf S.718 hergeleitet. K ( O)
b) Ebenfalls nach S.718 gilt: < s\ T
1
fn=— F(2)z"'dz , nelN. 2| % _
21 Jk,(0) S r
Mit Hilfe des Residuensatzes folgt hieraus m
1 m
fn=="-2m ) Res(F(2)z""", z).
211 —

Hierbei muf r so grof§ gewahlt werden, daf§ alle Singularitdten im Inneren von K,.(0)
liegen.

fo bestimmt man am einfachsten mit Hilfe des folgenden Grenzwertsatzes:

Satz 17.6 :  Grenzwertsatz

Sei F(z) = Z fnz"" die Z-Transformierte von (f,). Dann gilt
n=0

a) fo= lim F(z) .

Z—00

b) lim f, = lim (x —1)F(z), falls lim f, existiert , (z € R).

n— 00 x— 1+ n— 00

Beweis :

a) F(2) = far ™ =fo+ % > Z,{’il
n=0 n=1

1< f
. n
da Zh_I)Iolo ; Z_l Zn—l

= lim F(z)= fo,

zZ2— 00

= lim w Z fow™ 1 =0.
n=1

w—0
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1 = L1 = w1
b) (:z:—l)F(:z:):(a—l)nZOfnw :6(1—10);)@10 mit o = —
Es gilt

o anwn anwn i

—w) Z fw™ = =2 = n=0 = Z b,w" (Division von Potenzreihen).

Also muf} gelten

3= (550) (5 ) - S (S et

n=0 k=0

= f: fow™ = i <2”: bk>w” = fn= z": bi  (Koeffizientenvergleich)
n=0 k=0

n=0 k=0

= lim f, = Zbk, falls lim f, existiert

n—oo

= lim f, =) b-1"= lin Zbkwk
k=0 e

> Jim o= i 0= w) an = Jip, (e = DF(a),
Beispiel

F(z) = sz , also f, =1" Vn € INyg (vgl. Beispiel 2, S.718 |, fiir a = 1)

= f():llm :1:10,

z—oo 2z — 1

lim (z —1)F(z) = lim =1= lim f, = lim (1").

rx—1+ r—1+4+ n— 00 n—oo

Beispiele fiir inverse Z-Transformationen

Gegeben: F(z) = log . i T lz| >1.  Gesucht: (f,)=F '(log o 1) :

=log1 —log(l —z) = —log(l —2) ,

1. d 1. 1. (-1l 1
= fo=—lim—F(>)=—1 ==, n>1
/ nl =06 dan (z) nl =20 (I1—2)" n "
fo= lim F(z) = lim log - & - =log1 =0

1
Also gilt fir die Folge (fn)nemn, mit f, = — n>1) , fo=0:
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1 z
F(— =1 1 =0
(C)e) =log—— , o] >1 , fy

Hieraus erhalten wir mit Eigenschaft d)

ol B — B z
F((-1) n)(z)_IOg_il—l —logz+1 , also
(=D z _
ez 20 L s 1, =0
Gegeben: F(z) = . Gesucht: (f,) = F~Y( i )
gever T GHDGE-2) SN R [EE R
F(z) ist holomorph in @\{—1,2}, also gilt fiir n > 1 :
(z — 1)zt (z —1)z" 1
n — ) -1 ) 2
/ Res((z—l—l)(z—Q) >+Res<(z—|—1)(z—2) )
_2(_1)71—1 1(2)n—1 9 . 2n—1
= =—(=1)" .
-3 * 3 3( A 3
fo=lim F(2)=0.
22 22

Gegeben: F(z) = Gap (a € O\{0}) . Gesucht:  (f,) = F~(

F(z) ist holomorph in @\{a}, also gilt fiir n > 1 :

Z2_zn—1 /
» = Res (—"— = (2"t = 1)a" >1).
fu=Res (g a) = () = (i (n21)
2

z
= lim —— =1.
Jo=lm Ty

G-

Anwendung: Losung von Differenzengleichungen mit Hilfe der
Z-Transformation

Bei der Beschreibung von ”Elektrischen Netzwerken” treten lineare Differenzengle-
ichungen auf. Diese Gleichungen lassen sich haufig mit Hilfe der Z-Transformation
16sen.

Definition 17.7 :  Lineare Differenzengleichungen

Sei (fn)nem, eine Folge in €, seien a; € €', i =0,1,...,k—1, k€ IN.

Yn+k + Qk—1Yntk—1 + - + Q1Ynt+1 + aoYn = fn

heift lineare (inhomogene) Differenzengleichung k—ter Ordnung.

Gesucht ist eine Folge (y,), die diese Gleichung erfiillt.
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Beispiel
Ynt2 — 3Yn+1+2yn =2" , yo=1,y1=0.

Dies ist eine lineare Differenzengleichung 2. Ordnung mit den zuséatzlichen Anfangs-
bedingungen yo =1, y; = 0.

Wir wenden auf diese Differenzengleichung die Z-Transformation an. Dann erhalten
wir mit Eigenschaft b) von Satz 17.4, S.719 :
z

F(yn+2) - 3F(yn+1) + 2F(yn) = F(2n) - Z —
= 22 (F(yn) — Yo — ylz_l) -3z (F(yn) - y()) + 2F (y,) =
= (22324 2)F(y,) =22 — 32 + ﬁ

z(z —3) 1 z

F

G_1)(z - 2)) * <(z (= 2)2)

2"(z —3) 2"(z —3)

1)+ Res 2)

C-ni-2 ) T T nE—2)

+ Res((z—l)(nz—2)2’1> +RGS<(z—1)(Z—2)2’2>

-2 2".(-1) 1 (z” >’ nz" 1z —1) — 2"
R e AR IR |

—1+ 1 +1+ z2—1/|2=2 * (z —1)2 |z=2
=3-2" 4+ n2" 1 -2 =3 2"t 4 pontt

z
z— 2

= yn:F_1<

= yn:Res<

L (n=2).

Allgemeine Losung einer linearen Differenzengleichung 2. Ordnung

Ynt2 + AYnt1 +byn = frnn , a,be @ , Anfangswerte yo,y; gegeben

Anwendung der Z-Transformation ergibt:

F(yn+2) + aF(yn—H) + bF(yn) = F(fn) =

2(Flyn) —yo —y1z") + az(Flya) —yo) +0F(ya) = F(fa) =
(22 +az+b)F(yn) = F(fa) + (22 +az)yo + 251 =

1 22+ az z
w=F N g FU) 0P N (mg) + 0P (mmrrs)
Y 2 asrplUn)) Hwo Z2razt0) T 2 +az+b

1.Fall: z; # 2o seien die Nullstellen von 22 +az+b, also 22 +az+b = (z—21)(2 — 22) ,

21, 22 sind also einfache Pole von P Damit gilt
1 zn—l Zn—l
wn:F_1<—):Res( ,z)—i—Res( ,z)
224+az+b (z—21)(z — 22)" (z—21)(z — 29)" ?
n—1 n—1 n—1 _ _n-—1
=2 +z2 =4 %2 , n>1 | wozlim;:
21— 22 29— 21 21 — 29 z—00 22 +az+ b
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Aus der Faltungseigenschaft folgt

P (e FU)) = P (Flwn) - FUf) = s fo = S wnf
=0

22 4+az+b

= Zwlfn_l (da wg = wy = 0).
1=2

noo_l-1 -1

= F_1<; F(fn)) = Zufn*l :
=2

224+ az+b 21 — 29
Analog erhélt man firn > 1 :
F_l( 22 +az ) _ 21(z1 + a) . 28 (29 + a) _ z?*’l ng'l +az{b—z§
(z—21)(z — 22)

Z1 — =2 Z2 — 21 Z1 — %2 Z1 — =2 ’

n n n n

F—l( ) - - .
(z—21)(z — 22) 21— 22 29— 21 21 — 29
Insgesamt erhalten wir damit

n
Zzi Lo e A et AV ek
Yn = —fnl+ +a Yo + v, n > 2.
Z1 — 29 Z1 — 22 Z1 — 29 Z1 — 22

=2

2.Fall 2z sei zweifache Nullstelle von 22 + az + b, also 2% + az + b= (2 — 21)? ,

z1 ist also doppelter Pol von poap—— Damit gilt
F‘l( ) = () = (),
W, B — — es| — e
22 4+az+b (z — zl)Q’Z1 i |z=2
(n—1)277% fallsn > 2 o= lim — 1 — 0
O fallsn=1 "~ 07 o (2 — 21)2 '

£ 1< Z _ Zl fn)) = wn*fn = ;wlfn—l = Z(l—l)zi_2fn_l (dawo = w1 = 0),

/
zzz—i-:zaj- b> - (ZnH + az") =(n+1)2 +nalt , n>1,

o )= (e
224+az+b le=21  © T

Insgesamt erhalten wir damit
n

Yn = Z(l — D22+ <(n + 1)z + naz?%)yo +n "y, n> 2.
1=2

Bemerkung
2 — 2N

Es gilt fiir z; # 2o : —+—"% Z 2227171 (Beweis mit vollstindiger Induktion).
Z1 — 22

Fir z; = 29 erhalten wir fiir die rechte Seite: Z 212177 1= Z 217 =nzyT L

Also geht das Ergebnis des 2.Falls aus dem Ergebms des 1. Falls durch Grenziiber-
gang zo — 21 hervor.
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XVIII Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung

Beispiel Ein unverfilschter Wiirfel werde einmal geworfen. Dann ist die Wahrschein-

1
lichkeit dafiir, eine bestimmte Zahl, z.B. 5, zu werfen, gleich 5 Denn bei diesem

Experiment sind alle 6 Zahlen gleichwahrscheinlich.

Fiir dieses Experiment konnen wir folgendes mathematische Modell aufstellen:

0 =1{1,2,3,4,5,6} ist der Grundraum aller Elementarereignisse,
z.B.: w = 4 bedeutet, da} die Zahl 4 gewiirfelt wird.

P(w) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl w gewtirfelt wird.

1
Fiir dieses Experiment gilt: P(w) = G Yw € Q) ; alle w € Q) sind gleichverteilt.

Esgilt: P(Q) =Y Plw) =1.
we

Q) heifit das sichere Ereignis.
Jede Teilmenge A C Q heifit Ereignis,

z.B.: A ={2,4,6} bedeutet: "Eine gerade Zahl wird gewiirfelt” ,
B ={1,6} bedeutet: "1 oder 6 wird gewiirfelt”.

P(A) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafi das Ereignis A eintritt.
Es gilt: P(A) =) P(w),

w€eA
1 1 1 1
B A={2,4 PA)=-+4+-4+-=-.

(@)

Wir wollen nun allgemein definieren, was wir unter einem (zunéchst diskretem)
Wahrscheinlichkeitsraum verstehen wollen:

Definition 18.1 :  Diskreter Wahrscheinlichkeitsraum

) bestehe aus hochstens abzahlbar vielen Elementen. € heifit Grundraum.
P:Q —[0,1] sei eine Funktion mit Z P(w)=1, P heifit Verteilung in .
wEN

Ist ACQ,soist P(A) = Z P(w) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal das Ereignis

w€eA
A eintritt.

Q heif3t sicheres Ereignis , () heif3t unmdgliches Ereignis,
w € Q heiit Elementarereignis.

Seien A, B C ), dann bedeutet:
AU B ist das Ereignis: 7 A oder B tritt ein”,
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AN B ist das Ereignis: 7 A und B tritt ein”,
A ist das Ereignis: 7 A tritt nicht ein”.

Es gelten folgende Figenschaften
a) P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB).
b) P(AUB)=P(A)+ P(B),falls AnNB=10.

In diesem Fall heiflen A und B unvereinbar.

c) P(A)=1-P(A).
P(ANB)
P(B)
P(A|B) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 das Ereignis A eintritt unter der Be-

dingung, dafl das Ereignis B eingetreten ist.
e) P(ANnB)=P(A)-P(B), falls P(A|B) = P(A) .
In diesem Fall heiflen A und B unabhdngig.

d) P(A|B) = ist die bedingte Wahrscheinlichkeit.

Beispiel Schaltkreis So Sq

Die Schalter S; seien unabhéngig E oe— —— e F
voneinander offen oder geschlossen )z

mit der Wahrscheinlichkeit Sy

P(S; geschlossen) = p;.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal Strom von E nach F fliefit 7

A; bedeute: 7S; geschlossen” ,
A bedeute: ”Strom flieffit von E nach F”

= A:A1U(A2ﬂA3>
= P(A) :P(Al U(AQﬂAg)) :P(Al)—l—P(AgﬂAg) —P(Al ﬁAQﬂAg)
= P(A1) + P(A2)P(A3) — P(A1)P(A2)P(As) = p1 + paps — p1p2ps

(da alle Ereignisse unabhéngig sind).

Beispiel bedingte Wahrscheinlichkeit

Zwei Karten werden nacheinander aus einem Skatspiel gezogen.
B sei das Ereignis: 71. Karte ein As” |, A sei das Ereignis: 72. Karte ein As”.

P(A|B) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, da§ die 2. Karte ein As ist, wenn auch
schon die 1. Karte ein As war. Es gilt

P(B)= 2 pAnB) = ~.3 o puB) 5 _ 3
= —, = — s — — 1 = — .
32 32 31 43

Eigenschaft a) kann auch auf mehr als zwei Ereignisse augedehnt werden, z.B.:
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P(AUBUC)=P((AuB)UC)=P(AUB)+ P(C)—P((AuB)NC)
=P(A)+P(B)+ P(C)—P(ANnB)—P((ANnC)u(BN(Q))
=P(A)+P(B)+ P(C)—P(ANB)—P(ANC)—-P(BNC)+ P(ANBNC).

Spezialfall:  Gleichverteilung

Sei Q endlich, P(w)=c¢ Yw € Q mitc e [0,1] fest.

In diesem Fall heifit €2 gleichverteilt , und P heifit Gleichverteilung.

In diesem Fall gilt:

P(Q) =) Pw) =c-|9/=1 , PA)=)Y Pw)=c-|A|

mit Q] ieanahl der Elemente von €, |A] ieinzahl der Elemente von A.
Also gilt: c:@ , P( ):}%,also

P(A) = AAEZZ:EII gj; itzslf;izll i?llli , falls Q gleichverteilt ist
Beispiele

Ein unverfalschter Wiirfel wird geworfen.

A bedeute: ”Eine gerade Zahl wird gewtirfelt” |
B bedeute: ”"Eine 1 oder 6 wird gewtirfelt” |
C bedeute: "Keine 6 wird gewiirfelt”

1

= 0={1,2,3,4,56} , P(w):6 VweQ.

A={2,4,6} , B={1,6} , C=D mit D= {6}
1

3 1 2 1

1 1 1 2

PAUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB) = 5+ — < = = .
1 5 1
P =1-PD)=1—-=— P(D) == .
(©=1-PD)=1-1 =2 aa P(D) =

Zwei unverfalschte Wiirfel werden geworfen.

A bedeute: 7 Augensumme gleich 2” ; B bedeute: ”Augensumme gleich 5”

Q= {(1,1),(1,2), e (1,6),(2 1), (2,6), . (6,6)}
= Pw)= % Vw € Q (gleichverteilt).

A= {11} = P(A):%.
B={(1,4),(23),(32),(41)} = P(B)= ;—6 - é |
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3.

Drei unterscheidbare Wiirfel werden geworfen.

A bedeute: 7 Augensumme gleich 117 ; B bedeute: ”Augensumme gleich 12”7 .
Frage: P(A)=P(B)?

= Q={(1,1,1),(1,1,2),......... ,(6,6,6)}

1 1
= Pw)= & = 76 Ywe Q = Qist gleichverteilt.

Die Anzahl der méglichen Fille (also mogliche Wiirfe) ist |Q| = 63 = 216.

Um P(A) und P(B) zu bestimmen, bendtigen wir jeweils die Anzahl giinstiger Félle,
also |A| und |B|.

Die Zahlen 11 und 12 kénnen folgendermaflen in 3 Zahlen aus {1,2,3,4,5,6} zerlegt
werden:

Zerl. von 11 Anz. Perm. Zerl. von 12 Anz. Perm.
1,5,5 3 1,5,6 6
1,4,6 6 2,4,6 6
2,3,6 6 2,5,5 3
2,4,5 6 3,3,6 3
3,3,9 3 3,4,5 6
3,4,4 3 4,4,4 1
= |A|=27 |B| =25 (jeweils Summe der Permutationen)
27 25
P(A)= — > P(B)= — .
= PlA) =575 > PB) =55

Um moglichst einfach entscheiden zu konnen, wie viele Elemente eine Teilmenge A C ()
besitzt, werden wir nun einige wichtige Formeln aus der Kombinatorik angeben:

1.  Permutationen

a) n verschiedene Elemente

n! Anzahl der Permutationen

Beispiel

{1,2,3} .

Mogliche Permutationen:

(1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2), (3,2,1)

= 3!=6 Permutationen.

b) n Elemente, aber nur k unterscheidbare , also

ny viele der Sorte 1 , ngy viele der Sorte 2 , ... , nj viele der Sorte k

mit ny+no+...4+ng=n.
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Dann gilt

n!
Anzahl der Permutationen

n1!n2! .. nk'

Beispiel

(1,1,2} .

Mogliche Permutationen:  (1,1,2), (1,2,1), (2,1,1)
3! .

= oM =3 Permutationen.

2. Kombinationen

Aus n Elementen sollen k£ Elemente ausgewéhlt werden.
Wie viele Moglichkeiten gibt es 7

Hierbei ist zu unterscheiden, ob

a) mit oder ohne Zuricklegung gezogen wird, und ob

b) die Anordnung (oder Reihenfolge) der gezogenen Elemente berticksichtigt werden
soll oder nicht.

Dieses Experiment entspricht also einer Stichprobe vom Umfang k mit oder ohne
Zuriicklegung und mit oder ohne Anordnung.

In der folgenden Tabelle ist jeweils die Anzahl der Méglichkeiten aufgelistet.

In den beiden letzten Spalten sind die Ergebnisse fiir folgendes Beispiel aufgefiihrt:
Gegeben: {a,b,c} ,also n=3 , k=2 Elemente werden ausgewahlt.

Zuriicklegung Anordnug Anzahl Beispiel Anzahl
aa ab ac
mit mit nk ba bb be 32=9
ca c¢cb cc
| ab ac |
ohne mit i ba be 3— =6
(n—k)! 1!
ca c¢b
1 aa ab ac 4
mit ohne <n tk ) bb be ( ) =
k 2
cc
n ab ac 3
ohne ohne ( k) be (2) =3
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Beispiele
zu Fall 1.:  mit Zuriicklegung, mit Anordnung

Aus den Ziffern {0, 1} soll eine 10—stellige Dualzahl gebildet werden. Wie viele Mog-
lichkeiten gibt es ?
= n=2, k=10 = 210=1024 Moglichkeiten.

zu Fall 2.:  ohne Zuriicklegung, mit Anordnung

Aus den Ziffern {1,2,...,9} soll eine 5—stellige Zahl mit verschiedenen Ziffern gebildet

werden. Wie viele Moglichkeiten gibt es ?
9! 9!
= n=9,k=5 = 9= 5) == 15120 Moglichkeiten.

zu Fall 3.:  mit Zuriicklegung, ohne Anordnung

Wie viele verschiedene Wiirfe mit 3 nicht unterscheidbaren Wiirfeln sind moglich 7

—1
= n=6, k=3 = (6 +g ) = (2) =56 Moglichkeiten.

zu Fall 4.:  ohne Zuriicklegung, ohne Anordnung

Aus 49 Lottozahlen sollen 6 angekreuzt werden. Wie viele Moglichkeiten gibt es 7
49

= n=49, k=6 = (6) = 13983816 Maoglichkeiten.

Beispiel Wahrscheinlichkeit fir Lottogewinn 76 aus 497
1 1

T 13983816 14 Mill. -

b) 5—Richtige plus Zusatzzahl

a) 6—Richtige: P(A)

6
Es gibt (5> = 6 viele Moglichkeiten, dal von den 6 gezogenen Zahlen 5 richtig sind

6

P(A) = — > .
= P(A) = 35:3316

Zufallsvariable , diskrete Verteilungen

Oft ist der Ausgang eines Zufallsexperiments mathematisch mit Hilfe einer Vari-
ablen, die verschiedene Werte annehmen kann, beschreibbar. Diese Variable heifit
Zufallsvariable und wird mit X bezeicnet. In diesem Fall kann als Grundraum 2 die
Menge der Zahlen genommen werden, die die Zufallsvariable X annehmen kann.

Beispiel
2 Wiirfel werden geworfen , X= Augenzahl = Q={2,3,4,...,12}.
In diesem Grundraum (2 sind die Elementarereignisse w € €2 nicht mehr gleichverteilt,

denn z.B.: P(2) = =& , P(3) usw.

_ 2
6 36
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Definition 18.2 :

Sei X eine Zufallsvariable.

a) P(X =a) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, da§ X den Wert a annimmt.

b) Pa < X <b) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal X Werte zwischen a und b
annimmt.

c¢) P(X <a) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal X Werte < a annimmt.
(analog Pla< X <b), Pla< X <b), P(X >a),usw ).
Es gilt

P(X >a)=1-P(X <a)

Denn: A: "X <a” = A: "X >a" = P(A)=1-P(A).
Wir werden nun anhand einfacher Beispiele einige wichtige Verteilungen behandeln:

1. Hypergeometrische Verteilung

Gegeben: Ein Sack mit » Kugeln, davon ry schwarze und ro = r — r1 rote Kugeln.
n Kugeln werden ohne Zurickleqgung gezogen,

X= Anzahl schwarzer gezogener Kugeln.

Gesucht: P(X =k) mit 0 <k < min(n,r).

Wir schreiben kurz: P(k) anstelle von P(X = k).

Mathematisches Modell :

0={0,1,2,...} , P(k)="7? furkeQ.

Anzahl der moglichen Félle: (T) , Anzahl der giinstigen Falle: (7]:) ( "2 k:) .
n e

Also gilt:  Hypergeometrische Verteilung

P(k) = h(k,n,r,r) = (@ (2—_@

(2

Anwendung:  Qualitatskontrolle

r produzierte Stiicke , davon r; Ausschuflstiicke.
Wir entnehmen eine Stichprobe vom Umfang n.

= P(k) = h(k,n,r,r1) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf in der Stichprobe vom
Umfang n genau k Ausschufistiicke sind.
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2. Binomialverteilung

Gegeben: Ein Sack mit r Kugeln, davon ry schwarze und ro = r — rq rote Kugeln.
n Kugeln werden mit Zuricklegung gezogen,

X = Anzahl schwarzer gezogener Kugeln.

Gesucht: P(X =k) mit 0 <k <n.

Wir schreiben kurz: P(k) anstelle von P(X = k).

Mathematisches Modell :
0={0,1,2,...} , P(k)="7 firke Q.

r
Die Wahrscheinlichkeit, bei einem Zug eine schwarze Kugel zu ziehen ist p = - , eine
r

rote Kugel zu ziehen ist ¢ =1 — p.
Alle Ziige sind voneinander unabhéangig, da mit Zuriicklegung gezogen wird.

Also gilt:  Binomialverteilung

P(k) = bk, n,p) = (Z>pk(1 gy

Beispiele
Ein Wiirfel wird 12 mal geworfen. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf3

die Zahl 6 mindestens 3 mal erscheint 7

Ar= 7"Die Zahl 6 erscheint genau k mal”
A= :Die Zahl 6 erscheint mindgstens 3 mal”
= A=A)UATUA, = P(A) :P(A0)+P(A1)+P(A2) .

Pt = ()=t e p= g
2 2

= PA)=>" (1;)(%) (2 2ok = 122( ) 2)12(1+152+g§) = 0.677
k=0 k=0

= P(A)=1-P(A)=P(X >3)=0.323.

Bei einer Klausur werden 12 Fragen gestellt. Bei jeder Frage sind 3 mogliche
Antworten vorgegeben. Genau 1 Antwort ist jeweils richtig. Die Klausur ist be-
standen, wenn mindestens 5 Fragen richtig angekreuzt worden sind. Alle Studenten
raten.

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf3 die Klausur bestanden wird 7

r = 3 Antworten, n = 12 mal wird gezogen (geraten), alle Antworten sind gleich-
wahrscheinlich. Unter den 3 Antworten sind r; = 1 richtige und ro =r—ry =3—1=2

falsche Antworten, also ist p =

3’
A= 7Klausur bestanden” =k >15
= P(A)=Pk=>5=1—P(k<4) mit

:]_— = —.
q p 3
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k=0 k=0
2,19 12 12 1 /12 1 /12
= (— 1 —_— = 1
(320 + 5 (2 +8<3)+16<4))
2 33 55 495

Anndherung der hypergeometrischen Verteilung durch die Binomialverteilung

Ist die Gesamtzahl r sehr grofl und n < r, so spielt es keine wesentliche Rolle, ob mit
oder ohne Zuriicklegung gezogen wird. Also kann in diesem Fall die hypergeometrische
Verteilung durch die Binomialverteilung ersetzt werden:

h(k,n,r,r) ~ b(k,n,p) mit p= [} , falls r sehr grol und n < r
r

Anwendung:  Qualitdtskontrolle

r produzierte Stiicke , davon r; Ausschufistiicke.
Wir entnehmen eine Stichprobe vom Umfang n.

Ist r sehr grofl und n < r, so gilt in diesem Fall
P(k) = h(k,n,r,r) =~ b(k,n, T—l) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl in der Stich-
r

probe vom Umfang n genau k Ausschufistiicke sind.

3. Poisson - Verteilung

Ist X binomialverteilt mit n und p, und ist n grof3 und p klein mit np = A, so kann
die Binomialverteilung naherungsweise durch die Poisson - Verteilung ersetzt werden.

Es gilt dann: Poisson - Verteilung

)\k
b(k,n,p) ~ p(k,\) = Fe_)‘ , mp=A\
Denn:
)\k
lim (Z)pfl(l —pp)V R = FG_A , falls lim np, =\ .
Beweis :
n\ g ek (npn)’lg < npn>”n(n—1)...(n—k+1) < npn>—’C
1—pn = 1-— R
)\k — e_>‘ —1 — 1
k!
)\k
— Ee A fiirn — oo
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Beispiel

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf§ von 600 Personen genau 5 Personen
am 1.Juli Geburtstag haben 7 Alle Tage sollen als Geburtstag gleichwahrscheinlich
sein. Der 29.Februar soll nicht vorkommen.

1 600
s 1
b —) = 85 = 0.0193.
= (5,600, 365) (5,3615) 5'(365)e 0.0193
Zum Vergleich:  b(5, 600, 365) = 0.0192.

Beispiel Qualitatskontrolle

Bei der Produktion von Blitzbirnchen weil man aus Erfahrung, dafl 1% Ausschuf3
produziert wird. Zur Qualitatskontrolle entnimmt man bei einer Lieferung von 1000
Stiick eine Stichprobe vom Umfang n = 10 Stiick.

Die Lieferung wird angenommen, falls hochstens 1 defektes Birnchen in der Stichprobe
enthalten ist.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal die Lieferung angenommen wird ?

A= 7Lieferung wird angenommen” =k <1,

r=1000, n=10, r =10 (da 1% Auschuf).
1
P(A) =} h(k, 10,1000, 10) = h(0, 10,1000, 10) + A(1, 10,1000, 10)

k=0
10\ /990 10\ /990
- (01)0(050) + (11)0(00 ) = 0.9961
( 10 ) ( 10 )
! 10
R~ Z b(k,10,0.01) (da r sehr grofl, n < r und p = 1000 = 0.01)
k=0
= 5(0,10,0.01) + b(1,10,0.01)
10
:(0)001 —0.01)'° + ( )001 (1—-0.01)" =0.9957
! 1
~Y p(k,01)  (daX=np= o 0.1)
k=0
0.1 0.1
=p(0,0.1) + p(1,0.1) = %e—“ + %e—“ = (14+0.1)e” %! =0.9953
1-0.1 ' '
~ F( y ) — F(2.86) = 0.9979

0.1(1 — 0.01)

(vgl. spiter , u=np=0.1, 0 =+/np(l —p) =+,/0.1(1 —0.01) ).
Erwartungswert , Varianz

Verteilungen werden durch 2 Mafizahlen charakterisiert:
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Definition 18.3 :  Erwartungswert , Varianz

Sei ) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum mit der Verteilung P(k) , k € Q.

a) o= Z EP(k) heiit Erwartungswert (Mittelwert).
ke

b) o?:= Z(k — u)?>P(k) heift Varianz (Streuung).
ke

Fiir die Varianz gilt: o* = Z k*P(k) — p? .

ke

Denn:

02 =Y (k—p)?Pk) =Y k*P(k)—2u>_ kP(k)+p*>_ P(k)
ke ke ke ke

=) KP(k) =20+ p® =) K P(k) — 1i®

keQ keQ

da Y P(k)=P(Q) =1 und » kP(k)=p.
ke keQ

Beispiel Binomialverteilung

Es gilt

p=mnp , o° =np(l—p)

Beweis :
Nach dem Binomischen Lehrsatz gilt fiir alle x € IR
n n— n
I S R
k=0

Differenzieren wir diese Gleichung mehrmals und multiplizieren nach jeder Differenti-
ation beide Seiten mit x, so erhalten wir

z": (Z> ke (1 —p)"F =n@+1-p)" =

k=0
I Sl L I
k=0
> (Z) B (1= p) = (@4 1-p) 4 (- Da+1-p)"72) =
kio
I S L A (RS T RACERS

k=0
Fiir x = p erhalten wir aus diesen Gleichungen (1),(2),(3) :
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B) = Y (Z) K2 pP(1—p)" " = np(1 + (n — 1)p) = np +n(n —1)p” .

k=0

Damit erhalten wir fiir die Binomialverteilung :

- Zb(/ﬂ,n,p) =y (Z)pk(l -p)"h=1,
= k=0
p= Zk‘b (k. n,p) Z (Z)kp’“(l —p)" P =np,
k=0

n
o? = Z(l{: 1)*b(k,n,p) = Zk:2 (k,n,p) — p? = np+n(n—1)p? —n’p? = np —np?
k=0
= o?=mnp(l-p).
Stetige Verteilungen

Kann die Zufallsvariable X alle Werte eines Intervalls aus IR annehmen (also € ist
nicht mehr abzéhlbar), so ist anstelle einer diskreten Verteilung eine stetige Verteilung
zu wahlen.

Bei einer diskreten Verteilung gilt: P(a < X < b) Z P(k

a<k<b

Bei einer stetigen Verteilung geht die Summe in ein Integral {iber:

p@ngm:/%@ﬁ, .

f heiit Dichtefunktion der Verteilung. o
a | b

Es muf} gelten:
P&m<X<@:/‘ﬂwﬁ:L

f(t) >0 Vte IR und f integrierbar iiber IR.

Da / f(t)dt=0 = P(X =a)=0 bei einer stetigen Verteilung.

Analog zur diskreten Verteilung definieren wir den Erwartungswert und die Varianz :
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Definition 18.4 :  Erwartungswert , Varianz

Auf Q sei eine stetige Verteilung definiert mit der Dichtefunktion f.

a) o= / t f(t) dt heiit Erwartungswert.

— 00

b) o2 ::/ (t —p)*f(t) dt heiBt Varianz.

— 00

Fiir die Varianz gilt: o% = / t2f(t) dt — p* .

— 00

Denn:

o’ ::/CX)@<—;02j(t)dtzzt/fotgf(ﬂ dt——2p:/fn tf(t) dt—%pﬂt/fm f(t) dt
= [T sy -t e = [ s o,

da /oof(t)dtzl und /Ootf(t)dt:,u.

Gauf3sche Normalverteilung

Die fiir die Anwendung wichtigste stetige Verteilung ist die Gaufische Normalverteilung
mit der Dichtefunktion

1/t —p\?
1) = — e_§<_3ﬁ>

o\ 2T

Kurvenverlauf von f(t): Gauflsche Glockenkurve
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Satz 18.5 :  FEigenschaften der Normalverteilungsdichtefunktion f
a) f(t)>0 VtelR.

1 l(t—“>2
b) P(—oo< X <o0) = / e 2\ o dt =1 .
ovV2r J_x
)
c) / te 2\ o dt = p (Erwartungswert).
ovV2T J_oo
1 1(’5_#‘)2
d) / (t—p)?e 2\ o dt =c®  (Varianz).

oV21 J_o
e) Das Maximum von f liegt an der Stelle ¢y = p.
f) Die Wendepunkte von f liegen an den Stellen ¢; 9 = p+o.
1/t —p\2
e
g) P(X <a)= / e 2\ o dt:F( ) mit
ovV2T J_so o

Also gilt fiir eine (u, 0)—normalverteilte Zufallsvariable X :

P(Xga):F(“_“)

o

Beweis :

1/t —p\2 a—u

1 “ —-( > 1 T _s2/9 a—p
P(X <a)= / e 2\ o dt:—/ es/dSZF—>

g> ( ) ovV2m —00 \/ﬁ —0o0 ( g

t— 1

(Substitution s = i , ds = —dt) mit obiger Funktion F.
o o

a) f(t) >0 Vte IR, da e—Funktion > 0.
b) Nach dem Beweis zu g) gilt:

o0

P(—o0o < X < o0) = L /OO e_82/2ds = L/ e_tzdt =1 (vgl. S.408 ).
V2T J o ﬁ —o0

1
(Substitution t = % , dt = Eds)
MG
c) d) Nach b) gilt: / e 2\ o dt =0V2r VpuelR.

Wir differenzieren dies; Gleichung 2—mal nach p (die Differentiation unter dem In-
tegral ist erlaubt, da das Integral und die Ableitungsintegrale jeweils gleichmafig
konvergent sind). Wir erhalten dann:
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1/t — 2
/‘X’t—,ue—§< Uﬂ) dt=0 VpuelR

2
o0 O

1/t —p\2
= (%) /_oo(t—u)e_§< 0M> dt=0 VupelR.

Nochmalige f)cifferentiation ergibt
- o Lt —pnN? o Lt —pN?
e G I e | G I
2 e — e o dt =0 VpelR.

Da das letzte Integral = o+/27 ist, folgt hieraus
1/t —p\2
! /Oo(t—,u)Qe_§< o ) dt = o?.
oV21 )
Aus Gleichung (x) folgt
L—p

1 2
1 o ——( ) 1 /00 _
te 2\ o dt =1 - e
o\ 2T /oo a oV21 J_x

da das letzte Integral = o+/27 ist.

DN | =

A/~
o~

q‘|
=

—
[\

QL

~

I

=

1/t —p\2
o) f) f(t):m}%e_§< ) ,

1/t —p\2
o — (_(t_“))e_ﬁ(T#> L F)=0 o t=pu.

o\ 2T o2
1/t —p\2
e

f"t)=0 & t—p=+40c < t=pto , f’(n)<0 = Maximum.

Nach g) gilt also fiir eine (u, 0)—normalverteilte Zufallsvariable X :

P(Xga):F<a_M)

o

Hieraus folgt sofort

P(X>a):1—F<“_“> , P(agxgb):F(b_“)—F(a_“)

o

Denn: Pla<X <b)=P(X <b)—P(X <a).
Zur Berechnung dieser Wahrscheinlichkeiten

benotigt man also nur die Funktionswerte
der Funktion F' mit

F(x) = \/% /_x e_52/2d8
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2
Da lim F(z) = — e /245 = 1 , und da der Integrand eine gerade

r—00 Vor J oo
1
Funktion ist, gilt: F(0) = 3
Damit gilt fiir z > 0: F(z) = = —|— _/ ds .

Die Werte dieses Integrals konnen z.B. mit Hilfe der Simpson-Formel (vgl. S.371 )
berechnet werden.

Tabelle fir die Funktionswerte F(z) fir z >0 :

0.00 0.50000 1.35 0.91149 2.70 0.99653
0.05 0.51994 1.40 0.91924 2.75 0.99702
0.10 0.53983 1.45 0.92647 2.80 0.99744
0.15 0.55962 1.50 0.93319 2.85 0.99781
0.20 0.57926 1.55 0.93943 2.90 0.99813
0.25 0.59871 1.60 0.94520 2.95 0.99841
0.30 0.61791 1.65 0.95053 3.00 0.99865
0.35 0.63683 1.70 0.95543 3.05 0.99886
0.40 0.65542 1.75 0.95994 3.10 0.99903
0.45 0.67364 1.80 0.96407 3.15 0.99918
0.50 0.69146 1.85 0.96784 3.20 0.99931
0.55 0.70884 1.90 0.97128 3.25 0.99942
0.60 0.72575 1.95 0.97441 3.30 0.99952
0.65 0.74215 2.00 0.97725 3.35 0.99960
0.70 0.75804 2.05 0.97982 3.40 0.99966
0.75 0.77337 2.10 0.98214 3.45 0.99972
0.80 0.78814 2.15 0.98422 3.50 0.99977
0.85 0.80234 2.20 0.98610 3.55 0.99981
0.90 0.81594 2.25 0.98778 3.60 0.99984
0.95 0.82894 2.30 0.98928 3.65 0.99987
1.00 0.84134 2.35 0.99061 3.70 0.99989
1.05 0.85314 2.40 0.99180 3.75 0.99991
1.10 0.86433 2.45 0.99286 3.80 0.99993
1.15 0.87493 2.50 0.99379 3.85 0.99994
1.20 0.88493 2.55 0.99461 3.90 0.99995
1.25 0.89435 2.60 0.99534 3.95 0.99996
1.30 0.90320 2.65 0.99598 4.00 0.99997

Fir z < 0 gilt:

|

Flz)=1—-F(—x), fallsz <0

742



Beispiel

Bei der Produktion von Achsen weifl man aus Erfahrung, dafl die Werte fiir den
Durchmesser (Zufallsvariable X') normalverteilt sind mit dem

Erwartungswert p = 3 cm und der Streuung o = 0.2 cm.

Die vorgegebenen Toleranzgrenzen sind 3 £ 0.5 cm.
Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, da} Ausschufl produziert wird 7

A = 7 Ausschufy” .
P(A)=1-P(A) =1-P(3-0.
B 3.0 — 1 2.5 —
—1- (F( ) — F( + F(=55)

.5) 0.5
1 F25) T (1= F(2.5)) = 2(1 — F(2.5)) = 2(1 — 0.9938) — 0.0124 .

Annaherung der Binomialverteilung durch die Normalverteilung

Fiir grofle n gilt ndherungsweise fiir die Binomialverteilung

P(X <a) Zbknp <%>

Denn: Fiir die Binomialverteilung gilt: p=mnp, o = y/np(l —p) (vgl. S.737).
Beispiel hierzu (vgl. Beispiel S.736 ).
Oft ist der Erwartungswert und/oder die Varianz einer Normalverteilung nicht be-

kannt. Man versucht dann ein Konfidenzintervall anzugeben, in dem mit ”hoher”
Wahrscheinlichkeit dieser gesuchte Wert liegt.

Konfidenzintervall fir den Erwartungswert p (bei bekanntem o)
Gesucht: C(X)=[X—-c, X+c (1—-a)% (zweiseitiges) Konfidenzintervall fiir
den Erwartungswert .

D.h.: Essoll gelten: P(ue€ C(X))=1—a , « vorgegeben.

Um C(X) zu bestimmen, entnimmt man eine Stichprobe vom Umfang n und berechnet

den Mittelwert X : X = Z T, —

=1

Ist jedes X; (u, a)—normalvertellt, so gilt fiir den Mittelwert X :

— o
X ist (u, —=)—normalverteilt
vn
n n 2
. T — Py By =2 _ Ove_ T2 _ 0O
Denn: i = ;(5) = n(g) =K, 0= ;(5) = ﬂ(ﬁ) =



Nungilt: pecCOX) & X—c<pu<X+c & p—c<X<pu+tc.
Hieraus folgt

p(ﬂec@):P(M—c§7§u+c)=F(%) 4’(%)

C\/T C\/ 1T C\/ 1

=F(—)—-F(—-———)=2F(—)—-1=1-«
o o o
c/n a
F —1-2,
< ( o ) 2
Sei uq/o der Wert, fiir den F'(uq/2) =1 — /2  gilt, so folgt hieraus
c/n iy & = Ua/20
o NZD
Also ist
~ ~ Ua/20 — Ue /2 O .
CX) = X—# gt \;ﬁ L mit Fugs) =1— /2

das (1 — @)% Konfidenzintervall fiir p.

Das Intervall wird kleiner, je grofler der Umfang der Stichprobe ist.

Beispiel
Bei der Produktion von Glithbirnen soll die Brenndauer getestet werden.
o = 120 h sei bekannt. Man entnimmt eine Stichprobe vom Umfang n = 50.

Der Mittelwert der Brenndauer ergebe: X = 1570 h.

Gesucht: Ein 95% (zweiseitiges) Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert p.

Rechnung:

l1-a=09 = a=005 = 1-a/2=0.975

= Ugsp = 1.96 (aus der Tabelle fiir F(x) , denn F'(1.96) =0.975) =
— 1.96 - 12 1.96 - 12

O(X) = (1570 — 290120 5z 196120

V50 V50
Ergebnis:  Mit 95% Sicherheit liegt der Erwartungswert p zwischen 1536.7 A und
1603.3 h.

) = [1536.7 , 1603.3] .

Zusatz  Wie gro mufl n (der Umfang der Stichprobe) gewidhlt werden, damit die
Lange des Konfidenzintervalls hochstens 30 h betragt 7

.. . Ue )2 O
Lésung: Lange des Intervalls: 2 =30
n
o 1.96 - 120
= \/ﬁ:ul/—ga = n:(1—5)2:245.86 = n = 246.

Man kann auch Konfidenzintervalle fiir p bei unbekanntem o und Konfidenzinter-
valle fiir o bei bekanntem oder unbekanntem p bestimmen (vgl. Literatur iiber
Wabhrscheinlichkeitsrechnung und Statistik).

744



Inhalt

0 Bezeichnungen 1

I Reelle Zahlen, Polynome,

Komplexe Zahlen 2
Reelle Zahlen 2
Binomialkoeffizienten 4
Schwarzsche Ungleichung 8
Dualzahlen 10
Nullstellen von Polynomen 12
Horner Schema 14
Komplexe Zahlen 16
Partialbruchzerlegung 23
IT Vektoren, Matrizen,

Determinanten 26
Vektoren 26
Geraden 33
Ebenen 34
Vektorprodukt 38
Matrizen 42
Koordinatentransformation 50
Lineare Gleichungssysteme 52
Determinanten 60
Cramersche Regel 65
Eigenwerte, Eigenvektoren 69
Schmidtsches Orthonormalisierungs-

Verfahren 78
Hauptachsentransformation 81
Kegelschnitte 81
Quadratische Formen 85
IIT Folgen, Reihen 90
Reelle Zahlenfolgen 90
Eulersche Zahl 94
Intervallschachtelung 97
Komplexe Zahlenfolgen 98
Vektorfolgen 98
Unendliche Reihen 100

Konvergenzkriterien 102

Cauchy Produkt 110
Unendliche komplexe Reihen 112
IV Elementare Funktionen,
Potenzreihen 114
Funktionen 114
Potenzreihen 117
Exponentialfunktion 121
Logarithmus-Funktion 122
Komplexe e-Funktion 124
Trigonometrische Funktionen 126
Hyperbolische Funktionen 134

V Grenzwerte, Stetigkeit,
Differentialrechnung 138

Grenzwerte bei Funktionen 138
Stetigkeit 139
Folgen von Funktionen 143
Reihen von Funktionen 146
Figenschaften stetiger Funktionen 150
Differentialrechnung 153
Rechenregeln der Differential-
rechnung 156
Eigenschaften differenzierbarer
Funktionen 164
Newton-Verfahren 168
Hohere Ableitungen 170
Taylor-Polynom 171
Taylorentwicklung 173
Taylorreihe 173
Division von Potenzreihen 177
Kurvendiskussion 178
Regeln von de I’ Hospital 187
Verallgemeinerte Produktregel 190
VI Integralrechnung 191
Obersumme, Untersumme 191
(Riemann) - Integral 193
Riemannsche Summe 194



Eigenschaften des Integrals 195
Hauptsatz der Integralrechnung 198

Stammfunktion 199
Unbestimmtes Integral 199
Integrationsregeln 200

Integration rationaler Funktionen 204
Integration rat. Fkt. von

sin x und cos x 207
Integration komplexwertiger

Funktionen 207
Mittelwertsatz der Integral-

rechnung 210
Integration von Funktionen-

Folgen und -Reihen 211
Uneigentliche Integrale 215
Konvergenzkriterien 218
Gammafunktion 220
Integralkriterium fir

unendliche Reihen 222
Bogenlange ebener Kurven 223

VII Gewohnliche
Differentialgleichungen

(Einfiihrung) 228
Trennung der Variablen 231
Lineare DGL n.-ter Ordg. 233
Fundamentalsystem 235
Lineare DGL 1. Ordnung 236
Lineare DGL n.-ter Ordnung

mit konstanten Koeff. 238
Ansatz fiir partikuldre Losung 243
Superpositionsprinzip 246
Partikulare Losung mittels

Integral 249

VIII Differentialrechnung
fir Funktionen von
mehreren Variablen 251

Hohenlinien 251
Eigenschaften des IR" 254
Unitarer Raum 254
Normierter Vektorraum 254

Metrischer Raum 255

Folgen von Vektoren

Banachraum, Hilbertraum

Stetigkeit

Richtungsableitung

Partielle Ableitung

Gradient

(total) differenzierbar

Differentiation parameter-
abhéangiger Integrale

Partielle Ableitungen hoherer
Ordnung

Abbildungen von IR™ nach R™

Funktionalmatrix

Divergenz

Kettenregel

Polarkoordinaten

Zylinderkoordinaten

Kugelkoordinaten

Differentiation parameter-
abhangiger Integrale

Mittelwertsatz

Gebiet

Taylorentwicklung

Implizite Funktionen

Umkehrfunktion

Extrema ohne Nebenbedingungen

Extrema mit Nebenbedingungen

IX Orthonormalsysteme,
Fourierreihen

Unitarer Raum
Orthonormalsystem
Besselsche Ungleichung
Beste Approximation im
quadratischen Mittel
Fourierreihen
Parsevalsche Gleichung
Konvergenzkriterium
Gibbssches Phéanomen
Komplexe Darstellung
Integration von Fourierreihen
Fourierreihenansatz bei
Differentialgleichungen
Delta-Distribution

256
257
258
260
261
262
263

266

269
272
273
273
274
276
276
276

278
279
280
282
283
287
290
295

303

304
306
307

307
308
309
311
314
318
320

322
324



Legendre-Polynome
Tschebyscheff-Polynome

X Laplace-Trans-
formation

Originalfunktion
Eigenschaften der Laplace-
Transformation
Grenzwertsétze
Delta-Distribution
Anwendung auf DGL
Faltung
Anwendung auf Integral-
gleichungen

325
328

330
330
332
334
337
338
341

343

XTI Einfiihrung in die nume-

rische Mathematik

Fixpunktverfahren
Lipschitzkonstante
Fixpunktsatz

Berechnung von Nullstellen
Newton-Verfahren

Regula-falsi

Nichtlineares Gleichungssystem
Interpolation

Fehler

Newton-Darstellung
Newton-Schema
Hermite-Interpolation
Numerische Integration
Trapezformel

Simpsonformel
Zusammengesetzte Trapezformel

Zusammengesetzte Simpsonformel

Wahl der Schrittweite
Uneigentliche Integrale
Abschneidemethode
Numerische Differentiation
Differenzenverfahren

344

344
346
346
349
349
355
356
359
361
363
364
365
367
368
369
370
371
373
376
376
377
380

XII Integralrechnung fiir
Funktionen von mehreren
Variablen 381

(Riemann)-Integral 381
Integrale iiber Intervalle des IR?> 382
Integrale iiber Intervalle des IR" 384

Beschrankte Mengen 385
(Riemann)-mefibar 387
Nullmengen 389
Kriterium fiir Me3barkeit 391
Mittelwertsatz 392
Normalbereich 394
Prinzip des Cavalieri 399
Volumen eines Rotationskorpers 399
Substitution 401
Integral von exp(—2z?) 407
Schwerpunkt 409
Tragheitsmoment 410
Uneigentliche Integrale 411
XIII Vektoranalysis,
Integralsatze 417
Jordan-Kurve 417
Tangentenvektor 419
Glatte Kurve 421
Stiickweise glatte Kurve 421
Bogenlange 422
Vektorfeld 425
Divergenz 425
Rotation 426
Maxwellsche Gleichungen 429
Kurvenintegrale 430
Potentialfeld 432
Einfach zusammenhangendes
Gebiet 433
Integrabilitatsbedingungen 434
Berechnung von Potentialen 435
Wegunabhéngig 439
Solenoidale Vektorfelder 442
Flachen in R3 444
Glatte Flachen 444

Tangentialebene 447



Normalenvektor 447
Flacheninhalt 450
Rotationskorper 451
Flachenintegral 453
Flufl durch eine Flache 454
Integralsatze von

Green 456

Stokes 459

Gauf 460
Krummlinige orthogonale

Koordinaten 466
Differentialoperatoren 468

- in Zylinderkoordinaten 471

- in Kugelkoordinaten 471
Greensche Formeln 474
Harmonische Funktionen 475
Greensche Darstellungsfomel 476
Gauflscher Mittelwertsatz 477
Dirichlet-Problem 478

XIV Gewohnliche Differen-

tialgleichungen 479
Richtungsfeld 479
Lipschitzbedingung 481
Existenz- und Eindeutigkeitssatz

von Picard-Lindel6f 481
Verfahren von Picard-Lindelof 482
Existenzsatz von Peano 483
y' = f((ax+by+c)/(dx+ey+ f)) 484
Lineare DGL 1. Ordnung 487
Bernoullische DGL 489
Riccatische DGL 489
Exakte DGL 490
Integrierender Faktor 491
Clairautsche DGL 493
Lineare DGL n-ter Ordnung 494
Wronski Determinante 495
Variation der Konstanten 497
Reduktion der Ordnung 499
Eulersche DGL 503
Ansatz y = uv 506
Substitution 507

Potenzreihenansatz 509

Hermitesche DGL
Legendresche DGL
Verallgemeinerter Potenz-
reihenansatz
Besselsche DGL
Besselfunktionen
Neumannfunktionen
Modifizierte Besselsche DGL
Randwertaufgaben
Eigenwertaufgaben
DGL-Systeme 1. Ordnung
Lineare DGL-Systeme 1. Ordnung
Variation der Konstanten
Spezieller Ansatz
Fundamentalsystem
DGL-System hoherer Ordnung
Numerische Verfahren
Euler-Cauchy-Verfahren
Verbessertes Euler-Cauchy-
Verfahren
Runge-Kutta-Verfahren

XYV Partielle Differential-
gleichungen

Quasilineare partielle DGL

1. Ordnung
Lineare partielle DGL 2. Ordnung
Transformation auf Normalform
Behandlung der Normalformen
Fouriermethode
Warmeleitungsgleichung
Produktansatz
Greensche Funktion
Variation der Konstanten
Inhomogene Randbedingungen
Schwingungsgleichung
Methode von d’Alembert
Mehrdimensionale Probleme
Dirichlet Problem fir

Rechteck

Kreis

Zylinder

Kugel

011
513

515
015
517
018
520
021
022
923
925
527
530
530
935
536
236

238
539

044

044
549
549
952
952
552
553
256
557
958
561
265
268

573
S7T
581
582



Anwendung der Laplace-Trans-
formation auf partielle DGL

Unendlich ausgedehnte Probleme

Fourier-Transformation

Umkehrformel

Eigenschaften der Fourier-
Transformation

Anwendung der Fourier-Trans-
formation auf partielle DGL

Differenzenverfahren

o84
990
991
592

2996

599
605

XVI Komplexe Funktionen-

theorie

Kurven
Gebiete
Stetigkeit
Gebrochen lineare Abbildungen
Potenzfunktion zn
Exponentialfunktion e*
Differenzierbarkeit
Cauchy-Riemannsche DGL
Holomorphe Funktionen
Harmonische Funktionen
Umkehrfunktionen
Logarithmusfunktion
Allgemeine Potenzfunktion
Konforme Abbildungen
Komplexe Kurvenintegrale
Eigenschaften komplexer
Kurvenintegrale
Cauchyscher Integralsatz

Folgerungen aus dem Cauchyschen

Integralsatz
Cauchysche Integralformel
Poissonsche Integralformel
Erweiterte Cauchysche

Integralformeln
Fundamentalsatz der Algebra
Stammfunktionen
Funktionenfolgen
Kompakte Konvergenz
Funktionenreihen
Potenzreihen

607

609
611
612
615
623
624
627
629
630
631
632
636
637
638
646

649
650

655
657
659

660
663
665
667
667
669
671

Identitatssatz fiir holomorphe
Funktionen

Laurent-Reihen

Isolierte Singularitaten

Nullstellen der Ordnung p

Regeln von de 1’ Hospital

Residuum

Residuensatz

Berechnung reeller Integrale
mit Hilfe des Residuensatzes

Berechnung der inversen Laplace-
Transformation mit Hilfe
des Residuensatzes

Prinzip des Arguments

Satz von Rouché

XVII Z-Transformation

Z-Transformation

Faltung

Figenschaften

Inverse Z-Transformation

Grenzwertsatze

Anwendung auf Differenzen-
gleichungen

XVIII Einfiihrung in die
Wahrscheinlichkeits-
rechnung

Grundraum, Ereignis
Gleichverteilung
Permutationen
Kombinationen
Zufallsvariable

Diskrete Verteilungen
Hypergeometrische Verteilung
Binomialverteilung
Poisson-Verteilung
Erwartungswert, Varianz
Stetige Verteilungen
Gaufsche Normalverteilung
Konfidenzintervall

675
676
684
686
686
691
695

696

709
715
716

717

717
719
719
721
722

724

727

727
729
730
731
732
733
733
734
735
736
738
739
743






Literatur
Allgemeine Literatur

Brauch/Dreyer /Haacke: Mathematik fiir Ingenieure

Burg/Haf/Wille: Hohere Mathematik fiir Ingenieure (5 Bénde)
Habetha: Hohere Mathematik fiir Ingenieure und Physiker (3 Bénde)
Meyberg/Vachenauer: Hohere Mathematik (2 Bénde)

Storch/Wiebe: Lehrbuch der Mathematik (4 Bénde)

Zusatzliche Literatur zu speziellen Themen
Lineare Algebra und Geometrie

Andrié/Meier: Lineare Algebra und analytische Geometrie
Fischer: Lineare Algebra

Jeger/Eckmann: Einfiihrung in die vektorielle Geometrie und lineare Algebra fiir
Ingenieure

Zurmiihl/Falk: Matrizen
Analysis

Endl/Luh: Analysis (3 Bénde)
Forster: Analysis (3 Bénde)
Heuser: Lehrbuch der Analysis (2 Bénde)

Differentialgleichungen

Braun: Differentialgleichungen und ihre Anwendungen
Collatz: Differentialgleichungen

Janisch: Analysis fiir Physiker und Ingenieure

Kamke: Differentialgleichungen

Meinhold/Wagner: Partielle Differentialgleichungen

Laplace Transformation

Doetsch: Laplace Transformation
Henrici/Jeltsch: Komplexe Analysis fiir Ingenieure (2 Bénde)

Weber: Laplace Transformation



Numerische Mathematik

Jordan-Engeln /Reutter: Numerische Mathematik fiir Ingenieure

Engeln-Miillges/Reutter: Formelsammlung zur Numerischen Mathematik mit Pascal-
Programmen

Tornig/Spellucci: Numerische Mathematik fiir Ingenieure und Physiker (2 Bénde)
Schwarz: Numerische Mathematik
Werner: Numerische Mathematik (2 Bénde)

Komplexe Funktionentheorie

Behnke/Sommer: Theorie der analytischen Funktionen einer komplexen Verénder-
lichen

Henrici/Jeltsch: Komplexe Analysis fiir Ingenieure (2 Bénde)

Janisch: Einfiihrung in die Funktionentheorie

Wahrscheinlichkeitsrechnung/Statistik

Heinhold/Gaede: Ingenieur Statistik
Kreyszig: Statistische Methoden und ihre Anwendungen
Krickeberg/Ziezold: Stochastische Methoden

Aufgabensammlungen

Ayres: Matrizen, Diff. u. Integr.-Rechnung, Differentialgleichungen

Spiegel: Hohere Mathematik fiir Ing. u. Naturwiss., Einf. in die hohere Math.,
Komplexe Variable, Laplace Transformation, Fourier-Analysis, Vektoranalysis, usw

Formelsammlungen

Abramowitz/Stegun: Handbook of Mathematical Functions
Bartsch: Mathematische Formeln
Bronstein/Semendjajew: Taschenbuch der Mathematik

Stocker: Taschenbuch Math. Formeln u. moderner Verfahren



Sachverzeichnis

Abbildung 272
—gebrochen lineare 615
~konforme 638
—lineare 46

abelsche Gruppe 3

abgeschlossene Hiille 390

abgeschlossene Menge 256

Ableitung 153
—einseitige 155
—elementarer Funktionen

(Tabelle)  161-163
—hohere 170
~komplexe 627
—partielle 261

—partielle hoherer Ordnung 269

—Umkehrfunktion 156
Abschneidemethode 376
Absoluter Betrag 7
Abstand 21,255,303
—Funktionen 303
—komplexe Zahlen 21
—Vektoren 255
Ahnlichkeitssatz 332
Amplitude 131
Anfangsbedingung 229
Anfangswertaufgabe 479
Approximation im quadratischen
Mittel 306,307
arithmetisches Mittel 8,9
Assoziativitat 3,28
Asymptote 183
asymptotisches
—Verhalten 183,230
Axiom 3
—Archimedisches 3
—Vollstandigkeits- 3

Banachraum 257
Basis 32,58
—naturliche 33
Bernoullische DGL 489

Bernoullische Ungleichung 7
beschrankte Menge 385
Besselfunktion  517-519,572
Besselsche DGL 517
—modifizierte 520
Besselsche Ungleichung 307
Betrag eines Vektors 29
bijektiv. 114
Binomial-Verteilung 734
Binomialkoeffizient 4
—verallgemeinerter 5
Binomischer Lehrsatz 6
Bogenlange 223,422
Bogenmafl 18,19

Cauchy—Produkt 110
Cauchy-Riemannsche DGL 629
Cauchysche Integralformel 657
—erweiterte 660
Cauchysche Konvergenz 95
Cauchysche Ungleichung 663
Cauchyscher Integralsatz 650
Cavalieri 399
charakteristisches System 544
Clairautsche DGL 493
Cosinussatz 30

Cramersche Regel 65

Démpfungssatz 332
Definitionsbereich 114
Determinante 60
~Entwicklung einer- 63
diagonalisierbar 73
diagonalahnlich 73
Dichtefunktion 738,739
Differentialgleichung
—~Ansatz y(z) = u(z)v(z) 506
—Bernoullische 489
—Besselsche 515
—Clairautsche 493
—Eulersche 503



Differentialgleichung
—exakte 490
—exakte durch inte-
grierenden Faktor 491,548
—explizite 1.ter Ordnung 479
—Fourierreihenansatz 322
—gewoOhnliche 229
—Hermitesche 511
~homogene 233,494
—inhomogene 233,494
—Legendresche 513
—linear homogene 233,494
—linear inhomogene 233,494
—lineare 1.ter Ordnung 236,487
—lineare 2-ter Ordnung mit konstan-
ten Koeffizienten 242
—lineare n-ter Ordnung 233,494
—lineare n-ter Ordnung mit konstan-
ten Koeffizienten 233,238
—Normalform einer linearen- 494
—Ordnung 229
—partikulare Losung 233,236,243
—Potenzreihenansatz 509
—Riccatische 489
—Substitution t = p(z) 507
—verallgemeinerter Potenzreihen-
ansatz 515
Differentialgleichungssystem
—1.ter Ordnung 523
—hoherer Ordnung 535
~linear 1.ter Ordnung 525
Differentialoperatoren
—in krummlinigen orthogonalen
Koordinaten 468
Differentiation
—numerische 377
Differenzen k-ter Ordnung 719
Differenzenverfahren 380,605
differenzierbar 153,263,272
—einseitig 153
—Funktionenfolge 158
—Funktionenreihe 159
—komplex- 627
—n-mal 170

differenzierbar 153,263,272
—n-mal stetig- 270
—stetig 158,170

—Potenzreihe 161
Dimension 32,58

Dirichlet Problem 478,573,660
—fiir Kreis 577,660
Dirichlet Problem 478,573,660
—fiir Kugel 582

—fiir Rechteck 573

—fiir Zylinder 581
Distribution 324,337
Distributivitat 3,28
Divergenz = 273,425
Drehmoment 40
Drehstreckung 614
Drehung 47
Dreiecksungleichung  8,9,17,29,305
—verallgemeinerte 9
Dualzahlen 10

Ebene 34

—Abstand eines Punktes zur- 37
—Abstand zum Nullpunkt 36
—drei-Punkte-Form 35
—Hessesche Normalform 35
~lineare Form 35
—Normale 35,39
—Parameterdarstellung 34
Figenfunktion 522
Figenraum 69

Figenvektor 69

FEigenwert 69,522
—Vielfachheit 73
Figenwertaufgabe 522
einfach zusammenhangend 433,611
Einheitsmatrix 44
Einheitstetraeder 397
Einhiillende 493
FEinschaltvorgang 229
Elementarereignis =~ 727
Eliminationsverfahren 52
Ellipse 81,83

elliptische partielle DGL 550



Entwicklungssatz 41
Ereignis 727
—sicheres 727
—unabhangiges 728
—unmogliches 727
Erwartungswert 737,739
Euklidische Norm 254
Euler-Cauchy-Verfahren 536
—verbessertes 538
Eulersche DGL 503
Fulersche Zahl 94
Exakte DGL 490,491,548
Existensatz von Peano 483
Existenz- und Eindeutigkeits-
Satz  234,481,525,527
Exponentialfunktion 121,125
~komplexe 124,624,635
Extremum
—absolutes 152,298,664
—bei Funktionen mehrerer
Variabler 290
~hinreichende Bedingung 180,291
—mit Nebenbedingungen 295
—notwendige Bedingung 164,290
-relatives 164

Fakxultat 4

Faltung 341,595,719
Faltungseigenschaft 341,596,719
Federschwingung 228
Fehlerabschatzung 107
Fehlerrechnung 280
Fixpunkt 344
Fixpunktsatz 346
Fixpunktverfahren 344
Flache

—glatte 444
—Parameterdarstellung 444
Flachenberechnung 209
Flachenelement 450
Flacheninhalt 450
Flachenintegral 453

Flu durch eine Flache 454

Folge
—beschrankte 91
—komplexer Zahlen 98
—monotone 91
—reller Zahlen 90
—von Vektoren 98,256
Fourier-Transformation 591,703
—Anwendung auf partielle DGL 509
—~Eigenschaften 596
—Faltung 595
—Faltungseigenschaft 596
—Umkehrformel 592
—Zusammenhang zu Laplace-
Transformation 605
Fourierkoeffizient 309
Fouriermethode 552,556
Fourierreihe 308
—komplexe 318
Fourierreihenansatz bei DGL 322
Frequenz 131
Fundamentalsatz der Algebra 22,663
Fundamentalsystem 235,527,530
Funktion
—arccos- 132,637

—arccot- 132
—arcosh- 135
—arcoth- 135
—arcsin- 132,637
—arctan- 132
—arsinh- 135
—artanh- 135

—charakteristische 386
—cos- 18,126,612,626
—cosh- 134,627

—cot- 131

—coth- 134
—Definitionsbereich 114
—Exponential- 121,125,624
—gerade 183
—harmonische 475-477,631
—implizite 283
—Logarithmus- 122,125,635
—n-mal stetig differenzierbare 170
—Potenz- 637



Funktion

-rationale 116

—sin-  18,126,613,626
—sinh- 134,627
—Symmetrie 183

—tan- 18,131

—tanh- 134

—ungerade 183
—Wertebereich 114
—zusammengesetzte 114
Funktionalmatrix 273
Funktionenfolge 143,158,667
—Differentiation einer 158
—Integration einer 211
Funktionenreihe 146,159,669
—Differentiation einer 159
—Integration einer 211

(Gammafunktion 220
GauB3-Klammer 7
Gauflsche Normalverteilung 739
Gauflsche Zahlenebene 16
Gauflscher Mittelwertsatz 477
GauBscher Integralsatz 460
Gauflsches Eliminationsverfahren 52
Gebiet 280,611

—einfach zusammen-

hangendes 433,611

gebrochen lineare Abbildung 615
geometrische Reihe 101
geometrisches Mittel 8,9
Gerade 33

—Abstand eines Punktes zur- 39

—Parameterdarstellung 33

—Richtungsvektor 33
Gibbssches Phanomen 314
glatte Kurve 421,610

—stiickweise- 421,610
Gleichungssystem

—lineares 52

—nichtlineares 356
gleichverteilt 729
Gradient 262,264
Gradientenfeld 432

Greensche Darstellungsformel 476
Greensche Formeln 474,476
Greensche Funktion 556
Greenscher Bereich 457
Greenscher Integralsatz 456
Grenzwert

—einer Funktion 138
—einer Zahlenfolge 90
—einseitiger 138
—uneigentlicher 139
Grenzwertsitze 334,722
Grundraum 727

Harmonische Funktion — 475-477,631

harmonische Reihe 101

Hauptachsentransformation 81

Hauptunterdeterminante 87,291

Hauptvektor 531

Hermite-Interpolation 365

Hermitesche DGL 511

Hermitesche Polynome 513

Hilbertraum 257

Hohenlinien 251

holomorph 630

Horner Schema 14

Hyperbel 81,83

hyperbolische Funktionen 134
—komplexe 136,627

hyperbolische partielle DGL 550,561

Hyperebene 389

hypergeometrische Verteilung 733

Ldentitit von Lagrange 41
Identitatssatz
—fiir holomorphe Funktionen 675
—fiir Potenzreihen 672
implizite Funktion 283
indefinit  86,88,290
Induktionsgesetz 40
Infimum 92
injektiv. = 114
innerer Punkt 256,390
Inneres einer Menge 390
Integrabilitatsbedingungen 434



Integral 193
—bestimmtes 200
—Eigenschaften 195
—iteriertes 382,384
—komplexes 646
—parameterabhangiges
—unbestimmtes 199
—uneigentlich mehrdimensionales 411
—uneigentliches 215
Integralberechnung
—mit Hilfe des Residuen-

satzes  696-708
Integralgleichung 343
Integralkriterium 222
Integralrechnung
—Hauptsatz 198
~Mittelwertsatz
Integration
—komplexwertiger Funktionen 207
—numerische 367
—von Funktionenfolgen 211
—von Funktionenreihen 211
integrierbar 193,381,386
Interpolation 359
—Hermite- 365
—nach Lagrange 359
—nach Newton 363
Intervallschachtelung 97
Isoklinen 480
Isolierte Singularitat 684

266,278

210,392

Jacobi-Matrix 273
Jordan-Kurve 417,610

Kegelschnitt 81
Kettenregel 156,274
Koeffizientenmatrix 52
Koeffizientenvergleich 24
Kombination 731
Kommutativitat 3,28
kompakt konvergent 667,669
kompakte Menge 298

komplexe Zahl 16
—Argument 18
—Betrag 17
~Imaginarteil 16
~konjugiert 17
—Polarkoordinatendarstellung 18
—Realteil 16
—Waurzel einer 21
Konfidenzintervall — 743
konform 639

—global 639

—lokal 639

konforme Abbildung 638
konkav 181
Konvergenz 90
—absolute 104

—Cauchy- 95
—einer Zahlenfolge 90
—gleichmaflige  143,267,304,306

—im quadratischen Mittel 306

—kompakte 667,669

—koordinatenweise 256

—punktweise 143

—quadratische 352

—uneigentliche 91

Konvergenzkriterium

—fiir gleichméaflige Konvergenz von
Integralen 267

—fiir Rethen 102

—fiir uneigentliche Integrale 218

Konvergenzradius 118

konvex 181

Koordinaten 27

—krummlinig orthogonale 466

Koordinatenlinien 252

Koordinatentransformation 50,401

Korper

—angeordneter 3

Kreisverwandtschaft 617

Kubischer Spline 366

Kugelkoordinaten 276,289,406,468,471



Kurve 223,417,609
—geschlossene 417,610
—glatte 421,610
—Lange einer 422,610
—Parameterdarstellung 225,417
—Polarkoordinatenform 227,422
—positiv orientiert 441,610
—stiickweise glatt 421,610
Kurvendiskussion 178
Kurvenintegral 430,646
—wegunabhangiges 439,655

Lagrange-Parameter 295
Langenelement 455
Laplace-Operator 276,426
—in Kugelkoordinaten 277
—in Polarkoordinaten 276
—in Zylinderkoordinaten 276
Laplace-Transformation 330
~Ahnlichkeitssatz 332
—Anwendung auf gewthnliche
DGL 338
—Anwendung auf Integral-
gleichungen 343
—Anwendung auf partielle DGL 584
—Berechnung der Inversen mit Hilfe
des Residuensatzes 710
—Dampfungssatz 332
—~Eigenschaften 332
—Faltungseigenschaft 341
~komplexe Umkehrformel 709
Laurent-Reihe 676,677
Legendre-Polynome 325,515
Legendresche DGL 513
Leibniz-Kriterium 108
linear abhangig 31,32
—Funktionen 234
linear unabhangig 31,32
—Funktionen 234
lineare Abbildung 46
lineares Gleichungssystem 52
~homogen 58
—inhomogen 58
—komplexes 59
Linearitat 29

Linearkombination 32
Lipschitzbedingung
Lipschitzkonstante 346

346,481,524

Logarithmische Darstellung 124

Logarithmusfunktion 122,125,635
Losungsmenge 52

—Dimension 58

LotfuBpunkt 37,39
Majorantenkriterium 103,106
—fiir gleichméaflige Konvergenz 147
—fiir uneigentliche Integrale 218
mathematisches Pendel 40,228
Matrix 42

—charakteristisches Polynom 70

—diagonalisierbar 73
—~hermitesche 49
—inverse 45
—komplexe  49,59,68
—Kondition 56
—orthogonale 43,64
~Rang 46,53
-regulare 45
—singulare 45
—symmetrische 49
—transponierte 43
—unitare 49
Maximum 152,290
Maximumprinzip 477,664
Maxwellsche Gleichungen 429
Menge
—abgeschlossene 256
—abzahlbare 115
—beschrankte 385
—Inneres 390
—kompakte 298

—mefBbare 387,391
—offene 256
—Rand 390

—sternformige 442
—unendliche 115
mefBbare Menge 387,391
Methode von d’Alembert 565
Metrik 255



Metrischer Raum 255
Minimum 152,290
Mittelwertsatz 165,279
—der Integralrechnung 210,392
—erweiterter 187,392
monoton 121,166
—fallend 121,166
—wachsend 121,166
Multiplikatorenregel von Lagrange 295

Nabla—Operator 426

negativ definit  86,88,290
Neumann-Funktion 518
Newton-Schema 364
Newton-Verfahren  168,349,350,356
Norm 29,254,303

—Euklidische 254

—unendlich 303

—eines Vektors 29
Normalbereich 394,397

Normale 35,39,447
Normalenvektor 447

normierter Vektorraum 254,303
Nullfolge 91

Nullmenge 389

Nullstelle der Ordnung n 23,182,686
Nullstellenmenge 13

numerische Differentiation 377
numerische Integration 367

Obersumme 191,381
offene Menge 256
Ordnungsrelation 3
Originalfunktion 330
Orthonormalsystem 49,306

—vollstandiges 309
Ortsvektor 33

Parabel 81,83

parabolische partielle DGL 550,552
Parallelepiped 39
Parameterdarstellung 33,34
Parsevalsche Gleichung 309

Partialbruchzerlegung 23,689
Partialsummenfolge 101
partielle Ableitung 261
partielle Differentialgleichung
—Differenzenverfahren 605
—elliptische 550
—Fourier-Transformation 599
—Fouriermethode 552
—~hyperbolische 550,561
—inhomogene Randbedingungen 558
—Laplace-Transformation 584
—lineare 2.ter Ordnung 549
—mehrdimensionale Probleme 568
—Methode von d’Alembert 565
—parabolische 550,552
—Produktansatz 553
—quasilineare 1.ter Ordnung 544
—Separationsansatz 553
—Transformation auf Normalform 549
partielle Integration 200
partikulare Losung 233
—Ansatz 243

—mit Integralfunktion 249
Pascalsches Dreieck 5
Peano-Satz 483

Pendel 40,228

Permutation 730
Phasenverschiebung 131
Picard-Lindelof

—Satz 481

—Verfahren 482
Pivotelement 53

Poissonsche Integralformel 659
Poissonsche Verteilung 735

Pol der Ordnung n 685,687
Polarkoordinaten 276,288,403
Polynom 12

—Nullstellen 12

—von mehreren Variablen 281
positiv definit  86,88,290

positiv orientierte Kurve 441,610
Potential 432,435
Potentialfeld 432,434



Potentialgleichung 589,604
Potenzfunktion 623,637
Potenzreihe  117,148,160,671,672
—Division 177
—Identitatssatz 672
—komplexe 120
~Multiplikation 111,177
—von (1+z)* 174
—von artanh x 176
—von Inx 167,174
Potenzreihenansatz 509
—verallgemeinerter 515
Prinzip des Arguments 715
Prinzip des Cavalieri 399
Produktregel 156
—verallgemeinerte 190
Projektion eines Vektors 31

Quadratische Form  82,85,290,299

~Extrema 88

—indefinit 86,88

—negativ definit 86,88

—positiv definit 86,88

quasilineare partielle DGL 1.ter
Ordnung 544

Quelle 426

quellenfreies Feld 426,443

Quotientenkriterium 103

Quotientenregel 156

Rand einer Menge 390
Randbedingung  230,521,552,558
Randpunkt 390
Randwertaufgabe 521
Rang einer Matrix 46,53
Reduktion der Ordnung 499
Regeln von de I’ Hospital 187,686
Regula falsi 355
Reihe 100
—alternierende 108
—geometrische 101
—harmonische 101
—komplexe 112

Reihenschwingkreis 229
Residuensatz 695
Residuum 691

—fiir einfachen Pol 692,693
—fiir mehrfachen Pol 692
Resonanz 243

Riccatische DGL 489
Richtungsableitung 260
Richtungsfeld 479
Richtungsvektor 33
Riemann-Integral 193,381,386
Riemann-Stieltjes-Summe 646
Riemannsche Flache 635,636
Riemannsche Summe 194
Riemannscher Abbildungssatz 643
Rotation 426
Rotationskorper
—Mantelflache 451
—Volumen 400
Runge-Kutta-Verfahren = 539

S attelpunkt 291

Satz von
~Gaull 460
—Green 456
—Liouville 663
—Peano 483
—Picard-Lindelof 481
—Rolle 165

—Rouché 716
—Steiner 411
—Stokes 459
Schmidtsches Orthonormalisierungs-
Verfahren 78,325
Schnittpunkte von Ebenen 38
Schraubenlinie 418
Schrittweitenkontrolle 373,540
Schrittweitenwahl 373,540
Schwarzsche Ungleichung 8,29,254,305
Schwerpunkt 409
Schwingungsdauer 131
Schwingungsgleichung 561,569
Senke 426



Simpsonformel 369
—zusammengesetzte 371
Singularitdt 684
—hebbare 685

—isolierte 685

—Pol 685

—wesentliche 685
Skalarprodukt  29,44,254,304
solenoidal 442

Spat 39

—Inhalt 39,67
Spatprodukt 41
Spiegelung 48
Sprungstelle 141
Stammfunktion 199
—(Tabelle) 202 ff

~komplex 665
Steinerscher Satz 411
sternformig 442

stetig erganzbar 140
Stetigkeit  139,141,258,272,613
—einseitige 140
—partielle 259
Stokesscher Integralsatz 459
streckentreu 638
Stiitzstelle 359

Stiitzwert 359
Substitution 201,401
Superpositionsprinzip 246
Supremum 92

surjektiv. 114

Symmetrie einer Funktion 183

Tangente 153,419
Tangentenvektor 419
Tangentialebene 447
Taylor-Polynom 171,282
Taylorentwicklung 173,282
Taylorreihe 173
Teilfolge 92

Tetraeder 397,399
total differenzierbar 263
Tragheitsmoment 40,410
Translation 614

Trapezformel 368
—zusammengesetzte 370
Trennung der Variablen 231,484
Trigonometrische

Funktionen 18,126,612,626
—komplexe 136,626
Tschebyscheff-Polynome 328

Umgebung 256
umkehrbar

—lokal 287,632

—global 633
Umkehrfunktion  114,152,287,632
—global 633

—lokal 632

unendliche Reihe 100
Ungleichungen
—Bernoullische- 7
—Besselsche- 307
—Dreiecks-  8,9,17,29,305
—Rechenregeln 7
—Schwarzsche-  8,29,254,305
unitarer Raum 254,304
Untersumme 191,381

V andermondsche Determinante
Varianz 737,739
Variation der

Konstanten 236,487,497,527,557

Vektor 26

—Betrag 29
—Lange 29
~Norm 29
Vektorfeld 425
—solenoidal 442
Vektorfolge 98
Vektorpotential 442
Vektorprodukt 38
Vektorraum  32,44,58,303
—Basis 32,58
—Dimension 32,58
—Euklidischer 27
—normierter 254,303
—unitarer 254,304



Verfahren von Picard-Lindelof 482
Verteilung 727,729

—Binomial- 734

—diskrete 727,733

—Gaufsche Normal- 739
~hypergeometrische 733
—Poissonsche 735

—stetige 738

Vollstandige Induktion 5
Volumenelement 403

W ahrscheinlichkeit 727
—~bedingte 728
Wahrscheinlichkeitsraum 727
—diskreter 727
Warmeleitungsgleichung 552,568
wegunabhangig 439,655
Wendepunkt 181
Wertebereich 114

Winkel zwischen Vektoren 30
winkeltreu 638

Wirbel 426

wirbelfreies Feld 426
Wronski-Determinante 495,527
Wurzelkriterium 103

Ziahlen

—ganze 2

—irrationale 2

—komplexe 16

—natiirliche 2

-rationale 2

—reelle 3

Zahlenfolge

—komplexe 98

—reelle 90

Zerlegung 191,381

—Verfeinerung 192

Z-Transformation 717

—Anwendung auf Differenzen-
gleichungen 724

—Differenzen k-ter Ordnung 719

—Eigenschaften 719

—Faltung 719

—Grenzwertsatze 722

—Inverse Z-Transformation 721,722

Zufallsvariable 732

zusammenhangend 280,433,611

—einfach- 433,611

Zwischenwertsatz 151

Zykloide 226

Zylinderkoordinaten  276,404,467,471
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