Bezeichnungen

A, B seien Aussagen :
A= B 7aus A folgt B”,
A< B 7 Aist dquivalent zu B” , dh. A= Bund B= A,

A:=B 7A wird durch B definiert”,
- A 7”Negation von A”.

Beispiel 0.1 : A : "2 <1” , B : "z <2’ ,danngilt A= B .
Beispiel 0.2: A : "2 >0" , B : "(—x)<0” ,danngilt A< B.

M, N seien Mengen, () bezeichne die leere Menge,

xr e M 7z ist Element von M”, "z aus M”,

x ¢ M 7z nicht aus M7,

MUN := {x:2€ M oder(V) z € N} (Vereinigung),
MNON = {z:2e€M und(N\) € N} (Durchschnitt),
M\N = {x € M :2 ¢ N} (Differenz).

My, Ms,---, M, seien Mengen :
mn

UMZ 2:M1UM2U"'UMn,
=1

n
(VM =M NMpn -0 M, .
i=1
VeeM ’firallex e M”,
Jx e M 7es existiert ein z € M7,
Jdx e M 7es existiert genau ein x € M”.

M C N 7M ist Teilmenge von N & Vzrxe Mgiltze N |
M=N & MCNundNCM,
M C# N "M echte Teilmenge von N”
& {(VxeMgltee N, 3z € N mitz & M}.
Sei M C N , dann heiit M¢ := N\M das Kompliment von M bzg. N.

() heifit leere Menge.

Beispiel 0.3 : M :={1,3} , N :={1,2,3,4,5} , dann gilt :
MUN ={1,2,3,4,5}, MAN={1,3},
MCc#N, M®=/{24,5}.

Beispiel 0.4 : M :={1,2} , N :={5,6}, dann gilt :
MAN=0, MUN={1,2,56}, M¢N, N¢M, BzecMmitazcN.



I Reelle Zahlen, Polynome, Komplexe Zahlen
1 Reelle Zahlen

Bezeichnungen

IN :={1,2,3,...} heifit Menge der natiirlichen Zahlen,
Ny == {0,1,2,...} = IN U {0}.

Esgilt: nmeIN=n+mecIN , n<m=n—m¢egIN, aber n—m¢c Z.

Z :={p:p € INg oder (—p) € INy} heifit Menge der ganzen Zahlen.

Esgilt: pg € Z = p+qe€ Z, p—q€ Z, pq € Z, aberim allg. EQZ (g #0).
q

Aber es gilt: b eqd.
q
Q:= {2—9 :p e Z, ge Z\{0}} heifit Menge der rationalen Zahlen.
q

Es gilt: ri,ro € Q=r1+r €@ ri—r2€@ riraec @ :—16@ (ro #0),
2
aber im allg. /r1 € @ .

Beispiel 1.1 : Behauptung: v2¢& @.

Indirekter Beweis: Annahme 2 € @ = V2 = b mit p und ¢ haben keinen
q
gemeinsamen Teiler > 1 (*)

= 2¢%> = p?> = p? durch 2 teilbar = p durch 2 teilbar = p=2rmitrc Z =
2¢2 =4r? = ¢®> = 2r? = ¢ durch 2 teilbar = ¢ durch 2 teilbar = p und g haben
2 als gemeinsamen Teiler = Widerspruch zu (*) = Annahme falsch = 2 ¢ @.

V/2 ist also eine irrationale Zahl.
Wir miissen noch eine Aussage beweisen, die wir im vorigen Beweis benutzt haben:
Behauptung 1.2: Fiir p € Z gilt: {p durch 2 teilbar < p? durch 2 teilbar }.

Beweis:

a) ”"=" Dapdurch 2 teilbar = p=2r mit r € Z = p*=4r? = p? durch 2
teilbar.

b) 7<«” Vor.: p? durch 2 teilbar  Beh.: p durch 2 teilbar.

(Indirekter Beweis) Annahme: p nicht durch 2 teilbar =p=2r+1mitre Z =
p? = (47 +4r) +1 = p? nicht durch 2 teilbar = Wid. zur Vor. = p durch 2
teilbar.



R := QU {irrationaleZahlen} heifit Menge der reellen Zahlen.
Axiome in IR (1.3)

1) acRbe R=a+be R (Addition)

a) a+b=b+a (Kommutativitit)
b) (a+b)+c=a+ (b+c) (Assoziativitit)

¢) VabeR IzcRmita+z=>b (x:=b—a)
bzg. + ist IR eine abelsche Gruppe.

2) a€ R,beR=abe IR (Multiplikation)
a) ab=ba (Komm.)
b)  (ab)e = a(be) (Assoz.)

¢) VaeR\{0},beR Jz€ Rmitar=>b (z:=-)
a
bzg. e ist IR\{0} eine abelsche Gruppe.
3) a(b+c¢) =ab+ ac (Distributivgesetz).

IR ist mit diesen Eigenschaften 1), 2), 3) ein Kdrper.

In IR existiert eine Ordnungsrelation (1.4)

dh. Va,be IR gilt a<b oder a>b oder a=>b mit den Eigenschaften
a) a<bund b<c = a<c

b) a<b = a+c<b+c (VceR)

¢c) a<bund ¢>0 = ac<bc.

IR ist ein angeordneter Korper.

Archimedisches Axiom (1.5)

VaceIR dne€IN mitn>a.

Vollstandigkeitsaxiom (1.6)
ACIR,BCRmitVae Ajbe Bgilt a<b
= dceRmita<c<bfiralleac A,be B .

Anwendungen dieser Definitionen und Axiome

Bezeichnung 1.7 :
n

g a; :=ai+as+---+a, , (a1,az2,...,a, € IR).
i=1
n+1

n n n—1
Es gﬂt: Zai = Zak = Z Aj41 = Z a;—1 -
=1 k=1 =0 1=2
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Bezeichnung 1.8 :  n-Fakultdt

ol:=1, n!::Hi:1'2~~--(n—1)n, (n € IN).

Bezeichnung 1.9 :  Binomialkoeffizient "n iiber k”
n n!
= k€ INg, k <
(k> Hin—k) 0 (ke DNok<n),
(Z) =0 firk>n , (n€ Ny, ke lN).

Es gilt (1.10):

n\ nn-1)---(n—k+1)(n—-%k)---1 nn-1)---(n—k+1)
(k:)_k:(k:—l)--- T 1 - (n—k)1 Kl ‘

4.
Beispiel: (g) = > 5 =10 .

Es gilt (1.11): (

0) =)= ()= ()=

() =t G e ety

€N

N J/
-~

€N

N J/
-~

€N usw

Z) zu berechnen.

Das ist auch die zweckmafigste Form, um (

=49-47-46 -3 - 44 =~ 14Mll.

Boiani] o (19) _ 49:48-47-46-45- 44
Pt s lg) T " 1.23.456

Das entspricht der Anzahl der Moglichkeiten, beim Lotto von 49 Zahlen 6 Zahlen
anzukreuzen.

Allgemein gilt:

(Z) ist die Anzahl der Moglichkeiten, aus n Elementen k auszuwdhlen

o (3= (,0) e () (2) = (")




Denmn: n! N n! ~nln+1—-k+k)  (n+1)!
Ckln—k)! k=D'n—k+1)!  klln+1-k)!  Kn+1-Fk)!°

Mit Hilfe dieser Eigenschaften wird das Pascalsche Dreieck aufgebaut :

Pascalsches Dreieck

n € INy (Z)
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1

In Anlehnung an die Eigenschaft (1.10) definieren wir auch fiir reelle o und k € IN:

Definition 1.13 :  Verallgemeinerter Binomialkoeffizient

<a)::17 <a)::a(a—l)(a—Q)-~-(a—k+1)7 e R ke i)

0 k k!
) « « a+1
Es gilt ebenfalls (1.14) (k) + <k B 1) = < i )
Beispiel
1/2\  (1/2)(1/2-1)(1/2-2)---(1/2 =k +1)
( k ) B k!
111 -2)(1-4)---(1-2k+2)
2k k!
(-1Ft 1.3-5---(2k—3) (=)t 1.2.3-4.--(2k —2)(2k — 1)2k
T2k k! T2k 242k - kI(2k — 1)
k—1 k—1
_ D (2h)! COSRRE

ok ORRIEI(2k — 1) 4R(RN)2(2k—1) T

() (1 (D (D)%

Vollstandige Induktion

A(n) sei eine Aussage, die von n € INy abhéngt.

Gilt nun fir ein ng € IVy

a) A(ng) ist richtig  (Induktionsanfang),

b) aus A(n) folgt auch A(n+1), (n>ng), (Induktionsschluff von n aufn+1)
= A(n) ist richtig fiir alle n € INy mit n > nyg .
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1)
Beispiel 1.15 : Zz— "+ ., VneIN.

1

1-2
B s: n = 1:  =1=—
eweis: n Zglz 5
n+1
n(n+1) (n+1)(n+2)
1: = 1) = .
n—n+ E i = E i+(n+1 5 +(n+1) 5

Beispiel 1.16 :  Binomischer Lehrsatz
Seien a,b € IR,n € IN , dann gilt

n

o= 3 () =S (e

k=0
=a" +na"" b+ (Z) a2 4D

1
Beweis: n=1: Z (}g)al_kbk = (é)a + (Db = (a+0b)*

k=0
n—n+1: Vor. (a+b)" = Z (Z)a"_kbk
k=0

n+1 n+1
Beh.: (a+b)"t'=>)" ( N >a”+1_kbk .
k=0

Beweis: (a +b0)"™ = (a+b)(a +b)" =ala+b)" +bla+b)"

N\ niri1—kik N\ nkpktl
()3 (3o
n n+1 n
_ ntl—kpk ntl—kpk
=3 (fJarnor (o

k=0

_ (™) 1 Lk pE LA
(oo I+ (e ()
n+1

_ (n—£1>an+1—kbk ,  wegen Hig. (112)

k=0 k=0



- 2@)- 2, 0-,.2,0)

k=0 k gerade k ungerade
(3] (n> 2521 ( . )
- =S 0
P 21 e 20+ 1
(%] n [251] "
— — n—1 . . . < '
= (2[) Z <2l n 1> 2 , ([=] ist die groBte ganze Zahl < x)

Beispiel 1.17 :  Bernoullische Ungleichung

Fiir alle x € IR mit x > —1 und alle n € IN gilt
(I+z)">1+nx.

Beweis: n=1: (1+z)>1+z,
n—n+l: (I+z)"'=>0+2)1+2)">0+2)(1+nz) , dal+z>0,
=1+ Mn+Dz+n2>>1+(n+1)x , danz?>0.

Weitere Rechenregeln fiir Ungleichungen (1.18)

Seien a,b,c,d € IR , dann gilt:

a) a<bundec<d = a+c<b+d
b) a<bund c <0 = ac>be
1 1
C) 0<a<b = O<E<a
d) a>0,b>0 = [a<bsa® <b?.

Beweis zu a): a+c<b+c<b+d
2ub) (—c)>0 = a(—c)<b(—c) = bc—ac<0 = bec<ac
mwe) 0<a<b = 1>01>0 = 1<bundi<i
wd): 0<a<b = a*<abab<b® = a®><b?
a>0,b>0,a2<b® = a<b,dennsonst wirea>b = a?>>b> (Wid.).

Absoluter Betrag

a , falls a >0
—a ,fallsa <0
der (absolute) Betrag von a.

Definition 1.19 : Filirae€ Rsei |a|:= {

Es gelten folgende Eigenschaften

Satz 1.20 : Seien a,b € IR, dann gilt

a) la| >0 , |a]=0 & a=0
b) |a| = max{a, —a}
c) |abl = |al[b]



a
D I5I= 5 00

e) |a +b| <la| +1|b| (Dreiecksungleichung)
£) [laf —[b[| < la+b].

ab , falls ab > 0
—ab , falls ab < 0
a) ab>0 = {[a>0wundb>0]oder [a<0undb<0]}

Beweis: zu c¢) |ab| =

]
= {la = |a| und b = |b|] oder [a = —|a| und b= —|b|]]} = |ab| = |a||b|
B) ab<0 = {[a>0undb<0]oder[a<0undb>0]}
= {la = |a| und b = —|b|]] oder [a = —|a| und b= |b|]} = |ab| = |al|D|
_ la| 1) _ yfallsb >0 _ 1
zu d) |b‘—’a b’—|a|| |_b| ,denn|b]— _% fallsb< 0 Tol

zue) Fira+b>0gilt|a+b=a+0b<|a|+|b] (nachb))
Fira+b<0gilt [a+b] =—(a+b) =—a—b<|a|]+|b] (nach b))
zu f) |a|=l]a+b—b| <l|a-+b|l+ b
bl = b +a —af <la+b|+al
= {lal = [b] < |a+ b und [b] — |a] <[a+ bl}
= {la[ = [b] <la+ bl und —(Ja| = [b]) <la+0bl} = [la] = [b]] < la+b].

Anwendungen und Beispiele

Beispiel 1.21 : Ungleichung zwischen arithmetischem- und geometrischem Mittel

Seien a,b € IR mit ¢ > 0 und b > 0, dann gilt

b
a;— > Vab (GTH’ heiBt arithmetisches-, v/ab heiit geometrisches Mittel).
Beweis: Daa>0,b>0, gilt

b > Vab & ()2 >ab & (a+b)? > 4dab
& a?+2ab+b2>4ab & a®?—-2ab+b2>0 & (a—b)?

Beispiel 1.22 :  Schwarzsche Ungleichung
Seien n € IN,a; € R,b; € IR, (i=1,2,...,n), dann gilt

Yani< Y Sk
i=1 i=1 i=1
Beweis: Fur alle \, p € IR gilt

O<Z (Aa; + pb;) —)\QZa +2/\uZazb +,u2262

1=1

Mit A= Zaz, B = Zb C= Zaz gilt also

)\2A+M2B+2)\ILLC > 0 (v/\ W e JR)
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Zu zeigen ist: |C| < VAB .

—/A LfallsC >0
Setze A = VB, u— ) =
e A {\/A falls C < 0

= uC = —VA|C| also 24B—2VAB|C|>0 = AB>|C|.

Beispiel 1.23 :  Verallgemeinerte Dreiecksungleichung

Fir allenE]Nund a; € R (i=1,2,...,n) gilt
|Zaz|<zlazl

Beweis: n=1: |a1| < a1,
n+1

n—n+ 1 |Za1| = |Zaz+an+1| < |Za1|+|an+1|

n+1

< Z |ai| 4 |ang1| = Z |ag| .

Beispiel 1.24 :  Ungleichung zwischen arithm.- und geometrischem Mittel

Firne€e IN und a; € Rmit a; >0 (1 =1,2,...,n) gilt

1 n
— g a; > Yaias---ay .
n -
=1
Beweis: Sei A = {/ajaz---a, und b; = § |

: : 1 A
dann ist zu zeigen: ZZ 10 = 121 1 bi > A
1 . — .

wobei blbgbn = 7 )\ a; =7 ca1az- - an = 1,

also ist zu zeigen Zb > 1 fiir byby---b, =1, b;>0.

Beweis durch Vollstandlge Induktion:

n=1 b =1, 13 b=1,

n—mn-+1: Sei biby-- bbn_H—l

= entweder alle b; =1, also +1 Z”H bi =1 oder ein b; > 1 und ein by < 1.
Sei 0.B.d.A. b; > 1 und b2 <1 (sonst umnumerieren)

= (bl —1)(1—b2) >0 = by +by>1+4b1b

= bi+bo+ -F+bpy1>1+ ?1bg—|-b3—|—-“bn+1l

TV
n Summanden mit Produkt 1

Nach Indukt.-Vor. gilt also by +bs + -+ b1 > 1+n



Dualzahlen

Fiir einige Anwendungen (z.B. Computer) ist es sinnvoll, mit anderen Zahlensyste-
men als mit dem Dezimalsystem zu arbeiten. Beispielhaft wollen wir hier auf das
Dualsystem eingehen:

Ziffern: 0,1 ,

Basis: 2.

Beispiel:  1011(9)=1-2240-224+1-2' +1-2°=8+2+1=11(y) .

Erzeugung von Dualzahlen aus Dezimalzahlen

Beispiel:
5:2=2 Rest 1
2:2=1 Rest 0
1:2=0 Rest 1

Schreibt man die Reste von unten nach oben auf, so erhalt man
101(2)35(10) .

Beispiel:
22 :2 =11 Rest O
11:2=5 Rest 1

5:2=2 Rest 1
2:2=1 Rest 0
1:2=0 Rest 1

also 10110(2)522(10)

denn: ((((0-2+1)-240)241)2+1)-24+0=122.

Rechnen mit Dualzahlen

"4+7: 040=0, 04+1=1, 140=1, 1+1=10
"e”: 0-0=0, 0-1=0, 1-0=0, 1-1=1.

+] 0 1 « | O 1
of 0 1 0|0 O
1] 1 10 1|0 1
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Beispiele:

Addition Subtraktion Multiplikation Division
101 10110 10110 - 101 10110 : 101 = 100.01100
+ 10110 — 101 10110 101
11011 10001 101100 01000
1101110 101
110
101
10

(dezimal 5+22=27 , 22—-5=17 , 22.5=110 , 22:5=4.4).
Die Subtraktion kann folgendermaflen auf die Addition zuriickgefiihrt werden:

a, b seien zwei n-stellige Dualzahlen mit a > b.

b sei das Komplement von b, dh: b entstehe aus b durch Vertauschen von 0 und 1,
dann gilt:

b+b=11..1.

Addiert man zu b+ b die Zahl 1, so erhélt man b+ b + 1 = 100...0 ((n+1)-stellige
Dualzahl).

Beispiel: b = 0011012

001101 (b)
110010 (b)
000001 (1)

1000000  (b+b +1) .
Also folgt: b=100..0—b—1= a—b=a+b+1—100...0.
(Die Subtraktion der Zahl 100...0 bedeutet die Streichung der ersten 1).
Beispiel: @ = 101105y, b= 00101(3), a—b= 10001

10110 (a)
11010 (b)
00001 (1)

110001 (a+b+1) = a—b=10001() .

Darstellung rationaler Zahlen im Dualsystem

Beispiele:
325 =3+ 75 =3+1
~ 1 ) TN ~
310)=1l2) und 7, =2 220.012) = 3.25(10)=11.01()

%(10)£1(2) 1 11(5) = 0.0y .
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Rationale Zahlen = periodische Dualzahlen, dh. die Darstellung in Computern ist
nicht exakt.

Algorithmus zur Darstellung rationaler Zahlen im Dualsystem

Sei %’ eine rationale Zahl zwischen 0 und 1, aq,as,... seien die Ziffern (nach dem

Komma) im Dualsystem. Dann gilt
p_m_ o a
qg 2 T92 T 53
Multiplikation mit 2q ergibt
az  ag .
2p:a1q+q(7+2—2+-~) =a1q+r; (0<r <q) mit
] a2 as

4+

. ) + 2 4.
Analog erhélt man

2ry =asq+ry , 2ro =asq-+rs , USW.

Allg.: 2r, =apy1q+7r0e1 , T0=p (ME DNy, 0<r; <q).

Mit Hilfe dieser Vorschrift lassen sich die Ziffern a; berechnen.

Beispiel

7 _
a) g0y = 0@

2:-7=14=1-846 , 2:-6=12=1-844 , 2-4=8=1-840
7 2~
= 5(10)—0.111(2) .
b) (10):0""(2)
1=2=0-342 , 2:-2=4=1-3+1 , 2:-1=2=0-3+2
30.0_1(2).

N wl—=

4

1
3(10)

2 Nullstellen von Polynomen

Definition 1.25 : Seienn € N , a; € R (i=0,1,...,n) , z € IR, a, # 0, dann
heif3t

p(x) = Zaixi Polynom vom Grad n.
i=0

p ist eine Funktion, die jedem z € IR den Funktionswert
p(x) = apx™ + -+ a1x +ap zuordnet.

12



Der Graph { ( (x )) x € ZR} dieser Funktion 148t sich in der Ebene darstellen:
p(x

A

pl(x)

Darstellung des Graphen

In der Anwendung wird héaufig nach Nullstellen von Polynomen gesucht:
Gesucht {z € IR : p(x) =0} Nullstellenmenge.

Beispiel p(z) =2?-3x+2= (z—1)(x—2) = p hat die Nullstellen x1 = 1,25 = 2.

Satz 1.26 : p sei ein Polynom vom Grad n. Dann gilt :
a) Zu jedem a € IR gibt es ein Polynom ¢ vom Grad < n mit
p(x) = (z — a)q(x) + p(a).
b) Ist a € IR Nullstelle von p (dh. p(a) =0) , dann gilt
p(x) = (z — a)q(x).
c¢) p hat hochstens n verschiedene reelle Nullstellen.

d) Hat p genau n reelle Nullstellen x1, zo, ..., z,, so gilt
p(z) =an(x —x1)(x —22) -+ (* — ) und
T1Tg -+ Ly = (—1)”@
Qn
Gy
T+ Tt x, = —— L.
an
Bemerkung 1.27 : Hat p genau n reelle Nullstellen x1, o, ..., x, mit
x; € Z , und ist a0 € Z , so sind alle Nullstellen Teiler von @.
(07% G,

Bewezis:
zu a) Sei q(z) =bp_12" 1+ + bix + by
= (r—a)q(z) =by_12™ + (by_2 — ab,_1)x" L + -+ (bg — aby)x — aby .

13



Da p(x) — p(a) = (x — a)q(x) sein soll, mufl gelten (Koeffizientenvergleich , dh: 2
Polynome stimmen nur dann iiberein, wenn alle Koeff. gleich sind):

Ay = bn—l , Qp—-1 = bn_g — abn_l, .o, a1 = bo — ab1 , ap —p(a) = —abo
& bp1=ay , byo=ap_1+ab,_1 , -+ , bo=a1+aby , pla) =ag+abg.

Nach diesem Schema (Horner Schema) kénnen die b; nacheinander ausgerechnet wer-
den. Aus der letzten Spalte ergibt sich dann der Wert p(a):

Horner Schema

| an Qnp—1 ay Qo
a | bp1 bp_o -+ by pla)

zu b) pla) =0 = p(z)=(z—a)(z),
zu c)d) Jede reelle Nullstelle kann abgespaltet werden. Sind x1,zo, ..., 2, ver-

schiedene Nullstellen

= px) = (x —x1)q(z) und p(z2) = (22 — 21)q(22) ,

da (zo — 1) # = ¢(x2) =0

= q(z) = (x—a:g)()mitGradrgn—Q

= plz)=(r—z1)(xr —x2)7(x) uUSW.

= px)=ap(z—21)(x —22) - (T — 2p)

= ana” + (—ap) (@1 + T2+ @) 2" 4 (1) i@ T

~~ ~~
Ap—1 ag

Bemerkung 1.28 : Das Horner Schema kann benutzt werden
a) zum Abspalten eines Faktors (z — a) ,
b) zum Ausrechnen von p(a) ,
¢) zur Transformation z =z —a .

Beispiele

1) p(z) = 2* — 223 — 622 + 192 — 14
a=2
1 -2 -6 19 —-14
571 0 -6 7 0 =p2

Also ist 2 eine Nullstelle von p
= plx)=(x—2)(z3 - 6x+7).

2) p(z) =23 -1

14



3) pla) =at —23 -T2 +2+6
1 -1 =7 1 6

|

1171 0 -7 =610
-111 -1 —-610
=211 =310

= pa)=(@-1)(2*-T7x-6)=(z—1)(xz+1)(2®> -z —6)
=(x—1)(z+1)(z+2)(z—3)
= Nullstellen: {1,-1,-2,3}.

4) Transformation

p(x) =23 —622+ 11z —6=c3(x —4)> +ca(x —4)2 +c1(x —4) + o -

Gesucht ¢; .

|1 —6 11 —6

4 11 —2 3 6 = ¢
4 |1 2 11 = ¢
4|1 6:(22
4|1=Cg

denn  p(z) = (z —4)q1(z) +co , @i(z) = (z —4)@(z)+a ,

= (@ —4)g3(z) +c2 , gz3(x) =c3

=(x—4)cs+ca , q(r)=(r—4)>2%cz+ (x—4)ca + ¢
= plx)=(r—4)3c3+ (x —4)*ca + (x —4)c1 + ¢ -

Bemerkung 1.29 :  Esgilt ¢o=p(a) , ¢ =p'(a) ,

(k)
allg. ¢ = b k'(a)

Beweis: spater.

Beispiel 1.30 :

p(x) =2t —z™ (nge Ng) , a=1

1100 - 0—-10 - 0
1111 -1 00 - 0=p(1)
S @ g™ = (o= 1)(a" 42" e 4 a™)
n ) $n0—$n+1
:> Z:— 1
=no
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3 Komplexe Zahlen

Wir wissen, dafl p(r) = 22 + 1 keine reellen Nullstellen hat. Soll dieses Polynom
Nullstellen haben, so miissen wir den Bereich der reellen Zahlen erweitern.

21 =4 und 2o = —i seien die komplexen Nullstellen von 22 +1 = 0, also i = —1 und
(i) =—-1 = (z—i)(z+i)=22—-i2=22+1=0 fiir 2y =4 und 2o = —i.

Definition 1.31 : Fiir z,y € IR heilt 2z =2z 41y komplere Zahl mit
Re z =1z (Realteil von z) und Im z =1y (Imagindrteil von z).
C={zx+iy : € R, y<€ IR} heiit Menge der komplexen Zahlen.

2 komplexe Zahlen z; = x1 + iy; und 29 = x5 + iys heiflen gleich,
dh. z1 =20 & [x1 =2 und y1 = Yol

Darstellung in der Gaufischen Zahlenebene

. 121
N R Z=X+iy !
11 e 2+
-1 1 2
reelle Achse 0 X o 11 o 2—i
. indire 1—21
Achse

Rc@ , R={ze€@ : Imz=0} reelle Achse,
{2z€@ : Rez=0}={iy : y€ R} imagindre Achse.

In @ wird die folgende Addition und Multiplikation erklart :

Definition 1.32 : Fiir z; = x1 +i1y; € € und 25 = x5 + iys € C'sei
21+ 29 := (21 + x2) +i(y1 +y2) (Addition),
2129 = (x122 — Y1Y2) + i(x1y2 + 2y1)  (Multiplikation).

€ ist mit dieser Addition und Multiplikation ein Korper , dh. bzg ” + 7 und ” e”
gelten die Axiome 1),2),3), die auch in IR gelten.

z = 1 ist das Einselement, denn 1-z =2 Vze (.

Definition 1.33 : Sei z = z + iy € €, dann heif3t
z:=x —1iy die zu z konjugiert komplexe Zahl,

|z| ;= \/x? +y?> =2z der Betrag von z .

|z| entspricht der Lénge des zugehorigen Vektors.

16



z .
= —  alsoist

_ 1
Da 2z=[2]? = s = Bk

|

1
-_r ;Y das inverse Element von z fiir z # 0.
z x4y w4y

Beispiele
(1+20)+(2-3i))=3—i , (1+2)(2—-3i)=2+4i—3i—6i>=8+1,

1420 _ (1+24)(2+3%) 4 + il
2-3i 13 — 713 13 *
Darstellung der Addition Darstellung von z
v Z=X+1y
yqt¥o
Ya '.'
¥1
%Xg Xy X +xg -y E:X—iy

Die Addition entspricht der Vektoraddition.

Es gelten die folgenden Eigenschaften

Satz 1.34 : Fiir z, 21, 29 € € gilt

— = . z z1
nitze=z1+t2 , Zi2=Z1Z22 (—1)221 , (22 #£0)
z9 Z9
Z=2 , Rez=3(2+4%) , Imz=4(2—-32)
2z = |z|? 1_= :
oz 2z |22
Zl=12] , |2/>0 , |2/|=0 & z=
<1 <1
azl=lallal 2= 20
22 |zl

|21 + 22| <|z1| + |22]  (Dreiecksungleichung).

Beweis: (durch einfaches Nachrechnen),
zB.: z+zZ=(x+iy)+ (r—iy) =2x =2 Re z,
z2—zZ=(r+iy)— (x —iy) =2iy =2i Im z .

17



Polarkoordinatendarstellung

Fir z = x + 1y € € gilt die folgende Darstellung

z=x 4+ iy =rcosp+irsinp = r(cosp + isinp)

mit r = |z| , @ =arg z (Argument von z mit 0 < ¢ < 27).

e'? :=cosp + tsiny

Bezeichnung 1.35 :

z = ret¥ . 5 5
also mit  r=|z| =+/22+y?> und

xr=rcosp , y=rsinp g:tango (x #0).
x

y Z
r=lzl
(@
. >
arctan £ + km , falls x # 0
: ) /2 yfallsz =0, y >0
Bsist =930 fallsz =0, y<0
0 , falls 2 =10

mit k=0, falls x >0,
und k=1, falls x<0.

2w 2N O)

in B B3 b Iso 2m=360° =
(¢ in Bogenmafl angeben, also 2r=360°, 360 — 180

Beispiele
144 = \/§ei7'r/4 ’ (_1 _ Z) — \/561571'/4.

Wir benoétigen einige Eigenschaften der sin-, cos-,tan- und cot- Funktionen, die wir

erst spater beweisen werden: :
(]
b
a b b P

p =cosy, E:singo, p =tany, gooﬁﬁ Bogenmaf3 -

18



sin(—¢p) = —sin(p) , cos(—¢p) = cos(y)

1 sin(x) / cos(x)

0 /2 m an/2 2m 0 n/ m 3n/2  2n
tan(x) 3n/2
T+arctan(x)
n
gn/Q
-m -n/2 0 n/2 m 3n/27 2n
arctan{x)
0
—n/2
Graphen der trigonometrischen Funktionen
Bogenmaf sin coS tan cot
0 0 1 0 -
1 3 1
T L v L V3
6 2 2 V3
1 1
Tl = | = 1 1
4 V2 V2
3 1 1
T V3 - V3 | =
3 2 2 V3
™
— 1 0 - 0
2

7r
sin(p + 5) = cos(yp).
Es gelten die Additionstheoreme

sin(p1 + ¢2) = sin(p1) cos(pz2) + sin(p2) cos(py) ,
cos((p1 + p2) = cos(ip1) cos(pz) — sin(p1) sin(pz) -

Es gilt (1.36) e'¥1ei¥2 = eilvites)
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Denn:
e'¥1e'?2 = (cos p1 + isin 1) (cos g + isin ps)

= (oS 1 €O Yo — sin 1 sin o) + i(sin @1 cos w2 + sin gy cos Y1)
= cos(1 +2) +isin(pr + ¢2)
— ei(¢1+<ﬁ2)‘

Satz 1.37 : Fiir z = re'¥ |, 21 = r1e'¥1 | 29 = re'?2 € € gilt
zZ=re ¥
2122 ] T1r262(501+‘102)

AL r_lei(sﬂl—sm) , (20 #£0)
zZ2 ro
2V =1r"e"™ (nelN)
—n 1 1 —in
V4 = Z—n = r—ne ¥ y (Z §£ 0)

Beweis: Z = r(cos @ — isinp) = r(cos(—p) + isin(—p)) = re”
2122 — /rle'upl T2ei802 — T1r2€i(ﬂol+§02)

oz 1 —ip _ L _ip
—=r5 =5 e Y =—e
z |7 r r
21 o _
— Zl o —_— = —el(wl <‘02)
2 2y T
2" =r"e™? (Beweis mit vollst. Induktion)
11
Zn /’aTL

Darstellung der Multiplikation

2122

‘/91+992

Z2 Zl

v
2 o

Wurzeln komplexer Zahlen
Seiaed, a#0, nelN .
Frage: Fiir welche z € C'gilt 2" =a ?

Ist a =re™ und z=pe™” = 2" =7pei™V =rei¥
= pt=r und np=9+2kn (k€ Z)
= p=3r und =T (ke Z).
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Also gilt

o+ 2km
Z—
(1.38)  zp = re n mit £=0,1,...,n—1

sind die n Lésungen (Wurzeln) der Gleichung 2" = a = re'?.

Alle anderen k € Z fithren zu den gleichen Werten, denn z, = 29, 2,+1 = 21, USW.
(weil cos und sin 2w —periodisch).

Diese n Wurzeln von a bilden die Ecken eines regelméfliigen n— Ecks auf dem Kreis
mit dem Radius {/7r.

Beispiel 1: a=1=1e""  n=5.
0+2km

=1 = z,=vV1e 5 =cos(%X)+isin(2£r) (k=0,1,2,3,4),

also zp =1, 21 = cos(27/5) + isin(27/5) , 23 = cos(47/5) + isin(4n/5) ,
zg = cos(6m/5) + isin(67/5) , z4 = cos(87/5) + isin(87/5).

Beispiel 2: a=i=1e"/?2 n=2.

=i = = YT ™5 = cos(”/erTle) + isin(ﬂ/erT%”)
= cos(m/4+ km) +isin(r/4+ kr) (k=0,1),

also zg = cos(m/4) + isin(n/4) = \/Lﬁ(l +1),

z1 = cos(bm/4) + isin(bw/4) = —\%(1 +1).

AR
NI N

Beispiel 1 Beispiel 2

Beispiel 3 : iz bedeutet eine Drehung um 90° , denn mit
z=re¥ und i = 1e™/2 = iz = reiletm/2),

Beispiel 4 : |21 — 22| bedeutet der Abstand vom Punkt z; zum Punkt 2, .

Beispiel 5: {ze @ : |z —i| <1} ist die Kreisfliche um ¢ mit Radius 1.
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Beispiel 6 : {2z € € : |z —i|+ |z +i| =4} ist die Ellipse mit den Brennpunkten 4
und —i und den Halbachsen v/3 und 2.

z2
n...ni%l _Z2‘
71 /’21\
________________ - |
_Z2 -----------------
.
Beispiel 4 Beispiel 5 Beispiel 6

Denn: |(x+iy) —i|+|(x+iy) +i|=4 = |z+i(ly—1D>=A—|z+i(y+1)])?
= 22+ @y-12=16-8lz+i(y+1)|+22+ (y+1)?
= 8lz+i(y+1)|=16+4y = 4(2®>+ (y+1)%) =16 + 8y + v/?

2

2
= 42?4+ 4y +8y+4=16+8y+y* = 4d?+3y*=12 = L +L =1

Beispiel 7: {2 €@ : 0< arg 2> < m/4}
={zel : 0<argz<m/8
oder m < arg z <9m/8}.

Polynome

Seien a; € IR (i =0,1,...,n).
Sei p(z) = apaz™ + ap_12" '+ +ar+ag , a,#0, alsograd p=n.
Dann gilt der Fundamentalsatz der Algebra (Beweis spéter):

Satz 1.39 : p hat genau n Nullstellen 21, 25,...,2, € € mit
p(x) =an(x —21)(x — 22) - (¢ — 2).

Satz 1.40 : Ist z € @\ IR Nullstelle von p, so ist auch Z Nullstelle von p und es gilt
p(x) = (% — (2 Re 2)o + [sP)g(x) , gradq<n—2.

Beweis: p(z) = apz"+---a1z+ap0=0 = p(z)=a,z"+---+a1Z2+ao =p(z) =0.
Da z und z Nullstellen, kann der Faktor (z — z)(z —2) = 2% — (z + 2)z + 27 =
22 — (2 Re z)x + |2|? abgespaltet werden.

Also kann p in IR in lineare und quadratische Faktoren zerlegt werden
p(x) =apn(zx —x1) - (z —2,) (2% + a1z + by) - (2% + asz + by)
mit den reellen Nullstellen x1,...x, und den nichtreellen Nullstellen 21,27, - -, 2z, Z5 .

In € kann p in lineare Faktoren zerlegt werden
p(x) =an(x —21)(x — 22) - (x — 2p).
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Definition 1.41 : 2z heif3t Nullstelle der Ordnung r
& plz) = (z—2)"q(z) mit q(z) # 0.

Satz 1.42 :  z ist Nullstelle der Ordnung r
Sp(z)=p(z)==pV() =0, p(z) £0.

Beweis : p(x) = (x —2)"q(z) =(x — 2)"(do + d1(z — 2) + -+ dp—p(x — 2)"7 ")
=do(z —2)" +di(x—2)"T + +dpy_r(z—2)"

S c=c=-=¢_-1=0, ¢ =dy#0 (Koeffizienten ¢; bei der Transformation
u=(r—2z))

& pe)=p(2) = =pr V() =0, p(2) £0.  (vgl. (1.29)).

Beispiele

1. p(x)=(xr—1)%(x+2)3(x —3) hat die Nullstellen x; = 1 (zweifach),
x9 = —2 (dreifach), z3 = 3 (einfach).

2. p(z) =a°+23—2?—1 hat die Nullstelle z; = 1. Abspalten von (z — 1) ergibt:
/1T 0 1 -1 0 —1
11112 1 1 0

Das Restpolynom ¢(x) = z?+2%422%4+2+1 hat die Nullstellen 25 3 = 4-i. Abspalten
von (z +1i)(x — i) = 22 + 1 ergibt (Polynomdivision):
4t 4222+ +1 2241 =22+ +1
xt + 22

23 + 22

24

2+ 1

2?4+ z + 1 hat die Nullstellen 245 = —% + z\/Tg

;=

Damit hat p(z) die (einfachen) Nullstellen 2y =1, 293 = £i , 245 = —% 4+
Partialbruchzerlegung

Eine wichtige Anwendung fiir die Zerlegung eines Polynoms ist die Partialbruchzer-
legung einer rationalen Funktion.

p(z)

Sei f(z)= ﬂ mit p, ¢ sind Polynome mit grad p < grad q (ist gradp > grad q ,
q(x

so muf} vorher eine Polynomdivision durchgefiihrt werden).

Das Nennerpolynom ¢(x) habe die folgende Zerlegung in IR:

qz) = (x —2)™ - (z — )™ (2* + arx + b))% - (2 + @z + b)*  mit den reellen
Nullstellen 1, s, - - -, zx und den nichtreellen Nullstellen z1,7z7, 20,23, - - -, 21, 2.
Dann gilt:
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Satz 1.43 : Es existieren eindeutig Zahlen A, ;, B; ;,C; ; € IR mit

Aty Az

_plx) A Ai o 2,75
)= qlz)  x—x2y + (x —x1)? T (x —x)™ = — x4 T (x — xo)72
Biiz+Cia Bis,x+ Cis, By g+ Cp g
2+ a1z + by (22 + a1z + by)%! (22 4+ ajx + b))

Beweis : Fafit man die Briiche auf der rechten Seite wieder zusammen, erhéalt man
den gleichen Nenner wie auf der linken Seite (g(z)). Also miissen die Zahler auf
beiden Seiten auch gleich sein. Durch Koeffizientenvergleich erhélt man ein lineares
Gleichungssystem (GLS) fiir die Unbekannten A; ;, B; j, C; ;. Dieses Gleichungssys-
tem ist eindeutig 16sbar. Zur Berechnung dieser Zahlen A; ;, B; ;, C;; miissen also
folgende Schritte durchgefiihrt werden:

Berechnung von A, j, B j, Ci;:

1. rechte Seite zusammenfassen (auf Hauptnenner bringen),

2. Zahler nach z-Potenzen sortieren,

3. Koeffizientenvergleich des Zéhlerpolynoms mit p(x) durchfiihren,
4. lineares Gleichungssystem losen.

Beispiele

20 +1 2z +1 _a . b
24+rx—-2 (z—-1)(z+2) z—-1 z+2
_alr+2)+bxz—-1) (a+b)r+ (2a —0)

(x—1)(x+2)  (z—-1)(z+2)
= a+b=2,2a-b=1 = b=2—-a,20—2-a)=1 = a=1,b=1

5 1 B 1 A +Bac—kC
S 24 x—-1 (z—-1)(224+1) -1 2241
= 1=Ax*+1)+Bx+C)(x—-1)=(A+B)2>+(C-B)z+ (A-C)
= A+4+B=0,C-B=0,A-C=1
= B=-A C=B=-A A=1+C=1-4
= A=1/2, B=-1/2, C=-1/2.
20 — 1 A B C Dx+F Fx+G
= + + + + .
(2 4+1)2(x—=1)3 2z—-1 (zx—1)2 (z—-1)3 2241 (22+4+1)
4. =7 +x+1-— (vorher Polynomdivision, da grad p > grad q).
x — x —
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Bemerkung 1.44 :  Bei einfachen Nullstellen kann man auch folgende Methode
benutzen:

20 +1 A B
1. = Multiplikati it (x —1 ibt
G-z +2) a:—1+:c+2’ ultiplikation mit (z — 1) ergi
21 + 1 -1
Tl A+ B , x =1 einsetzen ergibt
35(: + 2 T+ 2
3= A = A=1 Analog erhélt man durch Multiplikation mit (z + 2)

20+ 1 _Ax—I—Z

= + B, x = —2 einsetzen ergibt
x—1 r—1

:—ng = B=1.
o 1 _ A Bz +C
(x—1D(x2+1) -1 2241
R x21—|—1 1_1_%1’ §x+c}$lﬁ}xl 1
—1—1
- BirC=i79=—3 C=-3 B=73

25



IT Vektoren, Matrizen, Determinanten
1 Vektoren
Motivation

P sei ein Punkt der Ebene. Legen wir in der Ebene ein Koordinatensystem zugrunde,
so ist P eindeutig durch seine Koordinaten x; und xo charakterisiert: P(x1,z2).

X2 fromererereee /p

X1
Zu jedem Punkt P in der Ebene gehort ebenso eindeutig ein Vektor (Ortsvektor von
P): Die Verbindung zwischen Nullpunkt und P mit Pfeil in Richtung P. Fiir Vektoren
schreiben wir Z, also P=Z (Ortsvektor von P). Ein Vektor ist gekennzeichnet durch
seine Richtung und durch seine Ldinge. Umgekehrt gehort zu jedem Vektor & eindeutig

ein Punkt P, wenn man den Vektor so parallelverschiebt, dafl der Anfang im Nullpunkt
liegt.

pP==z
A o T1
P(xi,20) =2 = ( )
)
Lange von 7 Z| = /% + 23 .

Addition von Vektoren
(1’1) . (yl>
9 y -
€2 Y2

Fg= 1+ Y1
Tot+y2)

S
I

Skalarmultiplikation von Vektoren

- X1
Ae R = -
S , X (@) o

H¥

Skalarmultiplikation bedeutet Streckung (Verlangerung oder Verkiirzung oder Umkeh-
rung der Richtung (falls A < 0)) der Vektoren.
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Analog zur Ebene gibt es zu jedem Punkt P im Raum einen Vektor

X1
o . . -
% To | mit den 3 Koordinaten x1, xo, x3 Plxy, 2, x3)
Zs3
T
P([I}l,flfg,flfg):.lf: Z2
T3

Da in der Anwendung auch Vektoren mit mehr als 3 Koordinaten vorkommen, zB.
die drei Ortskoordinaten x1, z2, x3 und die Zeitkoordinate ¢, fiihren wir nun allgemein
Vektoren mit n Koordinaten ein (n =1 = reelle Achse IR, n =2 = FEbene IR?,
n=3 = Raum IR3).

Definition 2.1 : Wir bezeichnen mit
T1

Z2
]R”::{f: : :xiélR,(izl,Z,...,n)}

In
die Menge aller Vektoren im n-dimensionalen Euklidischen Vektorraum.

T
T2
Ist ¥ = ) , 8o heift z; die i-te Koordinate von Z.
Tn
T Y1
. - X2 . Y2 . . -
Zwei Vektoren ¥ = ) und y = . heiflen gleich , d.h. T =1y
Ln Yn
& x; =y furallei=1,2,...,n,d.h. alle Koordinaten sind gleich.

In IR™ fithren wir die beiden folgenden Rechenoperationen ein:

L1 Y1
ors . R L2 . Y2
Definition 2.2 : Seien = = . , Y= ) celR", NelR,
Tn Yn
T1+ Y1
— — :52 _|— y2 . . N o
T+9y:= ) Addition (koordinatenweise Addition),
Tn + Yn
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)\371
)\1'2

AT = ) Skalarmultiplikation.
AT,

Fiir diese Operationen gelten die folgenden Regeln

Satz 2.3 : Fiir alle Z,¢,2 € IR" , A\, u € IR gilt

a) T+yecR"
T+y=y+72 Kommutativitdt
(Z+y)+Z2=0+(U+2) Assoziativitat
0
L o
O+2=2+0=2 mit 0=] .
0
- —Z2
T4+ (—2)=0 mit —Z=(-1)Z= :

b) \Z € R"
AN+ )@ = \d + px  Distributivitdt
MZ+9)=ANE+ Ny Distributivitdt
(A) @ = A(ux) Assoziativitat

Beweis : Alle Eigenschaften folgen sofort aus den entsprechenden Eigenschaften
(Axiome 1.3) der reellen Zahlen, da die Operationen koordinatenweise ausgefiihrt
werden.

—

Aus a) folgt: Zu Z,je R* 3de R" mit T+a =4 (d:=ij— ).

Definition 2.4 : Eine Menge V (V' # (), in der eine Addition und Skalarmultiplikation
mit den Regeln a) und b) von Satz 2.3 erklért sind, heifit Vektorraum.

Geometrische Deutung von & — 1/

-}7 - e
Xy
T—yg=2+(-1)y=7+ (-7 . ox
Seien Pi, P> zwei Punkte in IR"™, \
dann gehoren zu P; der Ortsvektor 7y - et
und zu P, der Ortsvektor 5. o

Der Vektor &y — &5 ist dann der Vektor,
der von P, aus nach P; gerichtet ist, also: 1 — Zo=P> P;.
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Definition 2.5 : Seien 7= | . ,y=1| . | € R".
xn yn

n
a) < T,y >:= Z x;y; heilt Skalarprodukt der Vektoren ¥ und 7.
i=1

e di s — —

Andere Schreibweise: < Z,y>=2-y=2

b) 7] = /<77 >=

heilt Lange oder Norm von Z.

Geometrische Deutung

a sei der Winkel zwischen & und ¥ , -
Yo y

- (71 5 (W
T = y Y = ’

L2 Y2
=12 _ .2 2 |22 _ 2 2 >
Z* =2t a3, |07 =i +u3 %
x Z2 . o
T — COSYr, o =8Iy, P o
7] | 7] !
Y1 Y2 . 71 %
T T CO8Y2, o =S,
|91 9

cos a = cos(p2 — 1) = COS P2 COS 1 + sin g sin @1
T1y1 | Xay2 < T, Y >

T T N L]

Also gilt: < Z,y >= |Z||y] cos a

(dies gilt auch in IR?).

Ist a = g = cosa=0 = Zly d.h. £ und y stehen senkrecht aufeinander.
Alsogilt: < Z,7>=0 < @17 (oder =0 oder j=0).

Diese und weitere Eigenschaften fassen wir nun im folgenden Satz zusammen

Satz 2.6 : Firalle Z,y,27€ IR" , A € IR, gilt

a) < Z,y>=|Z||y]cosa (o der Winkel zwischen Z und )
b) <Z,y>=0 < ZLly (oder ¥ =0 oder ¥ =0)
c) | <Z,y>|<|Zly] (Schwarzsche Ungleichung)
d) <&,y >=<y,¥> (Symmetrie)
e) <A\, y>=A<Z,y> und
<TH+Yy,Z2>=<Z,Z2>+ <y,Z7> (Linearitit)
f) |2 >0, |#=0 & =0
g) [AZ] = [A]|Z]
h) [Z4+ 9] <|#+|y] (Dreiecksungleichung).
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Beweis :

a) Wir zeigen zunédchst den Cosinussatz

@ — g1 = |27 + [ — 2|]|§] cos o .

a?+h?=\y*,

(1] — a)® + h* = |2 — g]* .

Subtraktion dieser beiden Gleichungen ergibt
Z —g* — 7> = |2 — 2a|Z|

= | —g* = I|Z]* +|7]* — 2a|7]

= |Z—9)*=|Z*+|7]* — 2|7||7| cosa , da ‘a—_,lzcosa
Yy

= > (zi—y)’ = Zx§+zy§ — 2|77 cos a

1= 1

n n
= Zx _2Z$zyz+zyz Zl‘?ﬂLZ?J?—QWH?ﬂCOS@
=1 =1

= 1

= szyz =< &,y >=|Z||y] cos o .
i=1

Z,7>=0 < cosa=0oderZ=0o0derj=0 < ZL§ (oderfzﬁoder

< o
I
SN

c) Dalcosa|<1 = |<&y>|<|Z|y] (siche auch Beispiel 1.22).

d) und e) einfaches nachrechnen (Axiome in IR ausnutzen).

= [AllZ] -

h) [T+ =<Z+7,T+§f>=<Z,E>42<Z,§J>+<i,7> (nachd)e))
< 217 +2|Z|lg] + |71* = (|1Z| +17))*>  (nach

¥
v
iy

¥

Anwendungen (2.7)

1. Berechnung des Winkels zwischen zwei Vektoren & und i

- < f) y > . . — —
Uber cosa = ﬁ kann der Winkel zwischen den Vektoren  und 4 berechnet
Ty

werden.
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1 1
Beispiel ©= |0 |,y=| —1 = cosq = —— =
1 0
2. Projektion des Vektors i auf den Vektor &

Z sei der Projektionsvektor,

. |Z] T
dann gilt = =cosa (a< <)
|7 2
= |Zl =ylcosa =yl ===
|79
<Zy> . . . o
= |Z]= ‘Tqy ist die Ldnge der Projektion
T
< T,y >
Z=)F mit |7 = \7| = % (da A > 0)
T
I g1l >
|72
<Zy>, . -
= Z= H‘Z Z ist der Projektionsvektor
i

Ist |Z] =1 = |2]=<&,y> ist die Lange der Projektion
und 2 =< Z,y > 7 ist der Projektionsvektor.

Beispiel : Ist K ein Kraftvektor und § ein Wegvektor, so ist die geleistete

Arbeit A=< K,§> , denn .
- K  xraftveltor

— < K,s> i
A= |K,||5] = ?Iﬂ,

wobei K, der Projektionsvektor von K auf 5 ist.

ETS
5  Wegvektor

Lineare Abhangigkeit, - Unhabhangigkeit

-
y
—
X X y
Z, 1y linear unabhdangig X,y linear abhdngig

Z,y sind linear abhéngig < & = ay oder §j = 6%
& M4 py=0 fir (A\u)#(0,0), ,peR.
AT + py heilt Linearkombination der Vektoren & und y/.
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Definition 2.8 :

a) r Vektoren Zy,Zs,---, %, € IR™ heiflen linear abhdingig, wenn es reelle Zahlen

A, A2,y A € IR gibt, die nicht alle Null sind, so da Y~ \i# =0 gilt.
i=1
b) r Vektoren &1, %5, -, %, € IR™ heien linear unabhdngig, wenn sie nicht linear

abhangig sind, d.h. aus Z \iZ; = 0 muB folgen, daB alle \; = 0 sind.

i=1
c) Z AiZ; heiit Linearkombination der Vektoren &'y, Zo, - -+, Xy
i=1
Beispiele
1 -2
1. Z=| -2 | undg= | 4 | sind linear abhéngig, denn 2& + 17 =0 .
3 —6
1 1
2. = =2 | und y = | 0 | sind linear unabhéngig, denn
3 1
A+ 0
AE+py = —2) =10 = A=0,pu=0 = Z ysind linear unabhéngig.
3N+ 0
1 0 0
0 1 0
3. e1=1. , €2 = | . , , €n =] . sind linear unabhangig in IR"™ ,
0 0 1
denn
1 0 0 A1 0
- 0 1 0 A2 0
Z/\igz':)q e M= =
= 0 0 1 A, 0
= AM=XM=---=X,=0 = ¢,€é, €, sind linear unabhangig.

Definition 2.9 : Sei V ein Vektorraum.

a) Ist r die Mazimalzahl linear unabhdangiger Vektoren in V| so heifit r die Dimension
von V, also dim V =r.

b) In diesem Fall bilden je r linear unabhéngige Vektoren aus V' eine Basis von
V, d.h.:  Seien &1, %5, -+, Z, € V (mit dim V = r) linear unabhéngig, dann
gilt: {#1,Z5, -, %} ist Basis von V, und es gilt: V& € VIA, Ao, -, A\ € R

mit ¥ = Z AiZ;, also jedes Element aus V' 1afit sich als Linearkombination der

i=1
Basiselemente schreiben.
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Beispiele

1. {é1,€s,---,€,} bilden eine Basis des IR™ (natiirliche Basis).
X
1\ e 1
i) -
Fir #=| . | € R" gilt e
‘ &
zn/ |/ A -
T =216 + o€ + - + Tny -
- &
= I= Ti€;
=1
- 1 . 1 C I
2. 1= 1) To = 1 sind linear unabhéangig, denn
A1+ Ag 0
MT1 + AT = = = M =X=0,
171 + A222 ()\1 B )\2) (O) 1 2

1 1
also bilden {(1), (_1>} eine Basis des IR?.

Ist & = (ml) € R* , so gilt
Z2
1 1
f:(x1>:A1()+A2< ) /

o 1 —1 |
= T1=A+X, T2a=A1 — A2
1+ To Ty — T2
1 2 ) 2 2

Geometrische Anwendungen: Gerade, Ebene

1. Gerade im R3

FEine Gerade g ist eindeutig bestimmt durch
a) einen Punkt P; bzw. den zugehorigen Ortsvektor #; und
b) einen Richtungsvektor 7.

Alle Punkte (bzw. deren Ortsvektoren) auf der Geraden g lassen sich darstellen durch

r=x +tr (tER)

Diese Darstellung heif3t ——
Parameterdarstellung der Geraden g %
durch 77 in Richtung 7.
t heifit Parameter.

ol |
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Eine Gerade durch P; und P, mit zugehorigen Ortsvektoren 77 und & fiihrt auf die
2-Punkte-Parameter Form

+t(@dy—21) , (telR)

8y
S

T =

—

weil 77 = ¥y — &1 Richtungsvektor ist.

Beispiele
1 1
=111, =10
0 0
1 1
= g= {f: 0]+t 1
0 0
x
mit ¥ = | y | gilt also
z

r=1+t,y=t,z=0 = {z=0 ((z,y) — Ebene) undy=x —1} .
Also eine Gerade in der (z,y)-Ebene.

1 3
. Seien P mit 1 = | 2 | , P, mit 5 = [ 1 | gegeben. Dann ist die Gerade durch P;
1 0
und Ps:
1 3 1 1 2
g:{i‘: 2 —|—t( 1]1-12 ): 2 1+t -1 , tER},
1 0 1 1 -1
oder koordinatenweise:  =1+4+2t, y=2—-1t, 2=1—1, t €

2. Ebene im IR?

Eine Ebene im IR? ist eindeutig bestimmt durch
a) einen Punkt P; bzw. den zugehorigen Ortsvektor #; und
b) 2 linear unabhéngige Richtungsvektoren # und .

Alle Punkte (bzw. deren Ortsvektoren) auf der Ebene F lassen sich darstellen durch

T=d1+M+pv , (A\p€R) T

Diese Darstellung heifit
Parameterdarstellung der Ebene E
durch #; in Richtung @ und v.

A und g heilen Parameter.
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Eine Ebene E durch 3 Punkte Py, P5, P3 mit zugehorigen Ortsvektoren 'y, Ty, #'3 fiithrt
auf die 3-Punkte-Parameter Form

f:fl+>\(f2—fl)+u(f3—fl) , ()\,MGB)

P3

<¥

Py
Denn @ =2y — 71, U= T3 — & sind Pz
2 linear unabhéangige Richtungsvektoren,

falls die 3 Punkte nicht alle auf einer Geraden liegen.

SV

Eine Ebene E ist ebenso eindeutig bestimmt durch
a) einen Punkt P; bzw. den zugehodrigen Ortsvektor Z; und
b) einen Normalenvektor 77 (77 steht senkrecht auf der Ebene E , also i LE).

L

Fiir alle ¥ € E gilt:
(Z — 1)L, also
<r¥—ax,mn>=0, also / R

< TN >=<T,n > i S

Hessesche Normalform oder lineare Form der Ebene E.

x a
Ausgeschrieben lautet siefir =y | , 7= | b
z c
< Z,mn>=ar+by+cz=<x1,m>=d also
ar +by+cz=d o a o
mitn=10b| undd=<z1,7m>.
c
Beispiel

(¢ und ¥ sind linear unabhéngig),

|

)
).
).

PWIRS R} (Parameterform),

e S NCRNGURN e el NV Rl

L,
E
5



1 3
= 1) , 2 sind 3 Punkte in der Ebene F, also erhalten wir die
0
-Punkte- Parameter Form
1 1 2 1
=11 +)\ 1)+u 1] - 1>,also
0 0 1 0
1 1
E:{:E': 1]+ +uf 0 , AMER}
0 1 1

also koordinatenweise z =142 \4+p, y=1+A, z2=A+p,

A, i eliminieren ergibt: A\=y—1, p=2—-A=z—y+1

= z=142(y—1)+(z—y+1) = x—y—2=0 (lineare Form), oder
T 1 1

< y |, —1 > =d=0 (Hessesche Normalform) , also 7w = | —1 | ist Normale
z —1 —1

auf E. Die Ebene E geht durch den Nullpunkt, da d =< 0,7 >= 0.

Umgekehrt erhalt man aus der linearen Form wieder eine Parameterform, indem man

3 Punkte bestimmt, die die lineare Form erfiillen (also in E' liegen):  hier z.B.
1 1 0
11,101}, 1 , also erhalt man
0 1 -1
1 0 —1
E = {:E =l1]+AX|-1]+pn| O . A E R} (Parameterform).
0 1 —1
Allgemein stellt jede lineare Form ax + by + cz = d eine Ebene E im IR? dar:
x a
E= {97:’ =y | ar+by+cz= d} mit 7= | b | ist Normalenvektor auf E.
z c

Abstand der Ebene zum Nullpunkt

P(Z) sei der Durchsto3punkt des Lotes

vom Nullpunkt auf die Ebene, dann ist ||

der Abstand der Ebene zum Nullpunkt.

Da Z in Richtung von 77 zeigt,

gilt: & = A7 mit \ € IR.

Ist <& 1 >=d die Ebenengleichung, so gilt:
<\, it >= A< it i >= \Ni|>=d

d ldf ld]
= A=r—5 = |7 =N =Ma] = —5li] =
712 ]2 7]~
Also ist
d
% der Abstand der Ebene zum Nullpunkt
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Abstand eines Punktes ) (mit Ortsvektor ¢) zur Ebene

Die Projekﬁignsléinge von ¢ auf 77

ist h = w (vgl. 2.7).

Der Abstand der Ebene zum Nullpunkt ist
— (falls d > 0), also ist

der Abstand des Punktes ¢ zur Ebene E ;
mit <Z,n>=d>0 <.

| < @ 7> —d|
7]

 J

Der Lotfufipunkt L (mit Ortsvektor f) erfiillt die Gleichung der Ebene: < lj n>=d,
und es gilt ¢ — 1 = An mit A\ € IR. Also folgt
I=7— X i = <q—M,A>=<qil>-\N<0,0>=<qg,i>-Ni|>=d

< q, > —d
L 4_Sgri>d
7|
Also gilt fiir den LotfufSpunkt
- L d—<qgn>
l=q+ qq z
7|2
2 1
Beispiel : E: z+y+2=1, ¢=11 = q= (1| mit|i|=+3
2 1
1
= —— ist der Abstand zum Nullpunkt.
V3
4
<qgmn>—-d=5—1=4 = —— ist der Abstand von ¢ zu F.
V3
Schnittpunkte
Beispiel : Gerade mit Ebene T //
1 1 P TN
Geradeg : F=|[1|+X|0], < ,/”/ s
0 1 4

Ebene £ : z—y+2=0. / ----- .. -

»

Fiir die Gerade g gilt: t =1+ X, y =1, z = A, einsetzen in E ergibt:
1
(1+XN)—14A=2A=0 = A=0 = &= | 1| ist der Schnittpunkt.
0
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Beispiel : zwei Ebenen

Fi: z—y+2z=0,
Ey : 2c+y+2=1
(zwei Gleichungen mit 3 Unbekannten).

1.G1.+2Gl = 32+22=1 = z=

1
2GlL-1.GL. = x+4+2y=1 = y=5-3%-

Also erhalten wir die Losungsmenge

x
1 1 1 3
L={%= : ==-z =--=
{:c Y relR, y 5 2x,z 5 233},

oder anders geschrieben (fiir x = A setzen)

0 1

L:{JE’ 12 | +X[ —-1/2 ] : )\EJR},
1/2 —3/2

also stellt die Losungsmenge eine Gerade (Schnittgerade) dar.

Vektorprodukt
L1 Y1

Definition 2.10 : Fiir = | 2o | € R® und 5= | y2 | € IR? heifit der Vektor
T3 Y3

T2Y3 — T3Y2

IXYy=:= | x3y1 — T1Y3 das Vektorprodukt von ¥ und y.
T1Y2 — T2l
-
T, 1y, & xy bilden Xx ¥y

ein Rechtsdreibein, d.h.: nimmt man die
rechte Hand und zeigt & in Richtung Daumen
und % in Richtung Zeigefinger, so zeigt

Z X ¢/ in Richtung Mittelfinger.

< ¥

MY

Es gelten folgende Eigenschaften:

Satz 2.11 : Firalle Z,7,Z€ IR , A\ € IR git
a) xy L& und ¥xy Ly

b) |7 x y] = |Z||y]sinv  (a der Winkel zwischen Z und ¥, falls 0 < o <)

c) |# x g ist der Flacheninhalt des von & und 7 aufgespannten Parallelogramms
d) Zx =0 < & und ¢ sind linear abhéingig

&) Tx §=—(5x7)

) MZ x ) = (AL) x § = T x (AY)

g) TX(Y+2)=Txy+Tx7z.
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Aus f) und g) folgt die Linearitdt des Vektorprodukts.

Beweis :
a) < ITxy,T>=wx1(r2ys — x3Yy2) + T2(23y1 — T1Y3) + 3(T1Y2 — 2y1) =0,
analog < @ x ¢,y >= 0.
b) T x g? = (ways — x3y2)® + (z3y1 — T1y3)* + (21y2 — 2291)?
= (27 + a3+ 23) (i + v3 + v3) — (211 + T2y2 + T3Y3)?
= 7|72~ < &, § >*= [Z§]*(1 — cos? o) = |&]?[§]]* sin® « .

Also gilt
- . X:y .
|7 x 3] = |Z][7] sin N
fals0 < a <. e
X
c) Da h =|y|sin« gilt:
der Flacheninhalt des von Z und ¥ 3 AT
aufgespannten Parallelogramms ist h o
X

F = |Z|h = |Z||y]sina = |Z x 7] .

d) Exg=0 < Zxy]| =0 < F=0oderj=0o0dera=0o0dera=7 < Z,7
linear abhangig.

e),f),g) Einfaches nachrechnen.

Beispiele
o : . . : L uxXvo
. Sei E eine Ebene, die durch @ und ¢ aufgespannt wird = 7 = 7% 7] ist eine
U X U

Nomale auf E mit |77 = 1.

. Seien &, 4, Z 3 linear unabhingige Vektoren des IR?, dann ist der Inhalt des von diesen
Vektoren aufgespannten Spats (Parallelepipeds)

| < Zxy,Z>|

Denn:

Grundfliche |7 x ¢] ,

Hohe h = |Z|cosa

= Inhalt=|¥ x ¢||Z]cosa =< T x 3,2 > .

. Der Abstand eines Punktes P (mit Ortsvektor p) zur Geraden g mit Parameterdarstel-
lung ¥ = Zo + ¢t , mit |F] =1 ist

(P = Zo) > 7

Der Ortsvektor des LotfufSpunktes ist

[= o+ < P—To,7>T
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Denn:

(P — &o) x 7| = |p — Zo||F]sina = |p— Zg|sina=h , da |f] =1.

Fiir den LotfuBpunkt L mit Ortsvektor gilt:

a) [ =iy+tF mitte R (L liegt auf g),

) <P-LF>=0 ((F—1)L7)

= < PFS=< LT >=< T + 17,7 >=< Fo, 7> +t < 7,7 >
= t=<p—1=2p,r> ,da <7 r>=|fl=1

= [=F+<p—To,7>7.

o

—

. Trdgheitsmoment bzg. der Geraden g : T =Zo+tr , |[F]=1:
Tg:/ (& — Zo) x 7? dT
M

(Beweis spéter). K_’_—T—ﬁ

. Drehmoment

Bei einer durch eine Kraft K bewirkten Drehbewegung (I? | Drehachse) ensteht das
Drehmoment M = 7 x K.

Beispiel Mathematisches Pendel

K ist die Schwerkraft, also |K| = myg,

K, ist der Anteil von K ,

der die Bewegung bewirkt. Also gilt

i =|R[smp ]

= |M] = [K;[|r] = [K]|7]sing = |7 x K] .

Nach dem Newtonschen Kraftgesetz gilt:

mb = |K;| = |K|sing = mgsiny (b Bahnbeschleunigung)
= b=gsinp , dab=—lp"” (I Lange des Pendels)

= o'+ % sinp =0 (Differentialgleichung (DGL) fiir (t)).

Ist ¢ klein, so gilt sin ¢ ~ ¢. Also erhalten wir mit w = \/% die DGL

" +w?p=0  Schwingungs-DGL

Als Losung erhélt man ¢(t) = Acos(wt + o) (Beweis spéter).

. Induktionsgesetz

Bewegung eines elektrischen Leiters mit der Geschwindigkeit v durch ein Magnetfeld
mit der Induktion B erzeugt eine Feldstarke E=7xB.
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7. Lineare Abhdingikeit, lineare Unabhdingigkeit in IR3

sind linear abhangig, denn
12 — =| 6

-3 7
= < , 8 >:< 6 |,|8 >:O
6 9 -3 9

= nach Beispiel 2. ist der Inhalt des Spats = 0, also die 3 Vektoren linear abhéngig.

W N = W=

(215 -3
4
5

X

NG

Definition 2.12 : Fiir Z,7, 7 € IR® heifit
< & X ¢y, Z > das Spatprodukt der 3 Vektoren Z, 1, Z.

Es gelten folgende Eigenschaften

Satz 2.13 : Fiir alle Z, 7, 7, @ € IR? gilt:
a) <I¥xy,Z2>=0 < I, 7,7 sind linear abhéngig
b) <ZXyY,Z>=<Z,yxzZ>

c) Tx (Yx2)=<&,Z>y—<&y>7 (Entwicklungssatz)
)

d) < ZXY,ZXU>=< T, Z>< y,u>— <Z,u><9y, 2> (Identitdt von Lagrange).

Beweis :

a) <I¥xy,Z>=0 < Inhalt des von &, 7, Z aufgespannten Spats = 0
< 4,1, 2 sind linear abhéngig.

o
S~—

Geometrisch klar, einfaches nachrechnen.
1.Fall: ¢, linear abhéngig, z.B. Z=\j = beide Seiten = 0,

o
~

2.Fall: 7/, 2 linear unabhéngig
iy x Z1 Ebene, die von v, 2 aufgespannt wird
T x (¥ x 2) liegt in dieser Ebene
X (Yx2Z)=ANj+pZ mit \pelR
STEEX(YXZ)>=A<Z,y>+pu<z,Z2>=0,
setze \=c< Z,Z7> = p=—-c<@d,y>, (ceR) , (oder < Z 2 >=0)
= IxUx2)=c{<Z,7>y-<Z,y> 7},
erste Koordinate ausrechnen ergibt ¢ = 1.
d) <Zxy,ZxU>=<Z,yx (Zxud)> (nachDb))
=< Z, <y, u>7Z—<y,Z>u> (nachc))
=< Z,Z><yu>—<Tu><y,z>.
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2 Matrizen

Motivation: Gegeben sei das Gleichungssystem (GLS)

TH+y=2
3r—2y=1

[:c—ky: } o {x+y:2] o {le}
—5y = —H y=1 y=1

1
= (9:) = (1> ist die Losung dieses GLS.

} 2.Z¢ile - 3x1.Zeile ergibt :

Dieses ” Gauf3sche Eliminationsverfahren” fiithrt das gegebene GLS in ein dquivalentes
GLS iiber. Dabei konnen folgende Operationen ausgefiihrt werden:

a) von einer Gleichung (Zeile) das Vielfache einer anderen Gleichung (Zeile) sub-
trahieren (oder addieren),

b) Gleichungen (Zeilen) vertauschen,

c) evt. Gleichungen (Zeilen) mit Faktor # 0 multiplizieren.

Bei diesen Operationen werden nur die Koeffizienten der Unbekannten und die rechte
Seite verandert. Damit das GLS tibersichtlicher und die Schreibarbeit geringer wird,
fait man die Koeffizienten zu einer ”Matrix” zusammen:

(zl)) _12) Koeffizientenmatrix (?) Vektor der rechten Seite,

<§) Vektor der Unbekannten. Zusammen schreibt man dann:

() 0)-() = [han]

Beim Gaufischen Eliminationsverfahren schreibt man dann nur die Koeffizienten-
Matrix und die rechte Seite auf:
1 1 2
(0111

1 1 2 o 1 1 2
3 =2 1 0 -5 -5
2.Zeile - 3x1.Zeile (-1/5)x2.Zeile

= y=1 ., z+y=2 = zz=2—y=2-1=1
= x=y=1.

Definition 2.14 : Fira;; € R, (i=1,2,...,m; j=1,2,...,n; m,n € IN) heifit

ai ai2 e A1n

Q21 Q22 ... Q2n . .
A= . . . eine (m, n)-Matrix.

Am1 Gm2 ... Qmn

Kurzschreibweise: A = (aj)(1<i<m,1<j<n) -
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Hierbei heifit z7 := (a1, a42,...,a:,) diei-te Zeile oder der i-te Zeilenvektor von A

14
agj
und ;= . die j-te Spalte oder der j-te Spaltenvektor von A.
amj
Beispiele
3 =2 C . :
11 ist eine quadratische (2,2)-Matrix,
1 1
2 1 ist eine (3,2)-Matrix,
3 0
1
2 ist eine (3,1)-Matrix ; (1,2,3) ist eine (1,3)-Matrix.

3

Jeder Spaltenvektor ist eine (m,1)-Matrix; jeder Zeilenvektor ist eine (1,n)-Matrix.
Auch fiir Matrizen werden Rechenoperationen (Addition, Multiplikation, Skalarmul-
tiplikation) eingefiihrt:

Definition 2.15 :

a) Seien A = (a;;) und B = (b;;) zwei (m,n)-Matrizen und A € IR, dann ist
A+ B:=C = (¢j) mit ¢ =aij +bj,

M =D = (d;;) mit djj=MAa;; Vi,jmit1<i<m,1<j<n,

die Addition bzw. Skalarmultiplikation.

Das Ergebnis ist wieder eine (m,n)-Matrix. Die Operationen werden elementweise
ausgefiihrt.

b) Sei A= (a;;) eine (m,n)-Matrix und B = (b;;) eine (n,p)-Matrix, dann ist
AB :=C:=(¢;;) mit ¢ = Zaikbkj Vi,j7  das Produkt von A und B.
k=1

Das Ergebnis C' ist dann eine (m,p)-Matrix.

c) Sei A= (a;;) eine (m,n)-Matrix, dann heifit

AT .= (cij) mit ¢ =aj; Vi,j die transponierte Matriz von A. AT ist dann eine
(n,m)-Matrix.

Beispiele

123+100_223 211_22

2 1 0 01 2) \2 2 2) 7 2 2) \4 4

1 2\ /1 0\ (144 0-2\ (5 -2

3 4 2 —-1) \3+8 0-4) \11 -4

4G i)=(40)
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Aus den beiden letzten Beispielen folgt, dafl die Multiplikation nicht kommutativ ist,
also i.a. AB # BA gilt.

1
(1 2 3)[2]|=01+4+9) =(14) (eine (1,1)-Matrix),
3
1 1 2 3
21(1 2 3)=(2 4 6 (eine (3,3)-Matrix),
3 3 6 9
1 W7 =< 7,7 >
r=12], =(1 2 3) = (Skalarprodukt).
3
AB = C = (¢;j) , c¢ij =< Z,8; > mit Z] die i-te Zeile von A und §; die j-te

Spalte von B, also ist ¢;; das Skalarprodukt aus i-tem Zeilenvektor von A und j-tem
Spaltenvektor von B.

1 2

3 4 =

5 6

(11—1) 8
2 1 0 )

Definition 2.16 :

o O =
S = o ,_.,_.

1 00 0
010 0

E=]0 01 0 heifit (n,n)-Einheitsmatrix.
00 0 ... 1

Es gilt: AE =FA=A fir alle (n,n)-Matrizen A.

Satz 2.17 :

a) Bzgl. Addition und Skalarmultiplikation ist die Menge aller (m,n)-Matrizen ein
Vektorraum, dh.: es gelten die Regeln a),b) von Satz 2.3 ( S.28 ).

b) Fiir alle (m,n)-Matrizen A, (n,p)-Matrizen B und (p,q)-Matrizen C' gilt:
(AB)C = A(BC).

c) Fiir alle (m,n)-Matrizen A und B, (n,p)-Matrizen C und (q,m)-Matrizen D gilt:
(A+ B)C = AC + BC

D(A+ B)=DA+ DB.

d) Fir alle quadratischen (n,n)-Matrizen A und B gilt:

AE =FEA=A (F Einheitsmatrix)

AB # BA (im allg.)

(AB)T = BT AT,
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Beweis :

a) Da die Operationen + und A- elementweise ausgefiihrt werden, gelten die Regeln
a),b) von Satz 2.3 (wegen der Eigenschaften der reellen Zahlen).

b),c) Nachrechnen,

P n
z.B. ((AB)C)Z] = Z Zalkbkl Clj = Zzazkbklcl]

=1 =1 k=1
n P

P n
(A(BC Zazk Z klclj) = Zzaikbklclj .
k l

=1 I=1 k=1
d) (AE);; =< 7;,€; >= a;j

(AB)")ij = (AB);i = Z%’kbki = briajr = (BTAT),
k=1 k=1

Definition 2.18 : Sei A eine (n,n)-Matrix. Existiert eine (n,n)-Matrix X mit
AX=F

so heilt A reguldr (invertierbar) und X = A~1 die inverse Matriz von A.
Existiert keine inverse Matrix, so heifit A singuldr.

Satz 2.19 : Fiir alle reguldren (n,n)-Matrizen A und B gilt:
a) AA'=A"'A=F
) (A=A
) (AB)"!=pB"tA-1
d) Mit A ist auch AT regulir, und es gilt (AT)"! = (4A~HT
) A hat n linear unabhéngige Zeilenvektoren
) A hat n linear unabhéngige Spaltenvektoren.

Beweis :

Mit A, B regulir = A~! AT AB sind regulir (Beweis spiter mit " Determinanten”).
Ab) AX—FE = AA'X—AE-A = X =A,(da AA~! — E)
= A1A=FEund (4™ H 1 =A

¢) AB)X=FE = A'ABX=A"'E=A"1 = BX=A"

~ B'BX=B'A"' = X=Bl'A' = (AB)"!=BlA.

d) ATX=FE = (ATX)T=ET=FE = XTATT—XTA=F

= XTAA " =41 = XT=4" = X=(ANH = (A7) =@ T

e),f) Seien §; die i-ten Spaltenvektoren von A und Z ;5 =0, d.h. mit
i=1

A

[=| 1 | gelte Y N&si=Al=0 = A'AI=0 = =0
A, i=1
= M=X=...=),=0 = §,85,...,8, linear unabhéangig.

Da die Zeilenvektoren von A die entsprechenden Spaltenvektoren von A7 sind und
mit A auch A7 regulir ist, sind auch die Zeilenvektoren von A linear unabhiingig.
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Definition 2.20 : Die Maximalzahl linear unabhéangiger Zeilenvektoren der
(m,n)-Matrix A heifit Rang der Matriz A (rang A).

Bemerkung 2.21 : Es gilt:
Maximalzahl linear unabhangiger Spaltenvektoren = Maximalzahl linear unabhéngi-
ger Zeilenvektoren.

Beweis : spater.

Beispiele
1 0 0 1 0 0
CA=10 0 1 = A1'=10 0 —-1]| , denn AA'=F
0 -1 0 0 1 0
= rang A =3, A regular.
0 1 3 -2/3 1/3 1/3
LA=11 1 4 = Al= 2 -2 1 , denn AA"'=F
2 1 2 -1/3 2/3 -1/3
= rang A =3, A regular
1 1 2
A=10 1 2 = rang A =2, A nicht regulir = A singular.
0 0 O

Geometrische Deutung

Jede (m,n)-Matrix A induziert eine lineare Abbildung des IR™ in den IR™ vermoge

A:R" — IR™

T — AT

Umgekehrt existiert zu jeder linearen Abbildung ¢ : IR™ — IR™ eine (m,n)-Matrix A
mit p(7) = A¥ VI e R™.
Hierbei heifit ¢ linear, wenn fiir alle £,y € IR™ und alle A € IR gilt:

und O(AT) = Ap(X)

()

Lineare Abbildung
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Fiir eine lineare Abbildung ¢ gilt:

p(0)=0

Denn:  p(0) = (0-%) =0-¢(F) =0

Beispiele linearer Abbildungen von R3 — IR3

1) Drehung um eine Gerade durch 0,

2) Spiegelung an einer Ebene durch 0,

3) Eine Translation ¢ : Z — Z+d (mit @ € IR*\{0} fest) ist keine lineare Abbildung,
denn o(0) = @ # 0.

Konstruktion der zu einer linearen Abbildung gehorenden Matriz A

Sei ¢ : IR™ — IR™ eine lineare Abbildung.

Gesucht: A (m,n)-Matrix mit AZ = o(¥) V& e IR".

Die Matrix A ist eindeutig festgelegt durch die Bilder der n Einheitsvektoren é; des
IR", denn es gilt

0
a1 e a4 e A1n a1,
Agi=| s =] s ] =S
aml1 -+ Ami .. Qmn . Qi
0

also das Bild von € ist der i-te Spaltenvektor von A.
Ist p(€;) =38; Vi=1,2,...,n, dann gilt A = (81,8,...,8,) und

Ax = insl Z:L’Zgo €)= szez = , da ¢ linear.
i=1

Beispiele

a) Drehung um die z-Achse um den Winkel a

== A-I-
eq=Aeqg = -
Acz A&
- =
ez x| A&y
fo'
= E
e1 el
COS (v —sin«
A_’g = 53 s Agl = sin o s Agg = COS &
0 0
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cosae —sina 0
= A= | sinaa cosa O erzeugt eine Drehung um die z-Achse um den
0 0 1
Winkel c.

b) Drehung um die z-Achse um den Winkel (—a)

cos(—a) —sin(—a) 0 cosa sina 0
B = | sin(—a) cos(—a) 0| =| —sina cosa 0
0 0 1 0 0 1
Also muB gelten B = A~!, also
cosa —sina 0\ cosa sina 0
sina cosa 0 = | —sina cosa 0
0 0 1 0 0 1

c) Spiegelung an der Ebene F : < Z,7i >= 0 mit |7i]| = 1.

Es gilt:

AX =2 —2Mm

Z—n erfillt die

Gleichung der Ebene, also
<T—Mn,i>=<Z,1>-A<i,n>=0

= A=<Zn>, (da<n,ia>=]i>=1)

AF=7—2<Tii>i AN
= N,
Beispiel hierzu
1 2
E: 224+y—2=0 = n=—11
6\ -1
1 1 2 2 1 2 -1
2 2 1
0 0 -1 -1 0 -1 2
) 0 9 0 2 2 0 1 2 1 -2
0 0 -1 -1 0 -1 1
0 0 2 2 0 2 2
. 2 1
Aés= 10| — 6< 01, 1 > 1 1=10]+=|( 1 | = 3 1
1 1 -1 -1 1 -1 2
1 -1 -2 2
= A= 3 -2 2 1
2 1 2

Da die Spiegelung von A% wieder Z ergibt, gilt hier A~! = A.
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d) Spiegelung an der (x.y)—Ebene

Matrizen, die eine Spiegelung an einer Ebene durch 0 oder eine Drehung an einer
Geraden durch 0 erzeugen, gehoren zu den orthogonalen Matrizen. Fiir diese gilt:
|AZ| = |¥| V&€ R".

Definition 2.22 : Sei A eine reelle (n,n)-Matrix.
A heifit symmetrisch < A= AT,
A heifit orthogonal << A~ = AT,

Besitzt die Matrix A komplexe Elemente a;; € @, so definieren wir
Definition 2.23 : Sei A eine kompleze (n,n)-Matrix.

A heifit hermitesch & A= /ET.
A heif3t unitdr s A= AT,

Beispiele
1 1 0
A=11 2 -1 ist symmetrisch,
0 -1 3
1 1+ ¢
A=1|1—1 2 1 ist hermitesch,
—1 1 3
cosae —sina 0
A= | sina cosa 0 ist orthogonal , da A=! = AT,
0 0 1

Satz 2.24 : Fiir orthogonale Matrizen gilt:

a) A ist orthogonal <«  Die Zeilenvektoren von A bilden ein ONS  (Orthonor-
malsystem), d.h.: alle Vektoren stehen paarweise senkrecht aufeinander und haben die
Lange 1.

b) A ist orthogonal <«  Die Spaltenvektoren von A bilden ein ONS.

c) Aist orthogonal <« |AZ|=|Z| VZ&¥e R", d.h.: Aist ldngentreu.

d) A und B orthogonal = AB ist orthogonal.

Beweis :
1 falls i = 5
TV, — 2. 7 ~>— ’
a) (AdT)yj =<2, >= {0 Jfalls i # 5
b) AT ist auch orthogonal, denn (AT)_1 = (A_l)T = (AT)T, also bilden auch die

Spaltenvektoren ein ONS.

} & AAT=E & A l=AT.
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o) "=V |AZ|] =< AT, AT >=< ATAZ, % >=< EZ,% >=< &,& >= |7]° (nach
folgendem Hilfssatz).

"<" s =|A€;| = el =1, also haben die Spaltenvektoren die Lange 1,

|5 — 5" = |48 — Ae)|* = |A@E — &)” = |& — &/

< S —gj,gi —§j >=<¢; —é},é} —é’j >

< 8,8 > —-2< §¢,§j >+ < gj,gj >=<€,6 > —2< é%,é} >+ < é}',é}' >

< 5},5}' >=< gi,gj >=0 fir 7 7A 7 (da < 5;,5; >= |§;|2 =1und < é;,é; >=
i*=1)

die Spaltenvektoren bilden ein ONS = A ist orthogonal.

(AB)™' = B~1A~! = BTAT = (4B)".

N

1

®

e

Hilfssatz 2.25 : Fiir alle (n,n)-Matrizen A und alle Vektoren # und ¢ € IR™ gilt:

< T Ay >=< ATZ ¢ >

Beweis :
n n n n
<X, Ay >= le(z aikyk) = Z (Z ik )Y =< ATz 5> .
i=1 k=1 k=1 i=1
Beispiel
cosae —sina 0

A= | sina cosa 0 ist orthogonal, da die Spaltenvektoren ein ONS bilden.

0 0 1
Koordinatentransformation
{€1,€5,...,€,} sei die iibliche Basis des IR",
{€17,ey’,...,€, "} sei eine andere Basis des IR",
also €1/,¢e5’,...,¢€,  sind linear unabhéngig.
¢; ' 1af3t sich als Bild von €; auffassen: ¢€;’ = A¢€; , mit €;’ ist die i-te Spalte von A,
also A= (51/,52/,...,€n/) s E = (€17€27---;€n)-
Fir # € IR™ gilt dann:

n n
T = Z L€ = Z zie;’ (x; sind die alten Koordinaten und «} die neuen Koordi-
1=1 =1

naten von &). In Matrizenschreibweise lautet diese Gleichung;:

T x}
r=FE| - =A|l :

Ty, x!

Hieraus folgt:
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T Ty Ty T
=A| : und : = A1

T, Ty, x T,

/

Bilden die neuen Basisvektoren €;’ ein ONS, so ist die Matrix A orthogonal und es

gilt A~1=AT,
Beispiele
1 1 2
ai'=[2],&a'=|-3],e5'=|1 (linear unabhéngig)
1 2 -1
1 1 2 1 1 5 7
= A=12 -3 1 : A—1:1—8 3 -3 3
1 2 -1 7 -1 =5
1
Sei f: O :€1+€3:Ii€1/+$é€2/+xé€3/
1
@) 1
= Alz | =10 Die Losung dieses GLS ergibt:
xh 1
/ 4 / 3 / 1 . . .
x| = 9 Ty = 9 Ty = 9 sind die neuen Koordinaten, also
F= a4 08 + 1a
T9t Tot Tgt

1/v2 0 —1/2

el = 0 e =111, = 0 bilden ein ONS, also gilt:
1/v2 0 1/v2

1/\/_ 0 —-1/V2

A= 0 ist orthogonal, also gilt z.B. fir

1/\/‘ 0 1/v2
—61+62+63—x161 +x262 +x363

T 1/vV2 0 1/V2 1 V2
xh = 0 1 0 1]1=|1 , also

xg —1/vV/2 0 1/V2 1 0
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Lineare Gleichungssysteme

Sei A eine (m,n)-Matrix und b € R™.
Gesucht: ¥ € IR™ mit

AZ =10

A heifit Koeffizientenmatriz b heifit "rechte Seite”.
L={feR": A7 =10} heiBt Lisungsmenge des lincaren GLS (Gleichungssystems).

Sonderfall: m =mn und A regular

Ist A eine reguliire (n,n)-Matrix, so ist das GLS AZ =1b eindeutig lsbar mit
T=A"'b.

Bestimmung der inversen Matriz A~!

Sei A regulir = es existiert A~! mit AA™! = E.

Sei A= = (51, 52,...,5,) , also §; der i-te Spaltenvektor von A~! | dann gilt:
A(S1,...,8,) = (€1,...,€,) , alsofiri=1,2,...,n

As; = ¢€;
Zur Berechnung der inversen Matrix A~! = (51,...,5,) miissen also n GLS

AS; = €;  gelost werden (mit gleicher Koeffizientenmatrix, aber unterschiedlichen
rechten Seiten €7,...,€y,).

Gauflsches Eliminationsverfahren

a1 ... Qin
Gegeben: Ax = b mit der K. oeffizientenmatric A = : : und der
P N P
a1 ... a1 | b1
erweiterten Matriz (A | b) =
Aml -+ Qmn b,

Satz 2.27 : Gauf$ Algorithmus
Ein GLS A7 =) kann durch folgende Operationen:

a) Gleichungen (Zeilen) vertauschen,
b) zu einer Gleichung (Zeile) das Vielfache einer anderen Gleichung (Zeile) addieren,
¢) Unbekannte (Spalten) vertauschen

in ein aquivalentes GLS mit folgender erweiterter Matrix umgewandelt werden:
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i1 Ci2 ... Cir Clr+1 --- Cin dq
0 C29 ... Cor Cr4+1 .. Cop dg
0 0 ... cpr Cror41 --+- Crp d,
0 O 0 0 0 dyir
0 0o ... 0 0 - 0 dm

mit ¢; #0 firi=1,2,...,r, also Ci=d.
Hierbei andert sich nicht die Losungsmenge, auch nicht der Rang der Koeffizienten-
matrix, bzw. der erweiterten Matrix. Der Rang der Matrix A ist r.

Das GLS ist 16sbar < dyy1=...=d,, =0 <&

-,

rang A = rang(A|b)

In diesem Fall sind (n —r) Unbekannte frei wihlbar, alle anderen Unbekannten lassen
sich dann aus den ersten r Gleichungen bestimmen.

Beweis : Die in a) bis c) aufgefithrten Operationen veréndern nicht die Losungsmenge
und auch nicht die Rénge der Matrizen (d.h. die Anzahl der linear unabhéngigen
Zeilenvektoren).

Sei a;1 #0 (a11 heiBt dann Pivotelement).
(Ist @11 = 0, so mufl vorher ein Zeilentausch (= vertauschen von Gleichungen),

oder falls alle a;; = 0 sind, ein Spaltentausch (= vertauschen von Unbekannten)
durchgefithrt werden.)

(i —te Zeile) — 2L« (1.Zeile) , (i=2,3,...,m)

a1
a1 a2
0 ao
Dann erhalt man
0  Qmo
Sei age # 0 (@2 heifit dann Pivotelement, sonst Zeilen- oder wenn notig Spal-
tentausch).

(i — te Zeile) — diz (2.Zeile) , (i=3,4,...,m)

a2
ail a2
0 ao
Dann erhilt man 0 0
0 0
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Féahrt man so fort, so erhilt man die obige erweiterte Matrix mit ¢;; # 0 flir i =
1,2,...,r. Ist rang A= rang (A | b) = r, so sind (n — ) Variable frei wihlbar. Hat
kein Spaltentausch stattgefunden, so sind 41, ..., z, frei wahlbar. Die restlichen Un-
bekannten lassen sich dann aus den ersten r Gleichungen durch ”Rickwdrtseinsetzen”
bestimmen :

n

1
T = — (dk - Z cijj)

C
kk j=k+1

firk=r,r—1,...,1.

Bemerkung 2.28 :

An der neuen Matrix C' erkennt man, dafl die Maximalzahl linear unabhéangiger Zeilen-
vektoren von A gleich der Maximalzahl linear unabhéngiger Spaltenvektoren von A
ist, denn die Matrix C'

ci1 ... Cip | Clr4+1 -+ Cin

0 ... ¢y Crptl --- Crn
hat 7 linear unabhéngige Zeilenvektoren und auch r linear unabhéngige Spaltenvek-
toren (da ¢;; # 0 und dim IR™ = r), also hat auch die Matrix A 7 linear unabhéngige
Zeilen- und Spaltenvektoren.

Beispiel 1

T1 + 229 +4x3 + 2204 = 3
201 — X9+ 3x3 +4x4 =1
581+7132+9I3+2:B4:8.

In Matrizenschreibweise AZ = b erhilt man
1 2 4 2\ (™ 3
2 —1 3 4 =11
1 7 9 2 8
oder als erweiterte Matrlx
1 2 4 2 3 1 2 4 2 3
2 —1 3 4 1 & 0O -5 -5 0 -5 &
1 7 9 2 8 0 5 5 0 5
(2.Zeile —2 x 1 Zeile 3. Zeile —1.Zeile)  (3.Zeile +2.Zeile)

1 2
0—5—50
0 0
b)

= rang A = rang ( A | b) = = (4 —2) =2 Unbekannte frei wéhlbar, also
z3=A, za=p, \NpER
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= 22=(-5+5N)/(-b5)=1—-X, 21 =3-2u—4X—2(1—-X)=1—-2X—2p, also
ist die Losungsmenge

1 1—2\—2u 1 —2 —2
I O O 1—A |1 -1 0 |.
L—{x— o | T A\ =10 +A 1 + 0 | )\,MGR}.
T4 W 0 0 1
Beispiel 2
y+z=1 01 1] 1 101 |2
r+z=2 <& 1 0 1 2 & 0 1 1 1
T4y = 110 3 1 1 0 3
(Zeilentausch) (3.Zeile —1.Zeile)
1 0 1 2 1 0 1 2
& 0 1 1 1 & 0 1 1 1
0 1 -1 1 0 0 -2 0

Man kann hier auch noch weitere Schritte machen, um vorne die Einheitsmatrix zu
erhalten; dann steht rechts die Losung des GLS

1 0 1 2 1 0 0 2 2

& 0 1 1 1 & 0 1 0 1 = r=|1 ist eindeutige
0 0 1 0 0 0 1 0 0

((—1/2) * 3.Zeile) (1.Zeile —3.Zeile, 2.Zeile —3.Zeile) Losung (rang A = 3).

Geometrische Deutung des letzten Beispiels

Die 3 Gleichungen stellen 3 Ebenen des IR? dar, die Losungsmenge ist also die Schnitt-
menge. Es ergeben sich drei Méglichkeiten

1) eindeutig losbar (genau ein Schnittpunkt),

2) mehrdeutig 16sbar (Schnittgerade oder Schnittebene), 7L
3) nicht l6sbar. i
Bei 1) sind die drei Normalenvektoren linear unabhéngig, also rang A = 3,
bei 2)3) linear abhéngig, also rang A < 3,

bei 2) ist rang A = rang(A | b),
bei 3) ist rang A # rang(A | b).

Numerische Fehler

Bei der Berechnung der Losung mit Hilfe von Taschenrechner oder Computer konnen
Rechenfehler (durch Rundung) auftreten:

Beispiel 1 (5-stellige Rechnung)

0.00035 1 1.2224
1 1 2.3330

55



exakte Losung: x1 = 1.111 , x5 = 1.222
(2.Zeile —(1/0.00035) * 1.Zeile) ergibt

0.00035 1 1.2224
0 —2856.1 —3490.3

= 2y = (3490.3/2856.1) = 1.2221
x1 = (1.2224 — 1.2221)/0.00035 = 0.85714 , also ein sehr ungenaues Ergebnis.

Da hier das Pivotelement aq; sehr klein ist, sollte man besser vorher die 1.Zeile mit
der 2.Zeile vertauschen, also

( 1 1 ‘ z3330> - (1 1 ‘ z3330>
0.00035 1 1.2224 0 0.99965 1.2216

(2.Zeile —0.00035 * 1.Zeile)
= 19 =1.222, 1 =2.333—-1.222=1.111 (besseres Ergebnis).

Allgemein: Durch Zeilentausch wahlt man das Element als Pivotelement, das ab
Diagonalelement das betraglich gréfste in der jeweiligen Spalte ist, in der Nullen erzeugt
werden.

Schlecht konditionierte Matrix

Trotz dieser optimalen ”Pivotstrategie” konnen bei gewissen GLS grofle Rechenfehler
auftreten:

Beispiel 2

(G515 (4 ]

= 122=2810/9=90, x; =8(1—-(90/9)) =—72 ist die exakte Losung.
3-stellige Rechnung ergibt:

0.125 0.111 1 0.125 0.111 1

0.111 0.100 1 0 0.0014 0.112

(2.Zeile —(0.111/0.125) * 1.Zeile)
= xro = 0.112/0.0014 = 80, x; = (1 —80%0.111)/0.125 = —63.04 , also ein
wesentlich ungenaueres Ergebnis.
1/8 1/9
1/9 1/10
iert. Berechnet man die Determinante von A (spéter): det A = (1/8)*(1/10)—(1/9) =
(1/9) ~ 1.5 10~*, so sieht man, daf dieser Wert sehr klein ist. Wire det A = 0, so
wére das GLS nicht eindeutig losbar und die Matrix A singulér (siehe spéter). Hier
ist also A "fast singular”. In solchen Féllen mufl die Rechnung mit moglichst hoher

Rechengenauigkeit durchgefiihrt werden. Die beiden Gleichungen bedeuten 2 Geraden
in IR? :

Die Koeffizientenmatrix A = ( > in diesem Beispiel ist schlecht kondition-
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gut konditioniert schlecht konditioniert

Berechnung der inversen Matrix
Vor.: A regulir, also AX =FE.  Gesucht X = A~ L

Man mul n GLS 16sen: As; =¢€; (i=1,2,...,n).

Schreibt man sofort alle rechten Seiten €7, ..., ¢é, zusammen auf, so erhilt man die
erweiterte Matrix (A | F). Fiihrt man nun GauB-Schritte solange durch, bis man
(E | X) erhilt, so gilt X = A~L.

Beispiel

2 3 2
A=13 5 3], alsolautet die erweiterte Matrix :
2 3 3
3
5)
3

2 2,1 0 0 2 3 2 1 0 0

3 310 1 0 & 0 1/2 0| =3/2 1 0 &
2 31 0 0 1 0 0 1 -1 0 1
(2.Zeile —(3/2) * 1.Zeile , 3.Zeile —1.Zeile) , (2% 2.Zeile)

2 3 2 1 0 0 2 0 0] 12 -6 =2

01 0 -3 20 & 01 0 -3 2 O &
0 0 1 -1 0 1 0 0 1| -1 0 1
(1.Zeile —3 * 2.Zeile —2 x 3.Zeile) (1/2) % 1.Zeile)

1 0 0 6 -3 -1 6 -3 -1

01 0 -3 2 0 = Al=|-3 2 0

0 0 1| -1 0 1 -1 0 1

Ergebnis aus Satz 2.27

AZ=1b Iéshar < rang A = rang (A | 5)

Ist A eine quadratische (n,n)-Matrix, dann gilt

AT =1 eindeutig losbar < rang A=n < A requlir < A™! existiert.

Definition 2.29 : Sei V ein Vektorraum und W C V.

Gilt firallez,y e W, A€ R : xz4+yeW 6 A€W (dh.: abgeschlossen bzgl.
Addition und Skalarmultiplikation), dann heifit W ein linearer Unterraum von V. Ist
r die Maximalzahl linear unabhdingiger Vektoren aus W, so heifit » die Dimension von
W : dim W = r. Je r linear unabhangige Vektoren aus W bilden dann eine Basis
von W.
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Beispiele

. IR™ ist ein Vektorraum und hat die Dimension n, denn {é,é>,...,¢é,} sind linear
unabhéngig (denn E = (é1,...,€,) ist regulédr), und jeder andere Vektor Z € IR™ 146t
sich als Linearkombination von €1, ..., ¢, schreiben:

1 n
T = : :in@' = {é,...,€e,} ist Basis von IR".
T, i=1

. Jede Gerade durch 0 ist ein 1-dim. Unterraum des IR", denn

fir g={feR" : £=1t7,tc R} mit 7#0 gilt: {F} ist Basis von g,
fl,fQEg = flztl’l“71_3)2:t27? = fl—l—fgz(tl—f—tg)??:tgf cg und
T=tr €g = M=(A)=t47 €g, alsoistgein I-dim. Unterraum des IR".

—

. Jede Ebene durch 0 ist ein 2-dim. Unterraum des IR"™, denn
E={Ze€R" : Y=ti+sv, t,s € IR} mit u, v linear unabhéngig = {4, v}
ist Basis von F.

Definition 2.30 : Sei A eine (m,n)-Matrix, & € IR™.
a) Ar = 0 heiBt homogenes lineares GLS,
b) Ar = b mit b £ () heiBt inhomogenes lineares GLS.

Satz 2.31 :

a) & =0 ist Losung des homogenen GLS (triviale Lésung).

b) Die Léosungsmenge L des homogenen GLS ist ein linearer Unterraum des IR™ mit
dim L =n —r, falls rang A = r.

c¢) Die allgemeine Losung des inhomogenen GLS 1a8t sich darstellen durch die all-
gemeine Losung des homogenen GLS plus eine partikulare Losung des inhomogenen
GLS, also

F=F), + T mit AT, =0, AT =10,

Liny = {Z =&, + ¥y } , hierbei ist Z}, die allgemeine Losung des homogenen GLS,
Zo eine partikuldre Losung des inhomogenen GLS.

Beweis : a) Kklar.

b) Mit A%, = 0 und A%, = 0 gilt auch A(Z) + &) = A% + A, =0, mit AZ=0
gilt auch A(A\Z) = AMAZ =0. Darang A=r = (n —r) viele Unbekannte sind frei
wahlbar. Seien also z,41,..., 2, frei wahlbar mit z,.1 = A\1,..., 2, = A,_,, dann ist
die allgemeine Losung des homogenen GLS L = {f = )\'1 , Aj € R} , also
)\n—r
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1 0 0
bilden die Vektoren [ 0 | , | 1| , ..., | 0 | eine Basis von L. Das sind (n —r)

0 0 1
linear unabhangige Vektoren = dim L =n —r. L
c) Seif—fh+a?'0 = A7 = AT, + ATy = 04+b=0b = F ist Losung
von AZ = b. Sei umgekehrt ¥ Losung von AX = b und 7y partikuldre Losung, also

—

Ao =b = A(X—Ty)=b— b=0 = F—To=4a) = =+ 5.
Bemerkung 2.32 : Alle Aussagen und Verfahren (z.B. Gaufi Algorithmus) gelten
auch fir komplexe Matrizen und komplexe lineare GLS (Unterschied: Skalarmultip-

likation mit A € €). Beim GauB-Algorithmus mufl komplex gerechnet werden.

Beispiel zu Satz 2.31

y+z2=0 0 1 1 1 0 1
T tr=0 & 1 0 1 & 0 1 1 &
T+y—+22=0 11 2 11 2

(Zeilentausch) (3.Zeile —1.Zeile)

1 0 1 1 0 1
0 1 1 & 0O 1 1
0 1 1 0 0 O
= rang A=2,z=\,y=-\, r=—-\,

Gerade durch 0, dim L =3 -2 =1.

rT+y+22=3 0
2 —1 2 —1
Ly = {3? =[1]+X] -1], A€ R} Gerade durch | 1 | in Richtung | —1
0 1

Yy+z= 1 2
x +z2=2 = o=11 ist partikulare Losung =
) 0 1

59



3 Determinanten

Motivation: Gegeben sei das GLS
a;1x + ajpy = by

a21T + azey = by ,

also die Koeffizientenmatrix A = (all a12) und die rechte Seite b = (bl )

a1 Q22 b2
Durch Umformung erhalten wir
aj1z = by — aigy
a1T = by — azy ,
aizy = b1 —anx
a2y = by —anz
aso * 1.Zeile —aqo * 2.Zeile ergibt
(a11a22 - 0L126121)£Tj = bragy — baaiz ,
a11 * 4.Zeile —aoq * 3.Zeile ergibt
(a11a22 — aizaz )y = baary — braz; .
Also ist das GLS genau dann eindeutig 16sbar, wenn

a11a22 — Q12021 7’5 0.

Definition 2.33 : Sei A = (ZH 312) eine (2,2)-Matrix, dann heifit
21 022

detf4223a11a22 — 12021

die Determinante von A.
Aus obiger Rechnung folgt sofort

Satz 2.34 : Das (2,2)-GLS AZ = b ist genau dann eindeutig 16sbar, wenn det A # 0.
In diesem Fall ist

x——l det by a1z _ !
~ det A by az ) Y= Jet A

Verallgemeinerung auf n > 2 (per Reduktion)

det (all b1 ) die eindeutige Losung.
az by

Definition 2.35 :
ai1 o Qp

Sei A = eine quadratische (n,n)-Matrix,

ap1 .. Qpp
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a1 R ai,j—1 a1,5+1 e A1n

. .. a;—1.1 cee Qi—1.4—1 Ai—1.541 N 0 | . .
Sei Aij = e R il e die (n-1,n-1)-Matrix,
@ir1,1 --- Aip1,5—1 Aip154+1 - Aitln
an1 e Qn, 5—1 anj+1 .. Apn

die aus A entsteht durch Streichung der i-ten Zelle und j-ten Spalte, dann heif3t

det A := Z ay +3 detAy;

die Determinante der Matrix A.

Fiirn =1, also A = (ay1) ist detA=as; .

al AT
Andere Schreibweise:  det A =
an1 ... Qpn
Beispiel
1 2 4
A=|(0 1 1 = det A =1 x det Ll — 2 x det 01 + 4 x det 01
1 2 3 2 3 1 3 1 2
=13-2)—-2(0-1)+4(0-1)=142—-4=—1.
FEigenschaften der Determinante
ail .o Q1p
Sei A = : = (81,...,8,) (8; deri-te Spaltenvektor von A), dann ist
ap1 .. Qpp

—

det A = D(51,...,S,) eine Funktion der n Spaltenvektoren. Fiir det A = D(5Y,...,5,)
gilt dann:

Satz 2.36 :

a) D(§1,...,AS;,...,8,) =AD(51,...,85,...,8,) , (A€ R),dh.:

FEin gemeinsamer Faktor einer Spalte kann aus der Determinante herausgezogen wer-
den.

b) D(31,...,t1 4+ ta,...,5,) =D(51,...,t1,...,5,) + D(51,...,ta,...,5n).
a) und b) besagen,dafl det A bzgl. jeder Spalte linear ist (Multilinearform).
c) D(51,...,8i,...,8j,...,8,) =—D(51,...,5j,...,8i,...,8).

Bei Spaltentausch kehrt sich das Vorzeichen um.

d) D(51,...,8,...,8,...,58,) =0.

Bei zwei gleichen Spalten ist det A = 0.
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e) D(gl,...,gi—f-)\gj,...,gn):D(gl,...,gi,...,gn) (]#Z)
Der Wert von det A &ndert sich nicht, wenn zu einer Spalte das Vielfache einer anderen
Spalte addiert wird.

f) det E =1 (FE Einheitsmatrix).

a1l ai2 ... Qip ail 0 A 0
0 azg ... Qa2n . . :
g) det ) ) . ) = det = 11029 . . .0pny -
: . : : Ap—1,1 A . 0
0 ... 0 anm ap1 Ap2 ... Qpp
(obere Dreiecksmatrix) (untere Dreiecksmatrix)

Beweis :
a),b),c) per Induktion.
Beispielhaft wollen wir die Beweise fiir n = 2 durchfiihren :

A
a) )\an M2 Naprags — Aaggagy = A |71 012
as1 a99 21 A22
bi1 + b2 arz bir a2 bi2 a2
b = (b b — (b b =
) Dot + by s (b11 4 b12)agz — (b1 + baz)aiz by o bys o
12 ail ailp a2
c = Q12021 — A22Q1] = —
) oy o1 12021 22011 o1 oo
d) D(y,...,8...,8...,8,) = —=D(81,...,8,...,8,...,8,) (nach ¢) mit ver-
tauschen von § mit §)
= D(&,...,8...,8...,8,) =0.
e) D(gl,,gz—f-)\gj,,gn) :D(gh...,5;;,...,§n>—f—/\D(gl,...,gj,...,gj,...,gn)
= D(8,...,8;,...,8,) (nach d),da in der zweiten Determinante zwei gleiche Spal-
ten).
g) (Induktionsbeweis)
n=1: detA=det(a;;)=ai1,
aill 0 . 0 a22 0 e 0
n—1—mn : det : E : = ajy det '
Ap—1,1 T 0 ap—1,2 . 0
an1 an2 ... Gnn an2 ap3 ... QOnn
= a11a22 -..an, (nach Induktionsvor.).
a/ll a12 .. aln a,11 0 o O
0 ago N 1) T
det ) . i } =det A" = det _
. . . . a1n—1 ... . 0
0 s 0 Ann A1n agn ... Qpp
=a11022...0n, (da det A =det AT (spiter)).
1 ... 0
f) detE = =1-1-...-1=1 (nach g).
0o ... 1

Im folgenden Satz werden noch 3 weitere wichtige Eigenschaften zusammengefaflt:
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Satz 2.37 : Seien A, B (n,n)-Matrizen. Dann gilt:
a) det(AB) = det Adet B
b) det(AT) =det A

1
c) det(A71) = Tt A falls A regulér.

Beweis :

a),b) per Induktion.

Beweis fiir n = 2:  Sei A = <“ b) , B= (6 /
c d g h

a) = det(AB) = (ae+bg)(cf+dh)— (af +bh)(ce+dg) = acef + adeh + beg f +

bdgh — acef — adgf — bceh — bdgh = adeh + begf — adgf — beeh,

det Adet B = (ad — bc)(eh — fg) = adeh + begf — adgf — beeh = det(AB).

_(a b r_ [(a c
o ()
= det A =ad— bc=det AT

1
det(AA ) =det Adet A= =det E =1 det A~1 = )
c) det( ) e e e = e ot A

Folgerung 2.38 :
Alle Regeln des Satzes 2.36 gelten auch fir die Zeilenvektoren von A; det A ist also
auch linear bzgl. aller Zeilenvektoren.

Denn: det AT = det A, Zeilenvektoren von A sind die Spaltenvektoren von AT
Folgerung 2.39 :

Bei der Berechnung einer Determinante kann nach jeder Zeile oder Spalte entwickelt
werden:

z.B. Entwicklung nach der i-ten Zeile
det A = Z aij(—l)iﬂ det Aij N

j=1
oder Entwicklung nach der j-ten Spalte
det A = Z aij(—l)iﬂ det Aij

i=1

(wegen Satz 2.36 ¢) und Satz 2.37 b)).

Hierbei ist folgende Vorzeichenregel zu beachten: (—1)"7
+ - + -
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Beispiele

1 2 4
1) |0 1 1 ZI-H g'—l'} ;‘—3 4=-1,
1 2 3
(Entwicklung nach der 2.Zeile, 2-te Determinante = 0)
1 2 4
oder [0 1 1 :1-‘; é%—l-‘? 11‘:1+(—2):—1.
1 2 3
(Entwicklung nach der 1.Spalte)
1 2 0 4
1 2 4
0 1 0 1 1 1 2 4
2 ] 5 9 3 _2(1) (1) ;_2{1.‘0 2‘+1~‘1 1‘}_2(2—2)_0.
1 0 0 2

(Entwicklung nach der 3.Spalte)

Man kann auch zunachst die Regeln des Satzes 2.36 anwenden, um die Berechnung
von det A zu vereinfachen:

1 2 4 1 2 4
3) |01 1|=10 1 1|=1-1-(-1)=-1.
1 2 3 0 0 -1
(3.Zeile —1.Zeile)
1 4 4 1 2 4
4) |0 2 1|{=20 1 1|=-2.
1 4 3 1 2 3
(Faktor 2 aus 2.Spalte herausziehen)
1 2 4
5 |0 1 1]=0.
1 2 4
(2 gleiche Zeilen)
1 2 4 1 2 4
6) |1 2 3/=—]0 1 1|=1
0 1 1 1 2 3

(2 Zeilen vertauschen)

Um die Determinante einer grofferen Matrix zu berechnen, wendet man zunéchst Elim-
inationsschritte des Gauf - Algorithmus an, um eine obere Dreiecksmatriz zu erhalten.
Der Wert der Determinante ist dann (bis auf Vorzeichen, falls Zeilen- oder Spal-
tentausch stattgefunden hat) das Produkt der Diagonalelemente (bei jedem Zeilen-
oder Spaltentausch &ndert sich das Vorzeichen) (siehe Beispiel 3)).

Folgerung 2.40 :
Ist A eine orthogonale (reelle) (n,n)-Matrix = detA=+1.
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Denn : AAT = F = detAdetAT =1 = (detAd)? =1 = detA=41, (da
det AT = det A).

Man erhélt det A = 1”7 bei einer reinen Drehung, "det A = —1” bei einer Dreh-
Spiegelung.

Folgerung 2.41 :

B C

O D
mit B eine (r,r)-Matrix, D eine (s,s)-Matrix, C' eine (r,s)-Matrix,
gilt: det A = det Bdet D.

pn: = (E4-5) (542) = (5-45)

= detAzdet(E—'—C) det(B—'—O> —detDdet B , (dadetE = 1).

Fur A =

0] D (@) E
Beispiel :
1 3 3 4 5
2 4 6 7 8 1 3 1 2 3
det | 0 0O 1 2 3 :det(2 4)det 1 1 0
0 0 1 10 0 1 2
0 0 0 1 2
Anwendung auf GLS
Sei A = (51,...,8,) eine (n.n)-Matrix, dann gilt:

Satz 2.42 : (Cramer-Regel)

Das GLS AT = b ist eindeutig losbar

& Avrequlir & detA#0 <& A7l existiert

& §1,..., 8y sind linear unabhéngig.

In diesem Fall ist # = A~1b die eindeutige Ldsung.

Diese Losung kann mit Hilfe der Cramerschen Regel folgendermafien berechnet werden:

T; = det A det(§1, ce ,gi—17 b, §2'_|_1, ey §n)
(firi=1,2,...,n).
Beweis :
{eindeutig 16sbar < A regulir < A~! existiert & 5,...,35, linear unabhingig}

folgt bereits aus Satz 2.19 und Satz 2.27.

Sei nun A regulir = AA™!'=FE = detAdetA ™ '!=1 = detA#0.
T

Sei umgekehrt det A #0 , AZ =05 mit &=
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= $1§1+1‘2§2+...+Z‘n§n=b

= det(§1,...,g,...,§’n) :det(sl,...,x1§1 +...+xn§n,...,§n)
=x1det(81,...,81, ..., 8) + ... +x;det(51, ..., 8, ..., 8) + ...
+xz, det(81,...,8,, ..., 8,)
= x;det(51,...,8;,...,8,) = z;det A , (da bei allen anderen Determinanten

jeweils 2 gleiche Spaltenvektoren)
1

- det A
= AZ = b eindeutig l6sbar.

= oz det(§1,...,g,...,§’n) (l;inderi—tenSpalte) , (firi=1,...,n)

Beispiel :
3 2 4 x 1
2 -1 1] [y]=1[o0
1 2 3 z 1
det A=3(-3-2)—2(6—-1)4+4(4+1)=-15-104+20=-5#0,
1 1 2 4 1 1 2 4 1
m——5det 0 -1 1 :—5det 0 -1 1 =~
B 1 2 3 N 0 0 -1
3 1 4 3 1 4
1 1
y=—zdet|2 0 1] =—det| 2 0 1 |=0
B 1 1 3 B -2 0 -1
3 2 1 3 2 1 9
z=—det|2 -1 0] =—det| 2 -1 0 =t
B 1 2 1 N -2 0 0
-1/5
= I= 0 ist eindeutige Losung.

2/5

Berechnung der inversen Matrix mit Hilfe der Cramer-Regel

a1 N A1n
Sei A= S eine regulére (n,n)-Matrix, und
anl1 ... Qpn
bll e bln
Al = S die zu berechnende inverse Matrix von A, dann gilt:
b1 .. bun
bij = ! (—1)i+j det Aji
det A

(Aj; entsteht aus A durch Streichung der j-ten Zeile und i-ten Spalte).
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Beweis :

AAT'=E=(é1,...,&,) & As;=¢; (j=1,...,n), (8 der j-te Spaltenvektor
von A™1).

Nach der Cramer-Regel gilt:

— 1 rnd = —
(Sj)i = bij = mdet(tl, ENCIEEE ,tn)

(€; in der i-ten Spalte) , (#; der i-te Spaltenvektor von A).
Entwicklung nach der i-ten Spalte ergibt:

1 o
bij = ——(=1)""det Aj; .
J detA( ) e J
Bemerkung :

Die Cramer-Regel ist nur sinnvoll bei kleinen Matrizen (n < 3).
Beispiele

1) A:<CCL Z) , det A =ad — bec # 0 , also A regular =

_1:

Q
ISH
| | =
o~
3
MA
|
QQ.
o |
SY
~_

b L|-1o1|_, 12 4|__ 2 1|2 4]_ 6
11 5 2 3 - 712_5 2 3 5 713 5 _1 1 5
1 1 113 4 113 4
bQI—S‘ 3’—1 , baso —3‘1 3’ 1 ,bos 3‘2 1’ -1
112 —1 113 2 4 113 2 7
531——5‘1 2’— 1 ,b32 5‘1 2’ = , bz —3‘2 _1‘ 3
5 -2 -6
A"l == 5 =5 =5
-5 4 7

Bemerkung 2.43 :

a) Seien Z, 7, 7 € IR?, dann 1}t sich das Spatprodukt < Tx7ij, Z > mittels Determinante
berechnen:

rr Y1 2
<IExy,Z>=det | z2 y2 2o
T3 Y3 Zz3
b) Da | <& x g,z > | = Volumen des von &, 7, Z aufgespannten Spats, gilt:

| det(Z, 7, Z)| = Volumen des Spats.
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c) Seien Z, % € IR3, dann a8t sich das Vektorprodukt & x ij formal mittels Determi-
nante berechnen:

€1 T %N
Ixy=det” | é& x5 1y |7 (Entwicklung nach der 1.Spalte)
€3 T3 Y3

= (x2ys — z3y2)€1 + (x3y1 — x1Y3)€2 + (T1y2 — T2y1)€E3 .

Bemerkung 2.44 :
Aus Satz 2.37 und Satz 2.42 folgt:
Mit A und B sind auch AB , AT | A~! regulir (siehe Satz 2.19).

Bemerkung 2.45 :
rang A =r < grofite Unterdeterminante von A, die # 0 ist, ist eine
(r,r)-Determinante.

Beispiel
11 2 11

A=11 3 1 , det A =0, det #0 = rang A =2.
0 2 -1 L3

Bemerkung 2.46 :
Alle Eigenschaften bzgl. Determinanten gelten auch fiir komplexe Matrizen , (Skalar-
multiplikation mit A € ).
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4 Eigenwerte, Eigenvektoren

Im folgenden sei A eine (reelle) quadratische (n,n)-Matrix. Ferner betrachten wir
Vektoren z € @" , dh.: die einzelnen Koordinaten z, = =z + iy sind komplexe
Zahlen; 2z € @ kann zerlegt werden in Real- und Imaginarteil: 2z = & + iy mit
z,y € R".

Definition 2.47 : Sei A eine reelle (n,n)-Matrix.
Existiert ein Vektor 2z € @™ mit Z # 0 und ein (zugehoriges) A € € mit
AZ = \Z

so heifit \ Eigenwert (EW) und Z' (zu A\ gehorender) Figenvektor (EV) von A.

Bemerkung 2.48 :
Die zu einem EW )\ gehorenden EV bilden zusammen mit dem Nullvektor einen
linearen Unterraum des €™, den sogenannten Figenraum zum EW A:

Ex={Ze@ : Z=0o0der Z EVzu\} ={Zc @" : AZ=)\7}.

Denn : Mit 2} und 2 ist auch jede Linearkombination a2y + 325 EV zu A (oder = 6),
denn A(Oé,gl -+ ﬁgg) = CkAZl + 51422 = Oé)\gl + ﬁ)\gg = )\(0621 + 552) .

Geometrische Deutung

Faft man die Matrix A als Abbildung des IR™ in den IR™ auf, so sind die reellen EV
die Vektoren, die bei der Abbildung ihre Richtung nicht verdindern, (falls A > 0), oder
ihre Richtung umkehren, (falls A < 0). Nur die Lénge wird mit |A| multipliziert.

Beispiel 1
1 0 0 1 0 O
A=10 cos(m/2) —sin(x/2) | =10 0 -1
0 sin(n/2) cos(mw/2) 0 1 0

erzeugt eine Drehung um 90° um die x-Achse. Also ist jeder Vektor # 0, der in der
Drehachse liegt, EV von A (mit EW A =1).

Q@ Q
AlO0O ]| =110], acelR,
0 0
Q@
A=1 ist EW, 0 |, a##0, sind die zugehorigen EV,
0

o
Ey_1 = { 0 D a € B} ist Eigenraum zu A = 1 mit dim Ey_; = 1.
0
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Die anderen EW und zugehorigen EV sind in diesem Beispiel komplex.

Beispiel 2
(1 -2 2

A=-| -2 2 1 erzeugt eine Spiegelung an der
S\2 1 2

Ebene E : 2x4+y—2=0, (vgl. S.48 ).

EV sind alle Vektoren # 0 in der Ebene (mit EW XA = 1) und alle Vektoren #
0 senkrecht zur Ebene (mit EW X\ = —1). Die Eigenrdume stehen in diesem Fall
senkrecht aufeinander und haben die Dimensionen 2 bzw. 1:

T
E,\_lz{f: Y :2x+y—z:0}, dim Ey—1 =2,
E,\__lz{f:a 1 :aER}, dim Ex—_1=1.

Berechnung der EW und EV

A € Cist EW von A und # € @"\{0} zugehériger EV

& AZ=)\7, 740

& AZ-X7=0, Z#0

& (A—XE)Z=0 , Z#0 (Zist nichttriviale Losung des homogenen GLS)

det(A — AE) =0

und Z ist nichttriviale Losung von (A — AE)Z =0 .

7

Bezeichnung : p()\) = det(A — A\E) heifit charakteristisches Polynom von A.
p(A) = det(A — AE) ist ein Polynom in A vom grad n.

Also gilt:

Satz 2.49 :

1) Genau die A € @, fiir die det(A — A\E) = 0 ist, sind EW der Matrix A.

2) Ist A € € EW von A, so sind alle nichttrivialen Losungen des homogenen GLS
(A — \E)Z = 0 zugehérige EV von A.

3) Die Losungsmenge des homogenen GLS (A — AE)Z = 0 ist der zu A gehdrende
Eigenraum; ihre Dimension ist die Dimension des Eigenraums.

4) Ist A€ € EW und Z € " zugehoriger EV von A, so gilt:

A ist auch EW mit zugehérigem EV Z.

Denn :
AZ7=)7 = AZ=X7 = AZ=)\Z da A reell.
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Beispiel 1

1 0 0
A=10 0 -1
01 0
Berechnung der EW
1—-X 0 0
det(A—AE)=det[ 0 -\ -1 ]=0101-NN2+1)=0
0 1 =X

= A =1, A3 = =i sind (einfache) EW von A.
Berechnung der EV

Zu X = 1:
0 0 0 x 0
0 -1 -1 xzo | = [ 0 | 16sen (mit GauB-Algorithmus)
0 1 —1 T3 0

(da homogenes GLS, wird die rechte Seite beim Gauf-Algorithmus nicht veréndert,
braucht also nicht aufgeschrieben zu werden)

0 0 0
= 0 1 1 = x3=0,20=0, z1=a€lR
0 0 2
«
= 0] ,a#0,EVzul =1,
0
o
E(l):{ 0 :aEJR} ist Eigenraum zu A; = 1 mit dim E(;) = 1.
0
Zu Ny = i:
1—12 0 0 1 0
0 -1 —1 zo | = | 0 ] losen
0 1 — X3 0
1—¢ 0 O
= 0 1 — = x3=a€cl, xo=10a, xr1=0
0 0 0
0
= a(i , a € O\{0} , sind die EV zu \y =i ,
1
0
E(i):{a i :ae@} ist Eigenraum zu Ao = ¢ mit dim E;) = 1.
1
Zu)\3:—’L
0
gl —i] , e @\{0}, sind die EV zu A3 = —i ,
1
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B = {

0
Bl —i]| : pe @'} ist Eigenraum zu A3 = —i mit dim E_; = 1.

1
Beispiel 2
0 1 1
A=11 0 1
1 10
Berechnung der EW
-\ 1 1 - 1 1
det(A—AE)=det[ 1 —X 1 | =det| 1 - 1 =
1 1 = 0 14X —(14X)
—-A 2 1
det| 1 1-2X 1 =1+ =-A=-2)=-1+N)A+1)(X=2)=0
0 0 —(1+X)
= A\ = —1 2-facher EW (weil 2-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms),

Ay = 2 einfacher EW von A.
Berechnung der EV

le)\l——ll
1 1 1 1 1 1
1 1 1 & 0 0 0 = mm=a,x3=0,11=—a—-0 (o, € IR)
1 1 1 0 0 0
—a -0
= ( o , (a,08) # (0,0), sind die EV zu A\ = -1,
5
p—
E(_l)z{ « :a,ﬁeﬂ%} ist Figenraum zu Ay = —1 mit dim E(_;) = 2.
B
Zu)\gz
-2 1 1 1 1 =2 1 1 =2 1 1 =2
1 -2 1)< (1 -2 1]« |0 -3 3]« |01 -1
1 1 =2 -2 1 1 0o 3 -3 0 0 0
= r3=a,r3=a, r1=a (ad€lR)
1
= al|l] , a#0,sind die EV zu Ay =2,
1
1
E(Q):{a 1 :aER} ist Eigenraum zu Ag = 2 mit dim F(y) = 1.
1 —a—
In diesem Fall gilt: Eq) LE 1y, denn< 1], « >:O.
1 p

Es gelten nun folgende Eigenschaften
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Satz 2.50 :

Vor.: A habe EW \ mit zugehorigem EV .

Dann gilt:

a) A™ hat EW A" mit gleichem EV 7 .

b) «aA hat EW (a\) mit gleichem EV Z | (o € R).

c¢) (A—aF)hat EW (A — «) mit gleichem EV ¥ |, (a € IR).

)
1
) A7l hat EW X mit gleichem EV Z | (falls A regulér).

e) C~71AC hat den gleichen EW X mit zugehorigem EV (C~17).
f) Aregulir < alle EW von A sind # 0.

o,

Beweis :
a) AT =\T = A?T=M)AT7=)\2F = (per Induktion) A"Z = \"7T .
b) AF =\ = aAZ = (aN)T.
c) AZ=)\¢ = AF—aEX=Xf—af = (A—aE)f=(\—a)%.
1
d) AZ=)\f = A 'AZ=)MA"17 = A717= X:Z"’
e) AT=)\f = C'AZ=XC7'7 = (mity=C"1'%) C1ACH=\y.
f) Aregulir & detA#0 < det(A—AE)#0 fir A =0.

Bemerkung : Die charakteristischen Polynome von A und C~!AC sind gleich.

Denn: det(C~1AC — AE) = det(C~1AC — \C~'CE) = det(C~'(A — AE)C) =
det C~1det(A — AE)det C = det(A — \E), dadetC~!'=1/detC .

Weitere Eigenschaften:

Satz 2.51 :

a) Eine (n,n)-Matrix hat hochstens n verschiedene EW.

b) Eigenvektoren zu verschiedenen EW sind linear unabhdingig.

c) A habe n verschiedene EW Ay, Ag, ..., A\, und §; sei EV zu \; (firi =1,2,...,n).
Sei C' = (51,...,5,) (Spalten von C' bestehen aus EV), dann gilt

A 0 ...0

-1 _ 0O X ... O
¢~ AC=D mit D = 2 )

0o 0 ... A\,

In diesem Fall heifit A diagonaldhnlich oder diagonalisierbar.

d) Aussage c) gilt auch, falls A Mehrfach-EW besitzt und fiir alle Mehrfach-EW A
gilt:

dim F, = Vielfachheit von A

In diesem Fall miissen in C' entsprechend viele linear unabhangige EV zu allen \;
stehen.

e) Aussage d) gilt fiir alle reellen symmetrischen Matrizen. Jede reelle symmetrische
Matrix ist also diagonalisierbar.
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f) Ist A reell symmetrisch, so sind alle EW reell, und EV zu verschiedenen EW stehen
senkrecht aufeinander. Also kann man die Matrix C' orthogonal wéihlen mit

CTAC =D

g) Ist A komplex hermitesch (dh.: A = AT), so sind alle EW von A reell.
h) Ist A orthogonal, so haben alle EW den Betrag = 1, also |A| =1 .

Beweis :
a) det(A—A\E) ist ein Polynom vom grad n = hdochstens n verschiedene Nullstellen.
b) Seien Aq,..., Ay verschiedene EW von A und 71, ..., & zugehorige EV, also
k
Sei Zaifi = 0, dann ist zu zeigen: a; =0 Vi=1,...,k. BEs gilt:
i=1

k k k
=1 =1 =1

k k k
AQ( E Oéﬁi'}) = E OéiA2fi = E ()éi)\¢2fi = 0 5
i=1 i=1 =1

" k k
Ak_l(E ;%) = E o AR R = E i\ =0,
i—1 i—1 i=1

mit u; = «;7; gilt dann: Z)\imﬁi =0 (m=0,1,....k—1);
i=1
mit u;; die j-te Koordinate von #; gilt dann Vj =1,...,n
1 1 . 1 U1 0
A Ao R Y U2; 0
AR N Ny 0
Wir bezeichnen die Koeffizientenmatrix mit V(Aq,...,A;). Die Determinante von
V(A, ..., A\x) wird Vandermondsche Determinante genannt. Es gilt, wie wir gleich
zeigen werden, det V/(A1,..., A\x) # 0. Damit ist das GLS eindeutig 16sbar, also ist die
triviale Losung die einzige Losung = w;; =0Vi=1,...,k;Vi=1,...,n = u; =
0Vi=1,....k = o@=0Vi=1,....k = a;=0Vi=1,...,k, (daZ; #0 ,da
EV) = #4,...,% sind linear unabhéngig.
Zu zeigen bleibt: det V(A1,..., Ax) # 0, falls alle \; verschieden:
1 1 e 1
)\1 )\2 A >\k
det V. (Aq,..., Ax) = det ) . .
)\11;71 )\21571 o )\kézq

(j-te Zeile —A\1x(j-1)-te Zeile, (j = k,k —1,...,2), fihrt auf
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1 1 1

0 (A2 — A1) (A — A1)
det V(Aq,...,Ax) =det | :
0 A2 —=ADX"3 .0 = AN 3
0 Ma—AD)X""2 .. = A)AN"2
= ()\2 — /\1)()\3 — )\1) e ()\k — )\1) det V()\Q, e ,/\k) mit
1 | |
)\2 )\3 e )\k
det V(Xa,..., Ap) = det . . )
)\2’;’2 )\3’;’2 )\k’;’Q

Mit vollstandiger Induktion folgt hieraus:
det V(A,...,0) = J[ (W —=X) #0, daalle \; verschieden.

1<u<v<k
c¢) A habe n verschiedene EW \qy,..., A\, mit zugehorigen EV §,...,5,. Nach b)
sind diese EV linear unabhéngig, also ist die Matric C = (81, ..., §,) regulér.

A 0 ... 0

0 X ... O

0O 0 ... A\,

= (C7'AC =D = A ist diagonalisierbar.

d) Ist A ein k-facher EW und gilt dim E\ =k = man kann k linear unabhéngige
EV 51,...,5, zum EW X\ withlen = C wieder regulir, und es gilt C~1AC = D.

e) Ist A reell symmetrisch und ist A ein k-facher EW = dim E)\ =k .
Beweis hierzu:
Sei also A EW von A und E) der zugehorige Eigenraum mit dim E) = r, dann ist zu
zeigen: A ist r-facher EW.
Sei {#1,...,Z,} eine ON-Basis von Ey und {#1,...,%, Zr41,...,%,} eine ON-Basis
von IR" und C = (%4, ...,%,), also C orthogonal
= (C_lAC)ij = (CTAC)Z] =< fi,Afj >
o o A, fallsi=j5(1<14,5<r
=A< T T >:{0, falls i # j glgign,l)gjgr)

A 0O ... 0
A 0 0
—1 _
= (O 1AC = 0 0
0 0

= det(A — pE) =det(C~1AC — uE) = (A — p)" det(B — uE).
Dadim Ey =r = rang (A—AE)=n—r, also
= rang (C71AC — \E) = rang (CT(A — AE)C) = rang (A — \E)
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=rang (B—AE)=n—r = det(B—AE)#0 (fallsr <n) = A\ ist r-fache
Nullstelle von det(A — pE) = (A —p)" det(B — pE) (da det(B — uE) # 0 fir p = \)
= A ist r-facher EW von A.
(Rang A veréndert sich nicht bei Multiplikation mit orthogonalen Matrizen.)

f) A reell symmetrisch = < Az, >=< T, AT >=< & Ay > V&5 @ (vgl
Hilfssatz 2.25, S.50 ).

Ist nun AZ = \Z, so auch AZ = \Z, also
<AZEZ>=<ZAi>=A<Zi>=A<Zi> = A=XeR (daz#0).

Seien A\, p EW von A mit A\ # p und &,y € IR™ zugehorige EV, dann

= AT Y>S=<ZAY>= A<, y>=pu<Z,y> = <z,y>=0 = Zly (da
AF ).

Ist A k-facher EW von A, so wéihle man eine ON-Basis des zugehorigen Eigenraumes
(dh fl,...,fk mit Z; L7, fur 4 7é k und ’.f"l’ =1 \V/’L) = (C = (fl,...,fn) ist
orthogonal, und es gilt CTAC = D .

g) Fiir komplexe Matrizen gilt analog: Ist A hermitesch = alle EW von A sind
reell.

h) Aorthogonal = |AZ| =|Z|VZ € @ = |AZ] = | 7| = |\|Z| =]7] = |\ =1

Beispiel 1
3 2 -1
A=10 6 -2
2 0 2
Berechnung der EW
3—A
det(A — AFE) = det 0 J6—XN)(2—-AN)+2(2—-2])
2 )\
=(2-N(B-=N(6- /\)+2 >\) A2 —9XN+20)=(2—AN)(A—4)(A—5)

= A =2,M =4, 3 =>5sind (emfache) EW.

Berechnung der EV

Zu )\1 =2:
1 2 -1 0
0 4 -2 = 1 ist EVzu A\ =2.
2 0 0 2

Zu Ny = 4:
-1 2 -1 1
0o 2 -2 = 1 ist EVzu \p =4 .
2 0 -2 1

Zu )\3 =5
-2 2 -1 3
0 1 -2 = 4 ist EVzu 3 =5
2 0 -3 2
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0
= (C=11

1 -2 1 1
,Cl=-16 -6 3 , also gilt:
2
2 0 0
C'AC=10 4 0
0 0 5

Beispiel 2

0 1 1
A=11 0 1 reell symmetrisch (vgl. Beispiel 2, S.72 )

1 1 0
EW und EV:

—a—f
A1 = —1 (doppelter) EW mit EV o , (o, B) #(0,0),
B

o
A2 = 2 (einfacher) EW mit EV [ a | , (a#0).
«

Wabhle 2 orthogonale EV zu \; = —

1
mit f=0,a=-1 = -1 ist EVzu A\ = -1,
0
1 —a—
fiir den 2.EV muf} gelten: < -1, « > =—a—0—«
0 B
1
= 20—-0=0 = ([=-2a,mta=1 = 1 ist ein zum 1.EV
—2
orthogonaler EV zu A\; = —1 |
1 1 1 1
normieren ergibt: — | =1 | , — 1 bilden eine ON-Basis des Eigenraums
g ) . NG 5 g
zu )\1 =-1 5
1 1
der Vektor 7 1 ist normierter EV zu A2 = 2 und steht nach Satz 2.51 f)
1

senkrecht auf F(_y)

1/vV2  1/V6 1/V3 L[ V31 V2

= (C = —1/\/§ 1/\/6 1/\/§ = — | =v3 1 V2 ist orthogonal,
0 —2/V6 1/V/3 VB o o 3
und es gilt
-1 0 0
CTAC=D=|0 -1 0
0 0 2
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Beispiel 3

1 1 1
A=10 1 1
0 0 2
Berechnung der EV
1—A 1 1
det(A — AFE) = det 0 1—A 1 =(1-X2%2-X)=0
0 0 2—-A

= A1 =1 (doppelter) EW, A\ = 2 (einfacher) EW.
Berechnung der EV

Zu )\1 =1
0 1 1 0 1 1 «
0 0 1 = 0 0 1 = 0] ,a#0, sinddie EVzu A\ =1 =
0 0 1 0 0 O 0
dim E(;) =1 < 2 = Vielfachheit des EW = A nicht diagonalisierbar.
Beispiel 4
1 -1 -2 2
A= 3 -2 2 1 erzeugt eine Spiegelung an der Ebene E' : 2zx+y—2z =0 (vgl.
2 1 2

Beispiel 5.48 und Beispiel 2, 5.70 ).
A1 = 1 ist zweifacher EW, der Eigenraum E(;) zu A; = 1 ist die Ebene F,

Ao = —1 ist einfacher EW, der Eigenraum F(_;) zu Ay = —1 ist die Gerade durch 0
senkrecht zur Ebene F

1
= dim E(;) = 2 mit ON-Basis —
V2

0
1
1
1 2
dim E(_;) = 1 mit ON-Basis % 11

0 1/vV3  2/V6
= (= 1/\/5 —1/\/3 1/\/6 ist orthogonal, und es gilt
1/vV2 1/v/3 —-1/V6
0

10
CTAC=D=|01 0
0 0 -1

Ist die Dimension der Eigenraume > 2, so benotigt man zur Bestimmung einer
ON-Basis das folgende ”Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren”.

2.52 Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren

Gegeben: k linear unabhéngige Vektoren dy, ds,...,dr € V' (V Vektorraum).
Gesucht: k orthonormale Vektoren by, bs, ..., by, die den gleichen Untervektorraum
aufspannen wie dy,...,dx .

78



) > 2 J0 Jfallsi#j
Dh. es muf} gelten: < b;,b; >= { 1 fallsi—j .
1.

oo -2
Es gilt dann < b;, b; >= |b;)| =

Rechenvorschrift: \ -}:-)-2
a A
- a
b= = , 2
|| i
b. = Cor = . > b~ b i Cco
2:T| mit ¢y = da— < dz,b1 > by E
2 o
W <a9, El >by by aj
Allgemein:
c 1—1
b = — mit & =a; — <a:.b;>b
toal L ; v

Denn:  Fir r < gilt:

i—1
<Gy by >=< i, by > =Y < i, by >< by, by > =<, by > — < dij, by >=0
=1

(da<gj,gr>=Ofiirj7érund:1fiirj:r)

Beispiel
1 2 1
ai=\|1],d=[0] ,a3=1|1 linear unabhéngig, da
0 1 1
1 2 1
det (1 0 1] =-2#0,
0 1 1
- (1) e (o) =2 [o] (1)) (1] -
1= —= , C2 = -3 ) = | -
2\ 0 1) 2\\1/) \o 0 1
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- 1 —1
= b3:% ]_
2

I L (V3 V2 -l
b1, b, b bilden ein ON-System, also ist die Matrix — | V3 —v2 1 orthogo-
Velo a2

nal.

Berechnung hoherer Potenzen einer diagonalisierbaren Matrix

Sei A diagonlisierbar, also C~'AC = D mit C regulir,
= AC=CD = A=CDC! = A?2=0CDC-'CDC~!'=cCD*C—1
Per Induktion folgt:

Ak = CODFCt

AN ... 0 MO0
DafiirD( )gﬂt: Dk( ) ’
0 ... 0 ... \F

148t sich A* einfach berechnen.

Beispiel :
01 1
A=11 0 1 (vgl. S.77 )
1 10
) V3 1 V2 -1 0 0
C=—|-v3 1 Vv2| ., D=0 -1 0 , ct=0T | (daC
V6 0 -2 V2 0 0 2
orthogonal)
L VBT V2 (=) 00 V3 V3 0
= AF="| -3 1 V2 0 (-D* o 1 1 =2
Vo 2 w2 0 o0 o2¢)\vZ VI V2
L[ VR L VR (DR (DB 0
=—-v3 1 V2 (—1)F (-1)F  =2(=1)F
6\ 0 —2 v 2k/2 2./2 9/2

=— | —2(-1)F 421 4(=1)F 42k _9(—1)k 4 2kHL
—2(=1)F 4 281 —(—1)kF 2k 4(—1)F 4 2FH!

A4(=1)F 4 2F+1 _2(—1)F 4 2R —2(—1)F 4 2F+1 )
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Hauptachsentransformation, Kegelschnitte, Quadratische Formen

Normalformen der Kegelschnitte

1) Ellipse

(z — 300)2 (y — Z/o)2

Yo 1 a Fo
=1
)
a? b2

_|_

Mittelpunkt (zg,yo), Halbachsen a, b. PF| +PFy=2a

X0

2)  Hyperbel

(z—20)®  (y—%0)* _ oo s
a? B b2 =1
Mittelpunkt (zo,yo)- PF{-PFa=2a

3) Parabel
¥0 p/2 F

(y —v0)* = 2p(x — x0) ,

Scheitelpunkt (zg, yo). LP=FF ©

A &

Liegen die Kegelschnitte nicht achsenparallel, so mufl zunachst eine Hauptachsentrans-
formation durchgefithrt werden, damit die neuen Koordinatenachsen parallel zu den
Achsen des Kegelschnitts verlaufen:

Gegeben: Quadratische Gleichung in x,y

ax?® + 2bzy + cy® + prz +poy +7 =0
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Alle Punkte g € IR?, die diese Gleichung erfiillen, stellen einen Kegelschnitt (oder

eine Entartung oder die leere Menge) dar. Ist b = 0, so ist der Kegelschnitt achsen-
parallel, sonst nicht. Fiir b # 0 mufl eine Hauptachsentransformation durchgefiihrt
werden. Dazu schreiben wir die quadratische Gleichung in Matrizenschreibweise auf:

Mit A = (Z I;) , P = <p1) , T = (x) ist obige Gleichung dquivalent zu
P2 Y

<AZ, T >4+ <p, T >4r=0

care=((3 )N =((E) ()

= az? + 2bxy + cy? heiBt quadratische Form.

A ist eine reelle symmetrische Matrix, also existiert eine orthogonale Matrix C' mit

CTAC = D = (Aol )? ) . A1\ sind die EW von A und C = (81, 5) mit &, 5
2

(zugehorige EV) = A= CDCT.

Also erhalten wir fiir die quadratische Gleichung:
<CODCTE 7>+ <p,>+r=0 = (nach Hilfsatz 2.25)
<DCTZ,CT# >+ < p, & > +r = 0.

Mit den neuen Koordinaten (u,v), wobei 4 = <Z> mit

i=CTz

(vgl. Koordinatentransformation S.50,51 ), erhalten wir
<Du,i>+<CCTp,&>+r=0 =
<Dui>+<CTp,CTZ>4r=0 =

< Du,u>+<qgu>+r=20

mit
7=CTp

Ausgeschrieben lautet diese Gleichung;:

() ()G A@)()peree =

Mu? + v+ qutqgutr=0

Mittels quadratischer Erganzung 1afit sich hieraus die Normalform des Kegelschnitts
angeben.

Die Hauptachsentransformation wurde durch die orthogonale Matrix C' erzeugt (C
enthélt als Spaltenvektoren EV von A):

i=CT'z , #=Cu

82



Die Spaltenvektoren (Eigenvektoren von A) von C bilden die neuen Basisvektoren,
zeigen also in Richtung der neuen Koordinatenachsen (u-Achse bzw. v-Achse) des
neuen (u,v)-Systems (vgl. Koordinatentransformation S.50,51 ).

Es gilt:

A1, A2 gleiches Vorzeichen = Ellipse (oder Entartung oder leere Menge).

A1, A2 verschiedenes Vorzeichen =- Hyperbel (oder Entartung oder leere Menge).
A =0oder Ay =0 = Parabel (oder Entartung oder leere Menge).

Beispiel 1
52 + 4xy + 2y? — 18z — 12y +15=0
5 2 ([ —18
- A‘(z 2) ’p_<—12)'
5—A
EW von A: det(A — \E) = det 9

=A=-1)(A=6)=0
= M =1, XAy =6 sind die EW von A.

EV zu Ay = 1 (;1 f) > (_12) ist BV zu Ay =1,

2

2_)\):(5_)‘)(2_)\)—42)\2—7)\—#6

-1 2 2 .
EV zu Ay = 6: <2 4 <1> ist EVzu Ay =6,
. L1 (1 2 v 1 (1 -2 (10
normieren ergibt: C_E<_2 1) , C _ﬁ(2 1 ) ,D—(O 6)'
1
C' erzeugt eine Drehung um (—«) mit cosa = % , also o = 63.4° .
H_CTA_L 1 =2 -8\ _ 1 /6 \_ 6 /1 N
1= p_\/g 2 1)\ -12) 7 5\ -48) " 5\ -8
u? + 602 +—u —8v+15=0
Vb \/_
quadratische Erganzung ergibt:
3, 4 9 96
ut+—=)P2+6(v—-—= =-+=-15=6 =
3 12 4 19
u+ —= vV— —=
( \/5) +( \/3) |,
= Ellipse mit Mittelpunkt (—3 i) und Halbachsen v/6 und 1
p p \/57\/3 .

Mittelpunkt im (x, y)-System:
Z=01= Ao 2y L =3y 15y (1
T s \-2 1) 5 S5 \10) \2)°
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Richtung der u-Achse

=N
e

Richtung der v-Achse

/_\/—\
—_
[\
N—

u'-Achse & v=1y =

LS
Lo Ot =

v'-Achse & u=wuy =

=]

Tz , also

()(

2z +y) =

[y

l\D
N~
7N
< K

—
8
|
DN
<
~—
I

u =

5 ~a|~
5=

Also 20 +y=4 = y=4—2x ist die u'-Achse,
3
r—2y=-3 = y= d + 5 ist die v’-Achse.

2
Beispiel 2
xy=1 alsoy= i (Hyperbel)
= 2zy—2=0 mit A:( ) =0,
det(A—AE) =) —1= O = M =1, Ay =—1 sind die EW von A.
EV zu A\ = 1: <_11 ) (1) ist EVzu A\ =1,
EV zu Ay = —1: } 1 1) ist EV zu Ay = —1

e T e O O]

C erzeugt eine Drehung um o = 45°, denn cos(w/4) = 1/v/2 .
Also erhalten wir die Hyperbel

uw—1?2=2 =

u? v?

VT

Beispiel 3
922 — 24xy + 16y? — 402 + 220y — 100 =0 ,
A (9 12\ ._ (-4
“\-12 16 ) " P7 22 )
det(A—AE) = (9 —A\)(16 — \) — 144 = A2 — 25X = A\(A —25) =0
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= A =0, A2 =25sind die EW von A (= Parabel oder Entartung).

9 —12 4 .
EV zu A\ =0: <_12 16) = <3) ist EVzu Ay =0,

—16 —12 3 .
EV zu Ay = 25: (_12 _9> = (_4) ist EV zu Ay =25

14 3 - (0 0
:>c_g(3 —4>’C_C’D_<0 25)’

1 (4 3 (-40 100
> _ AT-_ * _
7=¢ _5<3 —4)(220) (—200)'

Da det C = —1, erzeugt C' eine Drehspiegelung.
Also erhalten wir die Parabel

2502 4+ 100w — 2000 — 100 =0 =
VHdu—-8v—-4=0 =
(v—4)?2=4+16—-4u =

(v—4)% = —4(u — 5)

4
\
3
\\‘ n
P
/”
=

Parabel mit Scheitelpunkt (i) im (u,v)-System.

Scheitelpunkt im (z,y)-System:

174 3 5 _1/(/32
5\3 —4 4) 5\ —-1)"
Richtung der u-Achse: (g) , Richtung der v-Achse: (_3 4> .

Bemerkung:

Haben beide EW gleiches Vorzeichen = FEllipse (oder Entartung oder leere Menge).
Haben beide EW verschiedenes Vorz. = Hyperbel (oder Entartung oder leere Menge).
Ist ein EW =0 = Parabel (oder Entartung oder leere Menge).

Quadratische Formen

Definition 2.53 : Sei A eine reelle symmetrische (n,n)-Matrix, & € IR™, so heifit

Q(F) =< AZ, 7 >

eine quadratische Form.

Ausgeschrieben erhalten wir:

Q(f) =< AZ, ¥ >= Z(Z CLZ'j.',I?j)JZi = ZZaijxixj

=1 j=1 i=1 j=1
= allx% + aggx% +...+ amx% + 2a127172 + 20132173 + ... + 2051 nTn—1Tp .
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Beispiele

x z 2 2 -1
1) 22243y —22+4oy—222+yz = <A yl,ly > mit A= 2 3 1/2
z z -1 1/2 -1

2) 2m2—4y2+6xy:</1(§),<§)> mit A:(g _34>.

Definition 2.54 : Sei Q(Z) =< AZ, ¥ > , A reell symmetrisch.
a) < AZ, T > bzw. A heifit positiv definit < < AZ,Z> >0 VZe R"\{0}
< alle EW von A sind > 0.
b) < AZ, & > baw. A heift negativ definit < < AZ, > <0 VZe R"\{0}
< alle EW von A sind < 0.
c) < AZ, &> bzw. A heifit indefinit < < AZ,Z > nimmt positive und negative
Werte an
< A hat positive und negative EW.
d) < AZ, & > bzw. A heifit positiv semidefinit < < AZ,©¥>>0 VZe R"
< alle EW von A sind > 0.
e) < AZ, & > bzw. A heifit negativ semidefinit < < AZ, ¥ > <0 Vie R"
& alle EW von A sind < 0.

Begrimdung der Aquivalenz:
{<AZ,Z>>0 Ve R"\{0}} < alle EW von Asind >0 .

Beweis
Da A symmetrisch, existiert eine orthogonale Matric C' mit CT AC = D
= A=0DCT = < AZ, % >=<CODCTZ ¥ >=<DCT% CT%¥ >=< Du,u >
= Z)\Zuf mit 7 = CT7 .
i=1
Also gilt: < AZ,Z>>0VZ#0 (damit auch Vi #0) < alle \; >0
(mit 7 ist auch 4 # 0, da C' die Liange nicht veréndert).
Alle anderen Aquivalenzen gelten analog.

(]?est jgélll;O < alle EW #£0 < A positiv- oder negativ- definit oder indefinit.
Denn:

det A=det(A—0FE)#0 < X=0 kein EW von A.

Spezialfall: n =2

A= (a [Z) , A symmetrisch =

det(A—AE) = (a—A)(c—=A)=b% = A2 — (a+ )X+ (ac—b*) = A\* — (Spur A)\+det A

(Spur A= Summe der Diagonalelemente von A).
Also: det(A — AE) = A2 — (Spur A)\ +det A .
Seien A1, Ao die EW von A, so gilt:
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det(A — )\E) = ()\ — )\1)()\ — )\2) = )\2 — ()\1 + )\2))\ + )\1/\2 .
Also muf} gelten:

MH+X=Spur A=a+c , My =detA=ac—b?

Hieraus folgt

Satz 2.55 :

Fiir eine reelle symmetrische (2,2)-Matrix A = (ch i) gilt:

A positiv definit < A >0und Ay >0
< a>0und det A > 0.
A negativ definit < A <0 und Ay <0

& a4 < 0und det A > 0.

A indefinit < A1, A2 haben verschiedene Vorzeichen
& det A <0.

Beweis :

det A=ac—b>=MXNXa, SpurA=a+c= X\ + \a,

detA>0 = ac>b>>0 = a,c haben gleiches Vorzeichen.

Seia>0 = ¢>0 = M +X>0,dadetA=X A >0 = A >0, Ay >0.
Ist umgekehrt Ay >0, Ay >0 = det A >0 = a,c haben gleiches Vorzeichen =
(daa+c=A +X2) a>0.

Alle anderen Fille analog.

Beispiel

1 1/2 . . .
A= 12 1 = a=1>0,detA=3/4>0 = A ist positiv definit =
A hat nur positive EW =

<Aa‘;‘,f>:<(1}2 1{2> (5),<§)>:x2+xy+y2>0 v(gy”) ” (8) .

Allgemeiner Fall: n € IN

a1 ... Qin
Sei A= eine reelle symmetrische (n,n)-Matrix,
an1 v Apn

ail ... Qi
seien det A; = det die Hauptunterdeterminanten von A, also

a;1 e (0773
det Ay = (ay1) , det Ay = det (a“ “12) ..., det A, = det A,

az1 Q22

dann gilt:
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Satz 2.56 :
A ist positiv definit < alle EW von A sind > 0
< alle Hauptunterdeterminanten det A; > 0.
A ist negativ definit < alle EW von A sind < 0
& alle Hauptunterdeterminanten det A; haben wechselnde
Vorzeichen: det A; < 0,det Ay > 0,det A3 < 0, usw.
A ist indefinit < es existieren positive und negative EW
< die Hauptunterdeterminanten det A; haben andere
Vorzeichen als bei positiv- bzw. negativ-(semi)definit.
A ist positiv semidefinit (und nicht positiv definit)
& alle EW von A sind > 0 und mindestens ein EW = 0
= detA = 0 und alle Hauptunterdeterminanten det A; > 0.
A ist negativ semidefinit (und nicht negativ definit)
& alle EW von A sind < 0 und mindestens ein EW = 0
= det A = 0 und alle Hauptunterdeterminanten det A; haben wechselnde
Vorzeichen: det A; < 0,det Ay > 0,det A3 < 0, usw.

Anwendung: Extrema quadratischer Formen

Satz 2.57 :

Sei A eine reelle symmetrische (n,n)-Matrix, dann gilt:

m‘ax < AZ, X >= )\
|Z]=1

mit A\; ist der grofite EW von A. Das Maximum wird angenommen bei 3 EV zu A\
mit |£Z"1| =1.

min < AZ, ¥ >= )\,

|Z]=1

mit A, ist der kleinste EW von A. Das Minimum wird angenommen bei 7,, EV zu A,
mit |Z,| = 1.

Beweis :

A symmetrisch = 3 orthogonale Matrix C' mit CTAC =D = A=CDCT =
n

< AZ, & >=< CDCTE,# >=< DCTZ CT# >=< Dii,ii >= Y _\ju; mit i = CT .
i=1

Also gilt: A\, Zuf << AZ, ¥ >< )\ Zuf )

=1 =1
n
Da @ =i’ =Y uf=1 = X, S<<ALZ>< N .
1=1
Ist 71 EV zu Ay mit |71| = 1, so gilt

< Afl,fl >= )\ < fl,fl >= A1|fl|2 =\ .

Also gilt ‘m|ax < AZ, 7 >= )\ (analog fiir Minimum).
Z|=1
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Beispiel

: 1 1/2 x
2 2 _ = = _ =
ety 4yt =< AZ, ¥ > mit A—<1/2 1 ) ,x-(y),
det(A—AE)=(1-XN)?—-1/4=0 = M\o=1+1/2=3/2 oder 1/2 =

max (2% + 2y +y?) = 3 min (22 + zy +y?) = 1
r2+y2=1 2 ’ r24+y2=1 2

. : o S T !
Die EV zu A\; = 3/2 sind (a)’ (a#0), mit Lange 1 folgt: 24 = iﬁ <1>
An diesen Stellen wird das Maximum angenommen.

. . o s 1 1
Die EV zu A\ = 1/2 sind (—a)’ (a #0), mit Lange 1 folgt: & = iﬁ (_1).

An diesen Stellen wird das Minimum angenommen.
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IIT Folgen, Reihen

Definition 3.1 : Ordnen wir jedem Element n € IN ein Element a, € IR zu, so
entsteht eine reelle Zahlen-Folge (ay,as, .. .).

Andere Schreibweise: (an), . oder kurz (ay) .

Haufig fingt die Numerierung bei einer anderen Zahl m € Z an:  (an),,>,, -

Beispiele
(1,1,1,...) konstante Folge
1 0 11 1 1
1,1/2,1/3,1/4,...) = (— 13 2
(L2 1/31/4.0= ()
(1,1.4,1.41,...)
1 V2

(20,2122 ..) = (2")>0

Konvergenz:

z.B.: l—>0f1'J1rn—>oo,
n
z.B.: Die Werte der Folge (1,1.4,1.41,...) nihern sich dem Wert v/2, falls n — oo .

Frage: Nahern sich fiir n — oo die Werte der Folge (a,), . einem bestimmten Wert
a € IR 7 Falls dies der Fall ist, sagt man: Die Folge (a,) konvergiert gegen a fiir

n—oo: lim a, = a.
n—oo

Wir miissen den Bergiff ”Konvergenz” prazisieren:

Definition 3.2 : Gegeben sei eine Folge (ay,),, ¢ in IR. Die Folge (a,,) heifit
konvergent gegen a € IR < Ve >0 3dN € IR mit |a, —a| <e VYn > N.

Schreibweise: lim a, = a oder a, — a fir n — oo .

n—oo

Existiert kein a € IR, so da} die Folge (a,) gegen a konvergiert, so heiit die Folge
(ayn) divergent.

In Worten ausgedriickt heifit ”Konvergenz gegen a”: In jedem (noch so kleinen) In-
tervall um a liegen fast alle (bis auf endlich viele) Folgenelemente.

' ' ' LY
F

Beispiele

1. (1,1,1,...) konvergiert gegen 1, denn |a, —1|=[1—-1]=0<eVn e IN .
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1 1 1 1
2. (=) konvergiert gegen 0, denn  |— —0|=—<e¢ & n>-=:N, also
n nelN n n €

1 1 1
|- —0=—<e€e Vn>N = —
n n €

1
3. (—) , (a0 > 0 fest), konvergiert gegen 0, denn
ne nelN 1 1
|— —0]=—<e V¥n>— =N.
ne ne el/a

4. (¢")pen > 9 € IR mit [g| <1 fest.

Fallunterscheidung:
a) ¢g=0 = (¢")=(0,0,...) =0, flirn— oo,
b) ¢g=1 = (¢")=(1,1,...) =1, flirn—oco0,

¢c) ¢g=-1 = (¢") = (—-1,1,-1,1,...) divergent (alternierend, der Abstand
zwischen 2 aufeinanderfolgenden Folgengliedern ist immer = 2).

1 1
d) l¢<1 = —>1 = FIb>0mit —=14+0 =

lq| lq|

1 1
¢" — 0] = |q|" = < 7 denn
(T+b)"
(1+b)" —1+nb+()b +...+ (M >nb(dab>0) =

lq" — 0] <€ Vn>—b N = lim ¢" =0, falls |¢| < 1.
Definition 3.3 :

Ist (a,) eine Nullfolge in IR (dh.: lim a, =

n—oo

), und gilt a,, > 0 (bzw. < 0) Vn > m,

1

so schreibt man fiir die Folge (b,,) mit b, := —
a

lim b, = oo (bzw. —c0),  und man sagt:
n—oo

(b,,) konvergiert uneigentlich gegen oo (bzw. —o0).

Beispiel
(qn>new mit g > 1 fest.

n—oo q n—oo

1 1
Dal-|<1 = lim —=0 = lim ¢" =00, falls ¢ > 1.
q n

Eine besondere Rolle spielen die monotonen Folgen:

Definition 3.4 :
a) Eine Folge (a,) heiit (streng) monoton wachsend

& apy1 > an (bzw. api1 > a,) Yn € IN.
b) Eine Folge (a,,) heiit (streng) monoton fallend

S ant1 < a, (bzw. an41 < an) Yn € IN.
c) Eine Folge (a,) heifit beschrinkt < dci,c0 € IR mit ¢ < a,, < cy Vn € IN.
Existiert nur eine untere Schranke ¢; (bzw. nur eine obere Schranke cz), so heifit die
Folge (ay) nach unten (bzw. nach oben) beschrankt.
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Definition 3.5 : Sei (a,) eine Folge, und sei (1), €ine streng monotone Folge
natiirlicher Zahlen. Dann heifit (an, ),y eine Teilfolge von (an),cpn -

Beispiele

(L) st cine Teilfol )
(= ist eine Teilfolge von (— :

2l71en & n’'neN

- (¢*1), ey ist eine Teilfolge von (¢"),,cpy -
Fiir den Beweis des néchsten Satzes bendtigen wir noch die folgende Definition:

Definition 3.6 : Sei M C IR eine beschrénkte Teilmenge von IR (dh.: Jep,c0 € R
mit ¢; <z < ¢y Vo € M), dann heifit

sup M = kleinste obere Schranke von M,

inf M = grofite untere Schranke von M.

Es gilt dann:
Gltx<cVreM = c>supM.
Giltx >ceVzeM = c<infM.

Es gilt nun der folgende wichtige Satz fiir Folgen:

Satz 3.7 :

a) Eine Folge (a,) hat hdchstens einen Grenzwert.

b) Jede Teilfolge einer konvergenten Folge konvergiert gegen den gleichen Grenzwert.
¢) Eine konvergente Folge ist beschrdankt.

d) Eine monotone und beschrdnkte Folge ist konvergent.

Beweis :

a) Seia, —aund a, - bmita#b = |a, —al <eV¥n> N; und

la, —b] <eVn> Ny =

la — bl =|a —ap + an, — b < |a—an|+|a, — bl <2¢ Yn > max{Ny, Na},

wihle e = 3la —b] = |a— b <]a — b, also Widerspruch.

b) Seila, —a|] <eVn >N = Ja,, —a|l <eVk >N, weil np >k ((ng) streng
monoton).

c) Wahlee=1 = Ja,—a|<1Vn>NelN =

lan| = |an, —a+al <la, —a|+|a| <1+ |a| Vn >N =

lan| < max{|ai],|az],...,|an],1+|a|} =:¢c Vn € IN.

d) Sei (a,) monoton wachsend und beschrankt, K sei eine obere Schranke

= a1 <ap, <apy1 <K VnelN.

Dann existiert eine kleinste obere Schranke a = sup{a,, : n € IN}.

Seie >0 = (a—e€) ist keine obere Schranke. Weil a — € < a = sup{a,} = dJan
mita —e <ay < a.

Da (a,) monoton wachsend = a—€e¢<a, <aVn>N =

la, —al <eVn>N = lim a,=a.

(analog fiir monoton fallend).
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Bemerkung: d) ist ein hinreichendes aber nicht notwendiges Kriterium fiir Konver-
genz. Der Grenzwert a ist dadurch noch nicht bekannt.

Beispiele

cap=(—=1)", nelN.

Teilfolgen as, = (—1)*" =1 — 1, agpy1 = (1) =-1— —1#1
= (ay) divergent.

lim =0, denn
n—oon + 1

1 1
|\/ﬁ -0 = v S_\/ﬁ:_<€ fir n> 5 =N
n+1 n+1 n n €2
lim (vVn?2+1—n)=0, denn:
n—oo

2 2
+1—n
n24+1—-n—-0= n2—i—1—n:n— erweitert mit vn2+1+n
VIEFT =00 X ViEFT+0)
1 1 1

< — <€ furn>—.

_\/n2—|—1—|—n 2n 2€

lim Yn=1

n—oo

denn:

Yn>1firn>1 = 3b,>0mit Yn=1+0b, =
n=(1+4b,)" =1+nb, + (5)b2+...+ (1)br > (5)b2 (da b, >0) =

1 2 2
n>mbi = 0SB <—"—<e firn>1+3) =
2 5 n—1 €
B2 -0l<eVn>N=(1+>) = limb> =0 = limb,=0 = lim ¥n=1,
€ n—oo n—oo n—oo

denn: 0 < b2 <e = 0<b,<e/? = |b, —0] <€/
. Fir e >0 gilt:
lim ¥e=1

n—oo

denn:

LFall: c=1 = We=V1=1—-1.
2Fall: ¢>1 = 3b,>0mit YVe=1+b, = c=(1+0b,)" =
c=1+4nb, + (5)b2 +...+ ()b > nb, =

0<bn<£<efiirn>g = ]bn—O]<eﬁirn>E =
n € €
lim b, =0 = lim ¥e=1.

n—oo n—oo
3.Fall: 0<e<1l = —->1 = Ilim —=lm -==1 = lim Ve=1.
C n— oo C n—oo \/E n— oo
2
lim & = 0 , denn:
n—oo n'
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2 2
< = < <efirn>24+-—.
€

1
Iim (1 + )" =
im ( +n) e

n—oo

e heifit FEulersche Zahl

Denn:

1
a) Wir zeigen zunéchst: (a,) mit a,, = (1+ —)" ist eine monoton wachsende Folge:
n

1 _ 1
Apn—1 S ap, < (]_ + m)n 1 S (1 + E)n
1
& (nﬁ 1)”*1 < (n%— )" (Multiplikation mit nﬁ N fir n > 1)
& (n?z 1)" < (n;l; )"nﬁ . (Multiplikation mit (HL_H)”)
n? n
& (n2 — 1)" < w— (Kehrwert bilden)
n?—1 n—1
< ">
( = )tz — 1
& 1—-=)">1-—.
( n2) - n

1
Das ist die Bernoullische Ungleichung (1 + )" > 1+ nz fiir x = ——; (siehe 5.7 ).
n

b) Nun zeigen wir: (a,,) ist beschrinkt:
Da (a,) monoton wachsend, gilt:

< et _’I’L: . = Al
a1 = ap (1+?”L) E:(k)nk Z n-m-...-n k!

k=0 k=0
n 1 n 1 n 1 n—llk
STl T E S s )
k=0 . k=1 k=1 k=0
1—()n 1
126" 1 (vgl. 1.30, S.15 )

=1 - =
M- 3 1/2
= a1 <a, <3 VnelN.
Da (a,) monoton und beschrénkt, gilt nach Satz 3.7 d):  (an), ¢y ist konvergent.
Den Grenzwert nennen wir e (Eulersche Zahl). Es gilt: 2 < e < 3 (genauerer Wert
e = 2.7182818 ... (spéter)).

1 1+ a?
Lap = 3 An41 = +2a” , neIN rekursiv definierte Folge.
) 1+1/4 5 1+425/64 89
Es gilt: = =-=0.62 = = =0.695... .
s gilt: as 5 3 0.625 , as 5 123 0.695 , USW
Wir zeigen: (a,,) ist monoton und beschrankt
1 2 1 2 _2a, 1—a,)?
a) An+1 — Qn = —;an_an: +an2 - :( 2a) >0 =
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apt1 > ap, Yne€IN = (a,) monoton wachsend.

1
b) Da (a,) monoton wachsend, gilt a; = 3 < a, VYn € IN. Mit Induktion zeigen

wir:
an <1 Vn e IN , denn
n = 1: richtig,

1+ a?

n

1+ 12
n—mn+1l a4 = + =1.

2
Also gilt: a3 <a, <1 Vn € IN , also (a,) beschrankt.

Da (a,) monoton und beschrénkt, ist (a, ) konvergent (gegen a € IR).

Bestimmung des Grenzwertes a:

1+a?
Da an+1 = 5 und a,, — a, also auch a,,+; — a, folgt:
. . . 1+ a? . . .
linke Seite — a , rechte Seite — . Da beide Seiten gleich, folgt:
1 2
0= J;a = 1+a2-2a=0 = (1-a)?=0 = a=1 = lima,=1.
n—od

Um die Konvergenz einer Folge (a,) gegen a zu zeigen, kann man héufig folgenden
Satz benutzen:

Satz 3.8 : Sei (a,) eine Folge in IR.
Gilt |a, —al <b, VYn >mn; mit (b,) ist eine Nullfolge (dh.: lim b, = 0)

n—oo
= lim a, =a .

n—oo
Beweis :
Seie>0 = |a,—a|<b,<e Vn>N =
lay, —al <e ¥Yn>max{N,n1} = lim a,=a.

n—aod
Beispiel
cosn cosn 1 . . cosn
ap, = = la, — 0] =] |<——0 firm—o00 = lim =0.
n n n n—oo M

Definition 3.9 :  Cauchy-Konvergenz
Eine Folge (a,) heifit Cauchy-konvergent
& VYe>03IN € Rmit |a, —an| <€ Yn,m > N.

In IR gilt folgende Eigenschaft

Satz 3.10 :
Die Folge (a,,) ist konvergent < die Folge (a,) ist Cauchy-konvergent.

Beweis :

"= ay — aml| <lan —a|l+|la—apm| <€/2+€/2 <€ Yn,m> N.
"< (ay) ist beschrénkt, denn:

lan| < |an — am| + lam| <1+ |ay| Yn> N € IN,(m > N fest)

= |an| < max{|ai],|as|,...,|an],1+ |am|} =: K.
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Sei b, = inf{ar : k>n} (groBte untere Schranke)
= bpy1>b,,dafar : k>n+1} C{ar : k>n}
= (by,) ist monoton wachsend und beschrénkt (beschrankt durch b; < b, < K)

= (by) ist konvergent gegen einen Grenzwert a, also lim b, = a.
n—od

Seie >0 = dng> N mit |[a—by,| < €/2und Ing > ng mit |by,, — an,| < €/2 (weil
inf)

= la—an| < a—=bng| + [bng — any| + [an, — an|

<€/2+¢€/24+€=2 Yn>N = lim a, =a.

n—oo

Rechenregeln konvergenter Folgen

Satz 3.11 : Seien (a,,), (b,) zwei konvergente Folgen mit lim a,, = a und lim b, = b,
und sei A € IR. Dann gilt:
a) lim (Aa,) = Aa

n—oo

b) lim (a, +b,) =a+b

c) lim apb, = ab
d) lim a—n:%,fallsbnséO Yne N, b#0

n

e) Gilta,<b, Yn>ny = a<b.

Beweis :
a) |Aa, — Aa| = |M]a, —a| < |\ =€ Vn > N.
b) |(an +by) — (a+b)| <l|an —a|l+ b, —b| <e€/2+¢€/2=¢ Yn > N.
¢) lanb, —ab] = lan (b, —b) + (an, — a)b| < |ay||by, — b + |b||an, — al
< K|by, — b| + |bl|lan, — a| (konvergente Folge ist beschriankt)
<e€/2+€/2=¢ VYn > N.

b b 1 2

d) \b[§|b—bnl+]bn|§%—|—\bn! VYn>ng = ]bﬂzg = mgﬂ Vn > ng

1 1 b — by 2
= |— -2 = < —lb, —bl <e Vn>N

55 T B =

1 . 1 1

= Jim po=g = Jm = dm g =ap =g (uacho)
e) bp—a, >0 (daa, <b,) und lim (b, —a,)=b—a = (b—a)>0 = b>a.

Beispiele

1 1
lim (—+(1+E)"):O—i—e:e.

n—oo M

. Sei p(x) = cpa® + 12" P+ ...+ ez +co, ¢; € IR (Polynom)
1
= lim p(=)=cy ,denn (=)* -0 firk>0 =
n—o00 n n

p(1/n) =c,(1/n)*+ ... +ci(1/n)+co — co.
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k k—1
cpn” +c_1n +...+cin+ e .
3. a, = t 0,d 0
= A d o+ .+ dintdg Uk 7 L7
( 0 Jalls B < 1

ko falls k=1

dy
i = Ck
= lm a, =9  falls k> und 7 >0
oo falls k> und & <0
\ dl
denn: ) )
Ck +Ch—17 + ...+ Co-%
an =ntH{ BT 1? Onlk} Wobei{...}—>c—k.
dl—f—dl_lz—i—...—i—dom Cll
7.B.: ) ) .
3 2n — 1 3+=2—-—=%5 3
o S22 -1 B 3
n— oo 4n2 +5 n— 00 4 + = 4
3?42 . 3+%
im = lim ——2— =00
n—oo 10n + 6 n—>00%+% ’
. 3n%+2 L 2+ 5
lim ——— = lim 2—3 =0.
n—oo 6n3 +5n  n—oo 6+ s
__cosm
4 tim 27 i 1 42 2 L 0 fiirn — o0 .
n—oon 4 cosn  n—oo 1 4 €20 n
Beispiel : Intervallschachtelung 5
f
Gegeben: f: I C IR — IR stetige Funktion. /
Gesucht:  Nullstelle xg € I , dh.: f(z¢) = 0. ag %p bo x

1.Schritt: Ausgangsintervall [ag, bg] wahlen mit z¢ € [ag, bo] ,
dh.: f(ag)f(by) <0 (Vorzeichenwechsel)
ag + b()

2.Schritt: Halbierung des Intervalls: ¢ =

3.Schritt: ndchstes Teilintervall angeben:
falls f(ao)f(c) <0 = ¢ € |ag,c] , sonst xg € [c, by
Also wahle a; = {ao falls f(a)f(e) <0
c ,sonst
b — {c Jfalls f(ao)f(c) <0
! by ,sonst
= o € [a1,b1] (neues Intervall).

by —
Weiter bei Schritt 2)  (bis by, — an| = — il

o < €).

Auf diese Weise erhélt man eine Folge von ineinandergeschachtelten Intervallen [a,,, by, ]
mit zg € [ay, byl
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Es gilt: ag < anp < apny1 <29 < b1 <b, <by VneIN
= (ay) und (b,) sind monoton und beschrankt = konvergent

b —
= lim a, =a, lim b,=b. Da0< (b, —a,) = 02na0_>0 fir n — oo
= lim (b, —ap)=b—a=0 = a=b=uxy (daxzg € [an,b,] Yn e IN).

Beispiel hierzu: Gesucht V2.

flx)=2?>—-2 = x0=+/2 (positive Nullstelle).

Ausgangsintervall [1,2] (denn f(1)f(2) = (-1)(2) = -2 < 0)
1+2

c=—= =15, fUF(15) <0 = [a1,ba] =[1,15]
e= 1T o5 F125)£(15) <0 = [ag,ba] = [1.25, 1.5]
c= LBt ) (be) <0 = [as, bs] = [1.375,1.5)

c=1.4375 , f(as)f(c) <0 = [as,bs] = [1.375,1.4375]

c=1.40625 , f(c)f(bs) <0 = las,bs] = [1.40625,1.4375]

c=1421875 , flas)f(c) <0 = |ag,bg] = [1.40625,1.421875]

c = 1.4140625

usw.

Man erhiilt v/2 = 1.41421 . . ..

Die Konvergenz ist relativ langsam, denn z.B. bei einem Ausgangsintervall [ag, bo]

der Lange 1 erhélt man im n-ten Schritt das Intervall [a,,b,]| der Linge on- Dieses

Intervall hat die Linge < 107% <« n > 27, also erst nach 27 Schritten.
Komplexe Zahlenfolgen, Vektor-Folgen

In der Anwendung werden nicht nur Folgen aus IR sondern auch Folgen aus anderen
Mengen betrachtet, z.B:

(zn) Folge in T,

(#,) Folge in IR |

(fn) Funktionenfolge.

Immer dann, wenn in der entsprechenden Menge der Abstand zwischen zwei Ele-
menten gemessen werden kann, z.B.: |z, — z| in € oder |7,, — 7| in IR*, so kann man
analog zu Def. 3.2 den Begriff ” Konvergenz” definieren. Alle Eigenschaften und Séatze,
in denen der Abstand eine Rolle spielt, gelten dann entsprechend.

Die Eigenschaften, wo Elemente der Grofie nach verglichen werden (z.B. Monotonie),
konnen dagegen nicht nach @ und IR* iibertragen werden. In IRF fehlt auch die
”normale” Multiplikation und die Division.

Definition 3.12 :

a) Eine komplexe Zahlenfolge (z,) in € konvergiert gegen z € €'
& VYe>03dN € Rmit |z, — 2| <e Vn> N.

b) Eine Vektorfolge (#,) in IR* konvergiert gegen & € IRF

< Ve>0dN € Rmit ¥, —Z] <e Vn> N.
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Satz 3.13 : Fiir komplexe Zahlenfolgen (z,) = (x, + iy,) € € gilt:
lim z, = lim (2, + iy,) = z = (x + iy)

< lim Re(z,) = lim z, =2 = Re(z) und lim Im(z,) = lim y, =y = Im(z) .

Dh.: Eine komplexe Zahlenfolge konvergiert genau dann, wenn die Realteil- Folge und
die Imaginarteil-Folge konvergieren.

Beweis :
Fiir eine komplexe Zahl z = x + iy gilt |x| < |z| und |y| < |z], also gilt

| — x| < |z — 2| < eund |y, —y| < |z, — 2| <€ ¥Vn > N, falls lim z, = z, also
n—oo
auch lim z, =2 und lim y, =y.
n—aoo n—oo

|z, — 2| = /(Tn — 2)% + (yn — y)? < ¢, falls |z, — 2| < ¢ und |y, — y| < €, also gilt

lim z, = z, falls lim z, =z und lim y, =y.
n—oo n—oo n—oo

Tni

Satz 3.14 : Fiir Vektorfolgen (Z,) = (| @ |) € IR* gilt:
Tnk

lim 7, =2 < lmxz, =2, Vi=1,2,...,k.

n—oo n—oo

Dh.: Eine Vektorfolge (&, ) konvergiert genau dann gegen Z, wenn alle Koordinaten-
Folgen (z,;) gegen (x;) konvergieren.

Beweis :

X1
Fiir einen Vektor ¥ = | : | gilt |z;| < |Z], also gilt

Tk
|Tni — x| < |Zp —Z] <€ Yn >N, Vi=12,...,k, falls lim &, = Z, also auch

n—oo
lim z,;, =2, Vi=1,2,... k.
n—oo
k
|Z, — Z] = Z (i — x3)? < €, falls |x,; — x;] < € Vi, also gilt lim Z, = 7, falls
n—oo

i=1

lim x,;, =2; Yo =1,2,...,k.

Fiir kompleze Folgen gilt analog Def.3.5 (Teilfolgen), Satz 3.7 a)b)c) (beschrénkt heifit
hier: ¢; < |z,| <o Vn € IN), ( d) gilt nicht), Satz 3.8, Def.3.9 (Cauchy-Konvergenz),
Satz 3.10, Satz 3.11 a)b)c)d), ( e) gilt nicht).

Fiir Vektor-Folgen gilt analog Def.3.5 (Teilfolgen), Satz 3.7 a)b)c) (beschrénkt heifit
hier: ¢1 < |Z,| < ca Vn € IN), (d) gilt nicht), Satz 3.8, Def.3.9 (Cauchy-Konvergenz),
Satz 3.10, Satz 3.11 a)b), ( ¢)d)e) gelten nicht).

Beweis :
(zn,) Cauchy-konvergent < (z,) konvergent.
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=" (zpn) = (T + iyn) Cauchy-konvergent = (x,), (y,) Cauchy-konvergent
> x,—axundy, Y = 2, =Tp,+1iY, > 2=2T+1Y .
" 2y — | < zn — 22— 2m| < €/24€/2 < e Vn,m > N.

Beweis :

(Z,,) Cauchy-konvergent < (&, ) konvergent.

"=": (&,) Cauchy-konvergent = (x,;) Cauchy-konvergent Vi = z,; — z; Vi
x1

= I, > T=

T
" By, — | < | B — E| T — T <€/2+€/2<eVn,m> N.

Beispiele
2n? 1
'anlfn2+i(l+ﬁ)n — 2+1e fﬁrn—>oz.
3 4 44)" 3+ 44 5
zn:—( +n2> — 0 ,denn|zn—0|:%:(g)n — 0 firn—oo.

3. zpn=4q" , q € Cfest.

Gilt |[g) <1 = |2, —-0/=1[¢"-0]=¢|" — 0 firn— oo,
also lim ¢" =0, falls [¢| < 1.
n—oo
Gilt |gl =1 = 2z, = ¢" = (|qe’)" = €™ = cos(np) + isin(ny) divergent fiir
0 < ¢ < 27 (nur konvergent fiir ¢ = 1).
Gilt |[g] >1 = |z,]=|¢/" — o0 = (z,) divergent.
n+2 1+ 2 1 i

. Zp = — = 3 - > —=—— firn—o00.
3+ 2in R—I—QZ 21 2

L By = P — 1| =2 firn—o0.
(1+5)"

Unendliche Reihen

Ein Spezialfall fiir Folgen sind unendliche Reihen.

Definition 3.15 : Gegeben sei eine Folge (a,), .- Dann kann man hieraus eine

neue Folge (s,), . folgendermaflen bilden: s, = Z a; .
i=1

oo

Die Folge (s,),,c v nennt man unendliche Reihe und schreibt hierfiir Z a; .
i=1

Besitzt die Folge (sy,),, ¢y einen Grenzwert s € IR, so sagt man: die unendliche Reihe

o (e @]

E a; ist konvergent mit Grenzwert s , also lim s, = E a; =S .
n—oo

i=1 i=1
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Andernfalls heifit die Reihe Z a; divergent.
i=1

Das n-te Folgenglied s,, = Z a; heiBt n-te Partialsumme
i=1

der unendlichen Reihe Z a; .

i=1
Bemerkung: Diese Definition gilt entsprechend in @ und IR".

Beispiele

. Geometrische Reihe , q € ' fest, ng € INy fest

oo . qno
E q" = , falls |q| <1
1—-g¢

k’:’l’bo

Spezialfall: ng =0

= 1
qu:1+q+q2+q3+...:— , falls |q| < 1
l—¢q
k=0
n no _ ,n+1 no
Denn: s, — qu:% . 1q_q,falls gl <1 (vgl. 1.30, S.15 ).
k:no
= 1
2 5D !
o R+
n n n n
1 1 1 1 1
Denn: s, Z = (___):Z__ -
—k(k+1) —=k k+1" —k —k+1
=({+5+3+ +)-G+i+ A itig)=l-g - 1 =
i R
—k(k+1) 1-2 2-3 34 B
=1
Z z ist divergent (harmonische Reihe).
k=1
11 1 1 1
Denn: sy, =Y ~ = -4 =4 =4 .. 4—.
e s I;k 12 3T Ty
(85,) ist monoton wachsend, weil s,,11 = s, + n+r1 > Sp .

(spn) ist unbeschrankt, denn
1

1 1,111
si=1,s2—s51=5,84a—s2=35+7>7+7=35,
1 1 1 1

. e 11
allgemein: s, Sn=7atimt -t > =3 =
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SQn:Sl+(82—81)+(S4—82)+...+(82n—SQn—l)>1+%+%+...+ =

1
2
Sgn > 1+ g — 00 = (Sgn) ist nicht beschrankt (Teilfolge von (s,)) =

[e.9]
1
(Sn) ist nicht beschrankt = (s, ) divergent = Z z ist divergent.
k=1

Bei vielen Reihen ist es schwierig, die Konvergenz direkt iiber die Konvergenz der
n

Partialsummenfolge nachzuweisen (wenn man fiir die s,, = Z ar keinen geschlossenen
k=1

Ausdruck findet). Um trotzdem Aussagen iiber Konvergenz oder Divergenz machen

zu konnen, werden Konvergenzkriterien benotigt. Die wichtigsten Konvergenzkriterien

werden im libernachsten Satz zusammengefaf3t. Zunachst zeigen wir aber noch einige

wichtige Eigenschaften unendlicher Reihen.

oo oo
Satz 3.16 : Seien Z a, und Z b,, zwei unendliche Reihen, und sei ¢ € IR.
n=1 n=1

Dann gilt:

a) Ist Z an konvergent = lim a, =0 (also (a,) ist eine Nullfolge).
ne1 n—oo
Diese Eigenschaft gilt nicht umgekehrt. Es ist ein notwendiges aber kein hinreichendes

Konvergenzkriterium fiir unendliche Reihen.

oo oo [e@) oo
b) Z a, und Z b, konvergent = Z (an + by) und Z ca,, sind konvergent mit
n=1 n=1 n=1 n=1

0 o0 (e @] [ee) [e @]
ann:cZan und Z(an—i—bn):Zan—I—an.
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

Beweis :

n
a) sn:Zak , nlLH;oS”:S = 0<lan| = |$n—5n-1| < |$n—s|+]|s—sn-1] — O.
k=1

b) folgt aus den entsprechenden Eigenschaften fiir die Folgen (s,,) (Satz 3.11, 5.96 ).

Bemerkung: Dafl die Umkehrung von a) nicht gilt, zeigt das Beispiel der harmonis-
oo

1 1
chen Reihe: E — ist divergent, aber lim — = 0.
ot n n—oo M

Satz 3.17 :  Hinreichende Konvergenzkriterien
oo

Sei g a, eine unendliche Reihe, die auf Konvergenz oder Divergenz untersucht wer-

n=1
oo

den soll. Z b, sei eine Vergleichsreihe, von der man weif}, ob sie konvergent oder

n=1
divergent ist.
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a) Majorantenkriterium
Gilt
lan| < b, ¥Yn >ng

o0 oo
und ist Z b, konvergent, so ist auch Z an konvergent.

Gilt
0<b, <a, ¥Yn>ng

o0 oo
und ist Z b, divergent, so ist auch Z an divergent.

b)  Quotientenkriterium
Gilt

| An41

|<g<1 VYn>ny mit0<g<l1

n

oder gilt

lim |2 <1

n—oo n

oo
= Z an ist konvergent.

n=1

oo
a
Gilt lim |2 >1 = Zan ist divergent.

n— o0 n —
n=1

Im Falle lim |an+1 | =1 ist keine Aussage moglich.

n—oo n

c) Wurzelkriterium

Gilt

Wa | <qg<1 Vn>mne mit0<qg<1

oder gilt

lim Y/la,| <1

n—oo

oo
= Z a, ist konvergent.

n=1

o0
Gilt lim Via, >1 = Z ay, ist divergent.
n—oo ne1

Im Falle lim %/|a,| =1 ist keine Aussage moglich.
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Bemerkung 3.18 :

oo

In allen Konvergenzféllen dieses Satzes konvergiert sogar Z lay,|. Falls dies der Fall

n=1

oo
ist, heifit die unendliche Reihe Z a, absolut konvergent.

oo n=t oo
Es gilt: Z a, absolut konvergent = Z a, konvergent.
n=1 n=1

Die umgekehrte Richtung gilt nicht (Beispiel spéter).

Denn:

o0
lan| < |an,| ¥Yn € IN und Z |a,,| ist konvergent = (nach a)) Z a, ist konvergent.

n=1 n=1

Beweis zu Satz 3.17

a) Sei s, = Zak, ”:Zbk’ t, —t = furm >n > ng
k=1
|Sm Sn| - |am +am—1+...+ an+1| < |am| + |am71| +...+ |an+1|
<bm+bm_1+...+bpr1=ty, —t,<e Vmn>N (dat, —1)
= (s,) ist Cauchy-konvergent = (s,) ist konvergent (gegen s € IR).
n oo

Dab,>0 = ¢t,= Z by ist monoton wachsend. Ist Z b, divergent =

k:no n=1

(t,,) ist unbeschréankt fiir n — oo. Daa, > b, = s, = Z ayp > t, ist unbeschrankt

k:no

o0
firn — 00 = Z a, ist divergent.

n=1

b) Sei|an+1|§q<1 Vn>ng = (fiir n > ngp)
a

n

la |_| 'Zn_;'~--'a20+1|§qn”° = |an|§‘(;%00|q":Kq" fir n > nog .
’no — n— no

oo
Da Z q" konvergent fir 0 < g <1 = (nach a)) Z a, ist (absolut) konvergent.
n=1 n=1

a a
Ist lim =<1 = 0<g<lmit| =L <g<l Vn>ny =

n—oo n n

[e.e]
Z ay, ist (absolut) konvergent.

n=1

a
Ist hm | ntl

An+41

|>1 = 3Jr>1mit|

TL n

|ZT’>1 VnZno =

lan+1| > lan| Yn>n9g = ap /A0 = Z an divergent (nach Satz 3.16 a)).

n=1

104



o0

c) Sei Van| <qg<1 = lan| < g™ Vn > ngp, da Zq" konvergent = (nach a))

n=1
[e.e]
Z a, ist (absolut) konvergent.
n=1
Ist lim Yla,| <1 = 30<q¢g<lmit Ve, <g<1 Vn>ng =
o n o0
Z ap ist (absolut) konvergent.
n=1
Ist lim Ya,| >1 = FIr>1mit Ve >r ¥Vn>ng = |a,|>r" =
n oo .
a, 0 = Z a, ist divergent.
n=1
Beispiele
=1 a
. Z — konvergent, denn:  lim |—*1| = lim | | = lim =0<1
— n! n—oo Uy, n—oo (n +1)! n—oo N +
. nz::l 2% konvergent, denn: nli—{%o Van| = nli—{%o s 2% = nh—>rrolo %ﬁ =5< 1.
oo
3" 3" 3
: Z — divergent, denn:  lim Vla,| = lim n“ — = lim s =3>1.
1 n n— oo n—oo n n—oo %
. Zq = — konvergent & gl <1 ,denn: Vg™ =lq| — |q| , also:

o0
gilt J¢ <1 = Z q" konvergent (Grenzwert siehe Beispiel 1, S.101 ),
n=0

gilt |q|>1 = Z q" divergent,
n=0

o0
gilt |gl=1 = ¢" A0 = Zq" divergent.
n=0

M

(—1)™ divergent, da (—1)" 4 0.

n=1
— 1 . 1 1 1
. Z — konvergent fiir k£ > 2, denn: |—k] — < —— Vn>2.
n=1 n n(n — 1)
Da, ;::2 n(n =y 2:: s~ L (vel Beispiel 2, S101)

1
nk

U
K

ist konvergent fiir k£ > 2.
1

n
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— 1
Wir werden spater zeigen, daf3 E — sogar konvergent ist fur £ > 1.
n
n=1

Bei diesem Beispiel ist das Wurzel- und Quotientenkriterium nicht anwendbar, denn:

1 1

n < =% 1 = Wurzel-Kriterium nicht anwendbar.
V n Vn

|an+1 = nk n

PRRLE Fa ) = (n n 1)’“ — 1 = Quotienten-Kriterium nicht anwendbar.

Um das Majorantenkriterium einfacher anwenden zu kénnen, zeigen wir den folgenden
Satz:

Satz 3.19 :  Folgerungen aus dem Majorantenkriterium

Sei Z a, die zu untersuchende Reihe und Z b,, eine Vergleichsreihe

n=1 n=1
mit b, >0 Vn € IN.
a) Gilt

lim M:L mit 0 <L < o0

n— o0 bn

dann folgt aus der Konvergenz der Reihe Z b, die

n=1

oo
absolute Konvergenz der Reihe Z Qnp -

n=1
b) Gilt
lim 2% =L mit 0<L < oo
dann folgt aus der Divergenz der Reihe Z b, die Divergenz der Reihe Z anp -
n=1 n=1
Beweis :
a) L=0 = 0< ‘Z—nl <1 Vn>ny = |ay| <b, Yn>nyg = Majorantenkri-
terium anwendbar. "
L la,| _3
L 3L . L

(E)bn <ay| < (7)bn Vn > mng = Majorantenkriterium anwendbar.

L a 3 L .
b) analog 5 < . < 5 L VYn>ny = (E)bn <a, VYn>ny = Majoran-

tenkriterium fiir Divergenz anwendbar.
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Beispiele
o0

2n? —3n+5 1 1
= m , Op = ﬁ s Z E konvergent,

n=1

2nt —3n+5n2 1

1. a,

oo

2?2 —3n+5

. an|
nibo by | miseo 6nd+Bn2+6 3 ; 6rnt 1 hn2 16 o
2n2 —3n+5 1 =1
2. a, = R b,, = — nz_:l - divergent,
. ap o 203 —3n%+5n 1 = om?2—3n+ .
nleréo b nlgrgo 1316 =3 >0 = ,; P16 divergent.

Aus den Konvergenzkriterien erhélt man nicht den Wert der Reihe. Will man den
Reihenwert naherungsweise berechnen, so bestimmt man den Wert einer Partialsumme

no 00
Sny = Z und schatzt den Fehler Z a, ab.

n=1 n=ng+1

Fehlerabschatzung 3.20
a) Gilt |a/n—|—1 | <g¢<1 VYn>ng, so gilt die Fehlerabschitzung
a

n
oo no q
2o 2l Sl g
b) Gilt Vla,| <q<1 Vn>ng, so gilt die Fehlerabschitzung

oo no q
|Zan_zan| Sqno'l—_q
n=1 n=1

Bewe{%s : a 4 a
a) || =]l e < gni i >y =
Qg p—1 Qn-2 Qng
lan| < %q” Yn>nyg =
[e’e) no o0 oo 1
|an, | an,| g™ q
So-Sais 3 sl 3ol 2y,
n=1 n=1 n=no+1 n=ng+1
b) Wlan, <q Vn>ng = J|au| <¢" Yn>ny =
oo no o0 oo n0+1
q ne 4
DI INED SIS DIF L g
n=1 n=1 n=no+1 n=nog+1 q q
Beispiele
=1
1. s= Zﬁ , s =7
n=0
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1 1 1 1
|S—Z—|<—-L mit|an+1|: < =q Yn>ng,

nzon! “ng! 1—q an, n+1~"ng+1
1 1
da 1—g=1- _ o , also ¢ _ - =
ng+ 1 no + 1 1—q no
1 1
— < ]
5 Zn!|_n0!no

n=0

Soll der Fehler < 10~8 sein, so muf} gelten: <107® = ng=11 =

no-Nno

11
1 11 1
s:z tR=o 4ot

1
ot 1 .+ o + R =2.7182818 + R mit |R| < 1078,
n= O

11!

Wir werden spéter zeigen, dafl s = e (Eulersche Zahl) ist, also gilt e = 2.7182818. ..

n=1
1 1 1 1
n — <= > 1 Wn > 1 = _
‘n 4n| Vi1 1 qg Vn (da Yn>1) ,da ¢ 3 =
| i ! | (1)“0 Los = 13 =
5 — — < ()" 3 ng =
‘en-4 4 3
13 1
s=>_ ot R =02876821+ R mit [R| <107%,
n - 4n
=1

Wir werden spater zeigen, daB s = —In(1 — 1/4) = —In(3/4) = In4 — In 3 ist.
Fiir alternierende Reihen gilt ein spezielles Konvergenzkriterium:

Satz 3.21 : Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen
o0

Sei Z(—l)"an , ap >0 VYne Ny .
n=0
Eine solche Reihe heifit alternierende Reihe.

Ist (an)n>0 eine monoton fallende Nullfolge , dh. a, \, 0 fir n — oo

= Z "a,, ist konvergent. Fiir den Grenzwert s = Z(—l)"an gilt die
n=0
Fehlembschatzung

0

|S - Z(_l)nan| S Ang+1

n=0
Beweis :
n
Sn = Z(—l)kak =ag—a;+az—...+(=1)"a, ,also
k=0
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Sont1 = (ap —a1) + (a2 —as) + ...+ (a2 — azpn+1) > 0 (da (a,) monoton fallend,
sind alle Klammerausdriicke > 0),

Son+3 = Son+t1 + (G2n+2 — @2n43) > Sont1 Vn € INg = (S2,,41) monoton wachsend
Son =ag — (a1 —ag) — (az —aq) — ... — (a2p—1 — az,) < ap ,

Sont+2 = Sop — (241 — Aony2) < S2, Vn € INg = (S2,,) monoton fallend.

Da 0 < Sopq1 = Son — Gopy1 < Sop <ag Vn € INg = (S2,) und (S2,41) sind auch

beschrankt, also konvergent, also ds,¢ € IR mit lim So, = s und lim s9,411 =t.
n—oo n—oo

Da |s —t| < |s — Son| + |S2n — S2n—1] + |s2n—1 —t| = 0 (denn sg,, — S2p,—1 = a2, — 0,
da (a,) Nullfolge), = s=t.

Da0<sopt1 <s<s9, <ag Vne Ny =

0 <52, —5< 82 — Sopt1 = Aopy1 Uund 0 <5 — 89,41 < Sopq0 — Sopt1 = Aapg2 =
|son, — 8| < asp1 und [s — sapi1| < agnye Vne Ny =

ls —sn| < apy1 Vn € IN.

Beispiele
o o0
<—1)n+1 _ (_1)n B 1 1 1 . ) )
) ;T _z_% ntl —1—5—}—5—1—{—... ist konvergent, denn a,, = —

ist monoton fallgﬁde Nullfolge. Sei s der Reihenwert, dann gilt fiir ng € IV

no
(=1)" 1
s 7;)n—i—ll_no—i—2

oo <_1)n+1 o0 1
Die Reihe 5 ———— ist konvergent, aber nicht absolut konvergent, da E — diver-
n n
gent.
= (=1)n 11 1 , 1,
. E — =1—-14—=— =+ — ... ist konvergent, denn a,, = — ist monoton
o n! 20 31 4! n!
1
fallende Nullfolge. Fiir den Reihenwert — (spéter) gilt:
e
1 & (=) 1
- - < <107 = ng=11 , also:
|e Z n! |_(n0—|—1)! 1o o
n=0
1 11 (—1)
- = E — + R =0.3678794 + R mit |R| < 1078.
e “—= mnl
Anordnung einer Reihe
= (=)t 1 1 1
Z — =1- 3 + 371 + ... ist konvergent, aber nicht absolut konvergent.
n

n=1
Die Reihe 1d8t sich nicht anders anordnen, denn z.B.:

(I+3+%+..)=(3+3+%+...) ist divergent, da beide Klammerausdriicke divergent
sind.
Es gilt aber:

Eine absolut konvergente Reihe 143t sich beliebig anordnen.
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Diese Eigenschaft benotigen wir bei der Multiplikation von konvergenten Reihen:

Multiplikation von absolut konvergenten Reihen

Seien Z a, und Z b, zwei absolut konvergente Reihen. Wir wollen das Produkt

(Z an)(z by,) untersuchen:
n=0 n=0

O an)O ba) = (a0 +a1+az+...... Y(bo + b1 +ba+...... )
n=0 n=0

= CLobO —fja()bl + aobg + a0b3 —+ ...
/ / /
—|—a1b0 + albl + a1b2 + ..

/ e
+agbg + asby + agbs + ... ...

(unendlich ausgedehnt).

Diagonal aufaddieren ergibt:
= aobo + (a0b1 + albo) + (aobg -+ albl + azbo) + .o

=N arbe) =Y e mit e =Y arbui -
n=0 k=0 n=0 k=0

Also erhalten wir

Cauchy-Produkt (3.22)

(Z an)(z bn) = Z(Z akbn—k) = Z Cnp,

n=0 k=0

o o
Satz 3.23 : Seien Z a, und Z b, zwei absolut konvergente Reihen.

n=0 n=0

o0 n
Dann ist auch das Cauchy-Produkt Z ¢, Mit ¢, = Z axby_k absolut konvergent mit

- - - n=0 k=0
O an)O ba) =D cn .
n=0 n=0 n=0

Beweis :

Seien a = Z an , b= Z b, und A, = Zak und B,, = Zbk die n-ten Partial-
n=0 n=0 k=0 k=0

sumimen.
n

Sp = ch = agbg + (aobl + albo) + ...+ (aobn +...+ anbo)
k=0
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=aoB,, +a1Bp_1+...+a,By = Zan_k(Bk —b) + bZak — ab , denn:

k=0 k=0
n

E ar — a und die erste Summe — 0 , denn:
k=0
n

1> ank(Be =) < lan—k||Bx — b .
k_

Da By, — b , existiert zu e > 0 ein N € IN mit |Bx — b < ¢ Yk > N,
also gilt fiir n > N:

n

n N
|Zan—k(3k —b) < Z |an—kllBe = bl + D lan—k||Bx —b|
k=N+1

n

< mm;wk—m§:mnkuf > fan—

k=N-+1

< K1Z|an—k| +62|ak| <e(Ki+Ky)=€eK Vn>N

kO k=0
N

(mit Z lax| = K3 (wegen absoluter Konvergenz) und Z lan—k| — 0 (da a,, — 0)).
k=0
Da € > 0 beliebig, folgt lim Zan k(Br —b) =0.

n—oo

k=0
Also folgt insgesamt s,, — ab. Wenn man analog mit den Betrdgen arbeitet, erhélt

man auch absolute Konvergenz.

Beispiele
.Zan Z ',Zb Z— mit x,y € IR.
n=0 n=0
Belde Reihen sind absolut konvergent, denn:
| 2okl | ol | 2l o<1 Also gilt
= = — . 1T
an :L‘”(n +1)! + 1 &
o0 xn oo ' )
(Z F)(Z Z Z T m) (erweitern mit n!)
n= 0 n=0 n=0 k=0
_ k, n—k — (z+y)"
DICHNWEREES -
n=0 n=0
Wir werden spéater definieren: = Z (z € R).
n!

Also haben wir gezeigt: e%e¥ = e“’y.

. ZCI? = —— ,falls || <1 (absolute Konvergenz, geometrische Reihe). Also

gllt
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n oo

O amO a2 =Y O k) = " 2" =) (n+ 12", falls 2| < 1.
=0 n=0 k

n= = n=0 k=0 n=0 k=0 n=0
Also gilt:

- 1

n=0

Hieraus folgt:

)2

an” S , falls |z] < 1
— (1—=x

Komplexe unendliche Reihen

Sei ZZ” mit z, € € , 2z, = Tp +1Wn , Tn,Yyn, € IR. Dann gilt fiir die n-te
n=1

Partialsumme w,,:
n

w, = sz = Z(wk +iyk) = Zxk —|—i2yk = u, +iv,. Es gilt:
k=1

k=1 k=1 k=1
w, konvergent < wu, und v, konvergent. Also gilt:
oo

Zzn konvergent < ZRe(zn) und ZIm(zn) konvergent.

n=1 n=1 n=1
oo

o0 [e.¢]
Ist Z Zn  absolut konvergent (dh.: Z |z, | konvergent) = Z zn ist konvergent,

n=1 n=1 n=1
denn:
oo oo
2| = [Re(zn)| < [2al s lynl = [Im(z0)] < |2a] = D |wn] und ) [yn| konver-
n=1 n=1
[0, ] oo o0
gent = Zmn und Zyn konvergent = ZZ” konvergent.
n=1 n=1 n=1

Die Konvergenzkriterien, in denen der Betrag vorkommt, gelten analog fiir komplexe
unendliche Reihen, also Majoranten-, Quotienten- und Wurzelkriterium. Ebenso gel-
ten die Rechenregeln des Satzes 3.16, S.102 , und der Satz 3.23, S.110 (Cauchy-
Produkt).

Beispiele
X _n
. Z % ist absolut konvergent fiir alle z € @, denn:
=0 n+1,,1
RS T C I W Ry
an z(n+ 1)1 n+1
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2. Z I + L Zl 711 +1 Z — divergent, da Zl — divergent.
n n

3. Zz” absolut konvergent, falls |z| < 1, denn /|27 = |2] — |2 < 1 fiir |2] < 1.
n=0
Also gilt (wie im Reellen):

> 1

E 2= —— [ fir |z| <1
1—=2

n=0

(Geometrische Reihe).

Beispiel hierzu:
i":(ui 1 2+ . T+4, [1+4 2

n: - = :2 7(1 - = :—<]_
n_02+z’) 1— 3£ 1 T a|2+z| 12+i 5

oo

n+1 (n+1)(n® — 2in) N (n+1)nd = (n+1)(—2n)
4. — = —_ —_—
nzln3—|—2m Z n6—|—4n2 ZnG—Han +anl n® + 4n?

konvergent, da Real— und Imaglnartellrelhe konvergent.

00 3 3 n/=3
n n Y 1
5. , konvergent, da % — = — — < 1.
nZZO 1+i)r g i V2 V2
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IV Elementare Funktionen, Potenzreihen

Zunachst einige Definitionen tiber Funktionen:

Definition 4.1 : Seien A und B nichtleere Mengen.

a) f:A— B heiit Funktion von A nach B, wenn jedem a € A genau ein b € B
zugeordnet wird: f:a€ A — be B.

b = f(a) heit Funktionswert an der Stelle a.

{(fé’“a)) : a € A} heiBt Graph der Funktion f.

;_ A — X keine Funktion

A heifit Definitionsbereich D(f),
W(f)=f(A)=4{be B : Ja€ Amit f(a) =b} C B heilit Wertebereich von f.

b) f:A — B heifit injektiv (eineindeutig), wenn Va,b € A mit
fla)=f() = a=b

y

f
/ /-\ f
A * A X
injektiv nicht injektiv

c) f:A— B heifit surjektiv (Abbildung auf), wenn W (f) = B.

d) f:A— B heifit bijektiv (eineindeutig auf), wenn f injektiv und surjektiv.

Definition 4.2 : Sind f: A — B und g : W(f) — C zwei Funktionen, so heifit
h: A — C mit h(a) = g(f(a)) Va € A die aus f und g zusammengesetzte Funk-
tion h=go f .

Definition 4.3 : Ist f : A — B bijektiv, so existiert die Umkehrfunktion
f71:B— Amit f~lof=1idsund fo f~! =idp (ida Identitiitsabbildung auf A,
dh.: ida(a) =a Va € A).
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Also gilt:  f~Y(f(a)) =a Vae A und f(f~1(b)) =0 Vbe B.
Beispiel
f+10,00) = [0,00)

r o 2P
f ist bijektiv,

y f ,
f71:]0,00) — [0,00) / e

v Y / o
Den Graphen der Umkehrfunktion
erhédlt man durch Spiegelung X '/f -1
an der Winkelhalbierenden.

Die Rechenvorschrift fiir die
Umbkehrfunktion erhélt man
durch Auflésung der Gleichung
y = f(x) nach x :

y=flo)=a® = z=y, (daz=>0)
= [y =vy-

Definition 4.4 :
a) Eine Menge A heifit unendlich, wenn es eine injektive Abbildung von IV nach A
gibt; sonst heifit A endlich.

b) Eine Menge A heifit abzdhlbar, wenn es eine injektive Abbildung von A nach IV
gibt (dh.: man kann die Elemente von A durchnumerieren A = {ay,as,...}).

Beispiele
1. G={2n:ne€ N} = (G ist unendlich und abzé&hlbar, denn
f:G— IN mit f(2n) = n ist bijektiv.

2. @={rationaleZahlen} ={% :p € Z, q € Z\{0}} = @ist unendlich und abzdhlbar,
denn

1
1

N\
AN

In dieser Weise durchnumerieren = @ ist abzahlbar mit g : IN — @ (bijektiv);

f:IN — @mit f(1) =0, f(2n) = g(n),f(2n+1) = —g(n) (f bijektiv) = @ ist
unendlich und abzahlbar.

3. IR ist nicht abzahlbar.
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Beispiele fiir Funktionen

.f:]R—>lRmitf(:c):anx”+an_1x"*1+...+a1:1;+ao , a; € IR | a, #0
= [ Polynom vom grad n.

Beispiele hierzu:

a) f(z)=21 b) fla) =2
: 3
1 4
) 1 1 3 1
-1
injektiv nicht injektiv
c) flz)=2"4+4x+3=(x+2)°— £
Parabel mit Scheitelpunkt (—2,—1),
f:]=2,00) — [~1,00) (bijektiv), 1
£
fi[=1,00) = [-2,00) 5 4— -2 /ﬂ/‘s 4 5
fTfly)=—2+Vy+T1. 7

p(z)

- flz) = @) mit p(x) = apz™ + ...+ ag, q(x) =bpx™ + ...+ by (Polynome),
D(fy={z € R:q(x)#A0} ,also f:D(f)— IR , f heiit rationale Funktion.

Beispiele hierzu:

a) f(x):é (Hyperbel), ) \

D(f) = R\{0} = W(f), = 1 i P
1 _ l \—1
=) == .
z?+3 . .
b) f(z)= 1 D(f) =R\{1} , Polynomdivision ergibt:
x—1
> —x
r+3
x—1
4
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= Asymptote: g(x) =z + 1,
einfacher Pol bei x = 1 (einfache
Nullstelle des Nenners) =
Vorzeichenwechsel an der Polstelle.

1
D(f) = R\{1,-1},
einfacher Pol beix =1 = ol
Vorzeichenwechsel,
doppelter Pol bei x = -1 = 14
kein Vorzeichenwechsel.

-1 1 2
-

3) Potenzreihen

Viele in der Anwendung vorkommende Funktionen (z.B.: sinz , Inz , €”) sind nicht als
Polynom oder rationale Funktion darstellbar; aber sehr viele elementare Funktionen
lassen sich durch eine unendliche Reihe darstellen, z.B.:

v = " 2 2
e :Z_%—!:l—i—:c—i—a—i—g—i—... (Vz € R), oder
> _1n—|—1 _12 _13
lnmzz%(x—l)”z(m—l)—(xQ) +(x3) — ... (Vz€(0,2).
n=1

Solche Reihen heiflen Potenzreihen.

Definition 4.5 : Sei (ay),,~, eine Folge in IR und x¢ € IR (Entwicklungspunkt). Die
unendliche Reihe B

f(x) = Z an(x — x0)"
n=0

heifit Potenzreihe (um xy). Fir alle x € IR, fiir die diese Reihe konvergent ist, ist
damit eine reellwertige Funktion f definiert (Funktionswert f(x) = Wert der Reihe)
mit
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D(f)={zx€ R: i an(z — xo)" konvergent } ,

n=0
f:D(f) = R
x +— Reihenwert Z an(x —x0)"
n=0
In der Anwendung ist hdufig ¢ = 0, also f(x Z anx"” , falls konvergent.

Beispiele

> 1

. Zx” = —— fir alle |z| < 1.
11—z

oo n oo ’)’L

x

. E — ist fiir alle z € IR konvergent, also ist f mit f(x E —' eine auf ganz IR
n!

n=0

definierte Funktion (f(z) = e%).

Eigenschaften der Potenzreihen

Zu jeder Potenzreihe gibt es ein Intervall (um zg) (oder ganz IR oder nur {z¢}), so daf§
die Potenzreihe fiir alle x aus dem Innern dieses Intervalls konvergiert und fiir alle x
auferhalb dieses Intervalls divergiert. An den Intervallgrenzen kann Konvergenz oder
Divergenz vorliegen.

AYi ' A -
A ' A -
X

Divergenz ~ Konvergenz  Divergenz

Satz 4.6 : Sei Z an(x — xo)" eine Potenzreihe (um zp). Dann existiert eindeutig

n=0
ein r mit 0 < r < o0, so daf} gilt:

Vo € IR mit |z — x| < r konvergiert die Reihe absolut,
Vo € IR mit |x — x| > r divergiert die Reihe.

Im Falle » = 0 konvergiert die Reihe nur fiir x = x.

Im Falle » = oo konvergiert die Reihe fiir Vo € IR absolut.
r heiflit Konvergenzradius der Potenzreihe.

Beweis :

Ich mo6chte den Beweis nur fiir den Fall durchfiithren, daff lim

0 < K < oo existiert (in der Anwendung héufig der Fall).

Benutzung des Quotientenkriteriums ergibt:

Guns(e Z 20 jany)

an(x — 20)" ~a,

‘ an+1

| = K mit

n

x — x| = Kl|x — xo| fiirn — oo .
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Falls K|x — 29| < 1 = Konvergenz, falls K|z — xzo| > 1 = Divergenz; ist
K|x — z¢| = 1, so kann Konvergenz oder Divergenz vorliegen. Also gilt mit

1

— J(falls0< K <

7 falls 00

"TY0  falls K = o0

oo Lfalls K =0
falls |z — x| <r = Konvergenz; falls |x—xz¢| >r = Divergenz; ist |x —xz¢| =7
(Rand des Intervalls), so kann Konvergenz oder Divergenz vorliegen.

Analog 148t sich das Wurzelkriterium benutzen, falls lim %/|a,| = K, denn dann
gilt Van(z — x0)"| — Kl|x — 20/ -
Beispiele

oo
Do, N =la) el <1 = r=1.

iﬁ , o ] 2 —-0<1 = r=o0.
) 2 (n+ 1) n+1
oo
_1n—|—1 _1n+1
R SRR D IR e P g P Y S R
~ n (z—1)"(n+1) n+1

= konvergent fiir |z — 1| < 1, also fiir 0 < z < 2,
divergent fir |z — 1| > 1, also fiir z < 0 oder x > 2.

= (1 =1
=0 = -~ (-1 =- — divergent,
x 7; - (—1) ;n ivergen
1n—|—1

= Z konvergent (nach Leibniz- Kriterium).
n

Rechenregeln fiir Potenzreihen

o0 o0
Satz 4.7 : Sei Zan(x — x0)" mit Konvergenzradius r; und an(x — xp)" mit
n=0 n=0
Konvergenzradius ro, dann gilt:
(e @] o0 [e e}
Z an(x — z0)" + Z bp(x — x9)" = Z(an + by)(x — o)™ mit Konvergenz-
n= = n=0
radius r > min{ry, 7’2}
c Z an(x — x0)" Z can(r —xz0)" , (c € R), mit Konvergenzradius r > r;
(Z ap (x—x0)" Z by, (x —x0)" Z (Z akbn_k) (x —x0)" mit Konvergenz-
_ n=0 k=0

radius r > mln{rl, 7‘2}.
Beweis : a)und b) folgen aus Satz 3.16 b), S.102 .
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c) Potenzreihen sind im Innern des Konvergenzintervalls absolut konvergent (siehe
Beweis zu Satz 4.6), also gilt mit dem Cauchy-Produkt

(3" an(e —20)) (X bulz —z0)") = Y (Z an(x — 20)*br_p(x — a:o)”_k)

n=0 k=0

= Z(Z akbnfk> (x — x0)™ , also folgt die Behauptung aus Satz 3.23, S.110 .
n=0 k=0

Komplexe Potenzreihen

f(z) =) an(z = 2)"

n=0

mit a,,zp € T,

o Diver.genz
D(f)y={z€: Z an(z—z0)" konvergent } , also i Z
n=0 ) ) Konvergenz.
f:D(f) C@— € komplexwertige Funktion.
Satz 4.6 und Satz 4.7 gelten analog:
Konvergenzbereich {z € C': |z — zo| <1},
r ist der Konvergenzradius.
Fiir z aus dem Innern des Kreises = Konvergenz.
Fiir z aulerhalb des Kreises = Divergenz. >
Beispiele
S
: Zz =—— fir |z| < 1.
1—-2
n=0
o0 Zn
. Z — st (absolut) konvergent fiir alle z € €, denn
= n!
n+1,,1
]Z e | = 2 —-0<1l = r=oc.
2P(n+ 1) n+1

Eine komplexwertige Funktion f : D(f) C € — € kann sinnvollerweise nur in der
Form: ”Urbildebene — Bildebene” dargestellt werden.

7
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4) Elementare Funktionen
a) Exponentialfunktion, Logarithmusfunktion

Definition 4.8 : Die Funktion f : IR — IR mit

=30
n=0

heift Fxponentialfunktion oder e-Funktion.

Schreibweise: e* = f(x) .
Definitionsbereich: D(f) = IR (da Konvergenzradius r = 00).

FEigenschaften:

2" e Y = (z+y)" . . :
Da (Z F)Q%W) = E:OT (vgl.Beispiel 1, S.111 ), gilt Vz,y € R die
Funktzonalglezchung -

e’e¥ = TtV

ix— Lot T T polg:
2ol 21 3l O
e’ >1 Vx>0
k+1 eZ T
und fiir k£ € IN folgt ex>m,also m—k>m—>oo fiir z — oo,

also gilt: e* — oo fiir x — oo, und zwar:

e” geht stirker gegen oo als jede Potenz ¥ | ke IN

Weiter gilt:

1
=1, e"=—,¢">0VzchR

denn: e *T% =l =e % =1 |
1
e~

da e*>1 V>0 = %= >0 Vo < 0.

e” ist streng monoton wachsend

dh.: Vzi,20 € Rmit 21 < a9y = e" <e”™
denn: %2 = %2 T1TT1 — T2 T1eT1 > o%1  weil e®27%1 > 1 wegen xo — x1 > 0.

Da e” streng monoton = e* ist injektiv.

1

Da e® — oo flir x — oo und €* = — — 0 fiir v — —oo und e” stetig in IR
e xX

(spéater) = W(f)=(0,00) , fiir f mit f(z) =e” , also
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f: IR — (0,00) ist bijektiv.
Graph der e-Funktion

5

Berechnung der Funktionswerte e®

0 " 10 "
Da e :X‘BH:Z%H—FR , gilt fiir |z <1
n= n=

1

| P | _ ’37’ < =g Vn > no q _ no+1 _ i also

xn(nﬁ—ln)! (n+1) " nog+1 - 1—gq 1_n01+1 no

° 1 1
|R| < i — < —— <107 = ng=14. Also gilt fiir [z| <1 :
77,0! Nno 7?,0!77,0
2 3 14

> _ r.r L - ~12

e* =14z+ 51 + 3 +...+ T + R mit |R| < 107"

Numerisch wird diese Summe folgendermaflen ausgewertet:
= ((HF+rH)H+HE5+)5+) ...+ )T +1 +R.

Fiir |z| > 1 wird die Funktionalgleichung benutzt, z.B.:

el04 = 10604 (n = ¢"~1¢ benutzen).

Graph von e** fiir a > 0 Graph von e** fiir a < 0

<0

Da fir f mit f(x) = e® gilt: f: IR — (0,00) bijektiv, existiert die Umkehrfunktion
f71:(0,00) = Rmit f~'(f(z)) =2 Yz € Rund f(f'(y)) =y Yy € (0,00).

Definition 4.9 : Die Umkehrfunktion der e-Funktion heifit (natiirliche) Logarithmus-
Funktion.
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Logarithmus-Funktion

Schreibweise: Inx = f~1(x) ,
In:(0,00) — R .
Es gilt (da Umkehrfunktion von e®)

In(e®) =z Ve € R , em® =z Vo >0

Graph der In-Funktion

eX

In(x)

Eigenschaften

In(zy) =Inx +1Iny Vr,y >0
1

In—=—-lnz V>0
T

lnE =Inx—Iny Vz,y>0
Yy

In1=0 (einzige Nullstelle)
In ist streng monoton wachsend

In(z¥) =ylnz Ve>0,y€ R

Beweis : Seia=Inz , b=Iny = e* =2, e =y =
et = e%b =2y = In(e**?) =In(ry) = a+b=1In(ry) = Inz+Iny = In(zy).

1 1
In—+nzr=In(--z)=lnl=0(dae"=1) = In—=—Inx .
T T T

1 1
In = =In(z--)=Inz+In-=nz—-Iny. In1=0,dae’ =1.
Y Y Y

Da die e-Funktion streng monoton wachsend =- (nach folgendem Hilfssatz 4.10) die

In-Funktion ist auch streng monoton wachsend.
Eigenschaft In(z¥) = yInx zeigen wir spéter.

Hilfsatz 4.10 : Sei f :1I; C IR — I, C IR bijektiv und streng monoton wachsend

(bzw. fallend) = f~' : I, — I; ist ebenfalls streng monoton wachsend (bzw.
fallend).

Beweis :

Annahme: Fiir ein y; < yo gelte f~1(y1) > f~Hy2) = f(f 1 (y1)) > f(fHy2)) (da
f streng monoton wachsend) = y; >y Widerspruch.
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Logarithmische Darstellungen

1. y=a¢®* = Iny=lna+zlng, mitY =Iny, A=Ina, B=Inq =
Y = A+ Bz (Gerade).

v Y=In(y)
3
= n(2)
1
Al
1 2 3 x 1 2 3 X

Hochachse: logarithmische Finteilung

2. y=ax" = Iny=Ina+nlhnz mtY =hy, A=Ina, X =hz =
Y = A+ nX (Gerade).

Y=In(y)

el

2 In(2)

1 In(2) X=In(x)
N4

1 2 3 x /

beide Achsen: logarithmische Finteilung

Komplexe e-Funktion

Da die Reihe Z Z—' auch fiir alle z € @ konvergiert, definiert
n

n=0

oo n

e? — Zz_
’ n!

n=0

eine auf ganz €' definierte komplexwertige Funktion: die kompleze e-Funktion.
Genau wie im Reellen gilt V21, 29 € € die Funktionalgleichung:

e*1 +z2 e?1 %2
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Insbesonder gilt Vx € IR

oo . n oo ‘n.n o0 2k k oo 2k k
em=z<“> I e ) D
n! — n! k—o (2k)! — (2k + 1)!
k 2k: k: 2k+1
_ Z +i Z 2k Y = cosx +isinx (spater).

Also gllt Vx € R

e = cosx +isinx

Weiter gilt: [¢'?| =1 ,dav/cos?z +sinz =1 = ¢ liegt auf dem Einheitskreis.
Fir alle z = x + iy € € gilt:

e” = e"TW = e%e" = e”(cosy + isiny) = (e¥ cosy) + i(e” siny).

Dale*| =e* >0 (da e =1) = e #0 Vze .

e*ti2km — @ Hi(yH2km) — o (cos(y + 2km) + isin(y + 2k7)) = e®(cosy + isiny) = e
(da cos und sin 27-periodisch). Also gilt:

e* T2k — o2 Yy e @, Yk € Z , also ist e 2m-periodisch bzg. des

Imaginarteils von z.

Exponentialfunktion zur Basis a

Definition 4.11 : Sei a € IR mit a > 0 fest gewahlte Basis. Dann heifit die Funktion
f: IR — (0,00) mit

f(x) :=a® :=e*na

Ezxponentialfunktion zur Basis a.
Es gilt a® =e*M@ = en(e") = = (spiter).

Die Umkehrfunktion heiit Logarithmus zur Basis a,
f~t:=%log:(0,00) = R , (a+#1,a>0).

Es gilt:

a 1087 — 5 vz >0 | “log(a®) =z Vr € IR

Eigenschaften:

a*tV =a*a¥ Vr,y€ R

(a®)Y =a"™ Vr,ye R

“log(zy) =*logx +%logy Vz,y >0
“log(x?) = y(“logx) Vo >0,y € R
a®=1 , “logl=0

1
“logx = e Vr,a>0,a# 1
Ina
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Beweis : Wir zeigen zunéachst die letzte Eigenschaft:
a a a
Daa 1087 — 7 und ¢ 1087 = ¢(na)(“los2) (Def. yon a¥ = e¥!0¢) =

a 1087 — olna)("logs) — = (logarithmieren) (Ina)(%logz) =Inz =
Inx
a log:E = m .
Nun kénnen wir auch zeigen: In(a¥) = yInx (vgl. Eigenschaft der In-Funktion),
denn: In(z¥) = In(eV™%) = yInx .
In(zY 1
Hieraus folgt: *log(z¥) = n(z?) _YRT y(“logx) .
Ina Ina
In(zy) Inx n Iny

Weiter gilt: *log(xy) =

= =%logx +*logy .
Ina Ina  Ina
atty — e(ery) Ina _ exlna+ylna _ emlnaeylna — a®qV 7
(ax)y _ eyln(am) _ ezylna — a®Y
a’ =ellne =1 = “2logl =0.

Y

Es gilt:

a”® ist streng monoton wachsend fiir a > 1 und streng monoton fallend fiir 0 < a < 1.
%log x ist streng monoton wachsend fir a > 1 und streng monoton fallend
fur 0 <a<1.

Denn: a>1 = Ina>0 = a* =97 st streng monoton wachsend;
0<a<l = lna<0 = a*=co)7 g streng monoton fallend.

Da ®logx die Umkehrfunktion von a” ist, folgen diese Eigenschaften fiir ¢ logx aus
Hilfssatz 4.10.

a>1

//

O<a<l

R

loa log(x

b) Trigonometrische Funktionen

Definition 4.12 : Die durch

: o — 2n+1 .
sinx := ngzo (Zn mn l)lx , COSX :=

[]¢
—~|
o |
I |
~— | —
- 3
IS
[\~
3

n=0

auf ganz IR definierten Funktionen heiflen trigonometrische sin- bzw. cos-Funktion.

Beide Reihen konvergieren fiir alle x € IR, denn:
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2D+ (20 4 1) x? 0<1 (fi
TR T @nr DEntd) (fitr n — o)

— (=" 2n — (=" 2n
Da cos(—z) = Z ((Qn))! (—x)*" = ZO ((Qn))! x“" =cosx und

n=0
. _ - (_1)n 2n+1 __ G (_1)n 2n+1 __ .
Sll’l(—JI) = T;) m(—fﬁ) = — Z mflﬁ = — S,
gilt also Vx € IR:

n=0

cos(—x) =cosx  (geradeFunktion)

sin(—x) = —sinz  (ungeradeFunktion)

Wie bei der komplexen e-Funktion gezeigt wurde, gilt Vo € IR:

e =cosx +isinx

Hieraus folgt:

cosz = Re(e'™) : sinz = I'm(e")

1 . . .
cosT = i(e”C +e ) |, sinz=—(e"" —e )

Denn: e ™ =l (=%) = cos(—z) + isin(—z) = cosx — isinz = e und
1(z+2) =Re(2) , 2(z—2)=1Im(z).
Da e =cosx+isinz und (e®®)" =e"* =

(cosx +isinx)® = cos(nx) + isin(nzr) und 2" = (|z[e??)" = |z|"e¥
(vgl. Satz 1.37, S.20 (komplexe Zahlen)).

Weitere Eigenschaften der trigonometrischen sin- und cos-Funktion

2r=1

a) sin®z + cos

b) sin(z+y) =sinzcosy + cosrsiny
cos(x +y) = coszcosy — sinxsiny
(Additionstheoreme)

¢) |sinz|] <1 | Jcosz|<1 VxelR
d) cosz:0, sins =1 mit 0< =~ <6
2 2 2
(Ezistenz einer Nullstelle in (0,v/6))

e) sin(z+ g) =cosx , cos(z+ g) = —sinz

(cos — und sin — Funktion sind um g phasenverschoben)
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f) sin(z + 2kw) =sinx , cos(x + 2kw) =cosx Vk € Z
(2w — periodisch)

;T +kn)=0 , sin(kr)=0 VkeZ (Nullstellen)

cos(
cos(km) = (=1)F | Sin(g +kr)=(-1)* VkeZ

sin(2z) = 2sinzcosz , cos(2z) = cos® x — sin’ x

1 1
sin® x = 5(1 —cos(2z)) , cos’x = 5(1 + cos(2z))

Beweis :

a) cos’z +sinz = i(em +e7i)2 4 ﬁ(em — e )2

— %(e%x + 24 e—2ix o eZix 19— e—Zix) — 1.

b) sin(z +y) = Im(e@+¥) = Im(e*®e®) = Im((cosz + isinx)(cosy + isiny))
=sinzcosy +cosxsiny ,

cos(z +y) = Re(e'®¥)) = cosxcosy — sinzsiny .

¢) |sinz| <1 und|cosz| <1, dasin®z+ cos?z = 1.

d) cosle—%%—%—%—l—... = COS\/_—l———I— +Rm1t]R]< :13—0,
(da alternierende Reihe)

= cosv6 = —0.5+ R mit IR <03 = cos V6 < 0.

DacosO=1>0 = 3xp¢€ (0,v/6) mit coszg =0 (nach dem Zwischenwertsatz,
da cos-Funktion stetig (spéter)).

xo = 5 sei die kleinste positive Nullstelle von cos .
Damit haben wir die Zahl 7 definiert.

2 5 2

. x2 2 2 x T z° x? .
sine = r—G4+5 -5+ = r(l-H)+5(1-&)+. .. > (@+5+.. ) (1—-35) > 0 fir
r>0und 22 < 6

= sinz >0 Vz €(0,V/6) = sinZ=+/1-cos?Z=+1 = sinZ=1

e) sin(r+ §) =sinzcos § +coszsin§ = cosz ,

cos(z + §) = coswcos § —sinwsin § = —sinw .

f) sin(z+7) = sin((z+5)+5) = cos(x+3) = —sinz , sin(z+27) = sin((z+7)+7)
= —sin(z + ) =sinz .

Analog fiir cos .

g) sin0=0,da Sinx:x—g—T—I—...:O fir x=0,

sinm = sin(§ + §) = cosy = 0, sin(—7) = —sinmt =0 = sin(kr) = 0, da

2m-periodisch.

cos(§ + km) = —sin(km) = 0.

h) sinf =1 = sin(§ +2
=—sing = -1

= sin(ZL + 2k7) = sin(

cos(km) = sin(km + ) =

kr)=1 |, 81n37”—81n(7r+ Z) =cosm = cos(Z + %)
(2k:+1) )=-1 = sin(3+Ir)=(-1),
1)~

1
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i) sin(2z) = Im(e?*®) = Im(e'*)? = I'm(cosx + isinx)?
= I'm(cos® z + 2isinz cos x — sin® ) = 2sinz cos x |

cos(2z) = Re(e?™®) = (3052 x—sin’z .

j) sin®z = _Tl( —ir)2 = (e —24e7%7) = 1(2—-2co0s(22)) = 3 (1—cos(2z)),

cos’z = (e + e_“")2 =1(e 2i + 24 e %) = 1(2 4 2cos(22)) = $(1 + cos(22)).

Allgemein kann man:

a)  sin(nz) und cos(nx) durch eine Summe von Produkten aus cosz und sinz

audriicken,

b) sin” z und cos™ z durch eine Summe von sin(kx) und cos(kz) ausdriicken.

Beispiel

3

sin(3z) = Im(cosz + isinz)® = I'm(cos® z 4 3i cos® xsinx — 3 cos xsin®  — isin® x)

=3cos?zsinz —sin® z |

cos(3x) = cos® 2 — 3coszsin®z .
1 . . —1 ) ) . .
SiIlB T = 5 (ewc _ efzx)S — 5 (6311‘ o Slez:c 4 3e7 i 673193) 1
= %((e?’im—e_gm)—3(em—e_iz)) = %(2@ sin(3z)—3-2isin ) = - (3sinz—sin(32)),
2 1
1 : 1, 4 , . ,
COngL‘ — g(elx + e—zm)S — g(ei}zx 1 3e'® 4 3 e—3Z:E)

1 . . . . 1 1
= g((e3” +e %) 4 3(e e ) = §(2 cos(3z) +3-2cosx) = 1(3 cos x + cos(3x)).

Héufig kann man auch folgende Additions-Theoreme benutzen

1
COSTCOSY = —(cos(x —y) + cos(z +y))
sinzsiny = §(cos(x —y) —cos(z +y))

1
sinz cosy = 5(8111(90 —y) +sin(z +y))

Denn:
cos(z—y)+cos(z+y) = (cosx cos y+sin x sin y)+(cos x cos y—sin z siny) = 2 cos x cos y
(analog die anderen Additions-Theoreme).
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Graphen der cos- und sin-Funktion

1 sin(x) / cos(x)

0 /2 m an/2 2m 0 n/ m 3n/2  2n

Es gelten folgende spezielle Werte:

Bogenmaf3 sin coS tan cot
0 0 1 0 -
1 1

il - @ — V3

6 2 2 V3

T 1 1 1 1

4 V2 V2

3 1 1

T V3 - V3 | =

3 2 2 V3

s

— 1 0 - 0

2
Denn z.B.:
0032§+sin2§ =1,
c032% —sin2§ =cosy =0
= cos’Z=1 = cos%zsin%:\%.
Berechnung von sinz fir 0 <z < 7

n0 n..2n+1 2n0+3
. (=1)"z . e —12
= —— + R mit |[R| < < <10
S nz::O oo TR it RIS o < G
(da alternierende Reihe) = ng=6 =
23 2 213

cosz =+/1—sin?z fiir O<z <%,

sinz =cos(Z —z) fir T<ax< .
2 4 2

Alle anderen Werte erhilt man mit Hilfe der Periodizitat.

130



Allgemeine sin-Schwingung

ft) = Asin(wt + ¢g)

A Amplitude,
w Frequenz,
o Phasenverschiebung.

Nullstellen: wty + o = km

k‘—
IR / \
w

%0 Yo , T ¥ A T
to=—"", ti=—""+—. 3 SN
w w w ) )

27 |- halbe Schwingungsperiode —|

Schwingungsdauer: T = — .
w

tan- und cot-Funktionen

Definition 4.13 : Die durch

tang = s ,fallsa:;éz—kkﬂ (ke Z)
cosx 2

cotx = oL , falls x #kr (ke Z)
sin

definierten Funktionen heifien tan- bzw. cot-Funktion.
D(tan) = R\{% +km : keZ} , D(cot)=R\{kn : ke Z}.

FEigenschaften
tan(x + m) =tanx , cot(x +7)=cotx (m — periodisch)
T T
tan(z + 5) = —cotz , cot(x+ 5) = —tanx
tan(—z) = —tanx , cot(—x) = —cotx (ungerade Funktionen)
tanx 4 tany cotrzcoty — 1
tan(x = cot(x = —
(z+y) 1 —tanztany ’ (+y) cot x + coty

Beweis : Alle Eigenschaften folgen sofort aus den entsprechenden Eigenschaften der
sin- und cos-Funktion.

. T\ sin(:v+§) __ cosx  __
Z.B.: tan(z+ ) = cos(aTE) = sz = — oot
tan(z + m) = —cot(r + §) = tanx ,
tan(—g) = SN2 —sinw oy g

cos(—x) cos T
_ sin(z4y) __ sinxcosy+coszsiny
ta’n(x + y) ~ cos(z+y) = coszcosy—sinzsiny
sin x cos y cos x siny
COS & COS Y + cosTCcosy tanx + tany
_ sinzsiny 1 —tanztany
COS T COS Y
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Graphen der tan- und cot-Funktion

tan(x) cot(x)

- —n/2 0 m/2 T 3n/27 2m -m -n/2 0 m/2 T 3n/2

Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen

Da die trigonometrischen Funktionen nicht injektiv sind, existieren die Umkehrfunk-
tionen nicht global, sondern nur lokal. Man muf} sich jeweils auf Intervalle be-
schranken, auf denen die Funktionen streng monoton sind. Es ist iiblich, die folgen-
den Intervalle zu wihlen (die entsprechenden Umkehrfunktionen heiflen dann Haupt-
werte) :

cos : [0,7] — [-1,1] , sin : [—

) %7%]_)[_171] )
tan : (— s

5,5)— IR , cot : (0,7) — IR .

l

Definition 4.14 : Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen (Hauptwerte)

arccos : [—1,1] — [0, 7]
T
in o [—1,1] — [—=, =
arcsin : [—1,1] [ 2,2]
T
tan : R — (——=, =
arctan ( 2,2)
arccot : IR — (0, )
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Graphen der trigonometrischen Umkehrfunktionen
arccos(x) 7 g
arccot(x)
-“-/2 “/2

arctan(x)
arcsin(x) +-n/2 —n/2

Bemerkung

Ist 2 = x4+ iy = |z[e"? € @', so gilt fir z #0: £ =tany = ¢ =arctan?. Da
arctanx € (-3, 5), erhdlt man nur Winkel im 1. und 4.Quadranten. Liegt z im 2.
oder 3.Quadranten, so mufl der tan-Ast zwischen 7 und 37” umgekehrt werden. Da
tan(z +7) = tanz, gilt dann ¢ = 7+ arctan £ , falls z im 2. oder 3.Quadranten liegt.
Also gilt:

z=x+iy mit x>0 = ¢ =arctan?,

z=x+iy mit <0 = ¢=m+arctan? .

Bemerkung

Bei den meisten Programmiersprachen kann man nur die Funktion arctan benutzen.
Alle anderen arc-Funktionen lassen sich aber durch den arctan ausdriicken, z.B.:

: x
arcsinx = arctan —— , |z| <1
1 — 2?2
Denn:
arcsinz =a = z =sina = |cosa| =+v1—2a?,
da arcsinz=a€[-5,5] = cosa>0 = cosa=+V1-2? =
x , x
tana = ———= = arcsinx = a = arctan —— .
V1— 2?2 1 — a2

Es gilt (Beweis: Ubungsaufgabe):

1 =
arctan — = 5 arctanz (x> 0)
x
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c¢) Hyperbolische Funktionen

Definition 4.15 : Die fir alle € IR definierten Funktionen

1 1
sinhz := §(ex —e ) , coshz:= i(e‘r +e7 %)

sinh cosh z

tanh x := , cothzx:=

(x #0)

cosh x sinh =

heiflen hyperbolische Funktionen (sinus-hyperbolicus, usw.).

Graphen der hyperbolischen Funktionen

2T coth(x)
1 tanh(x)
-3 -2 -1 1 2 3 -3 -2 -1 1 2
11
sinh(x) -2 -1
31 coth(x) ot
Eigenschaften
sinhr=0 < =0 , coshax>1
cosh(—z) = coshz (gerade Funktion)
sinh(—z) = —sinhz  (ungerade Funktion)
tanh(—x) = —tanhx , coth(—z) = —cothx (ungeradeFunktionen)

cosh?  — sinh?z = 1
sinh(z 4 y) = sinh z coshy + cosh x sinh y
cosh(z + y) = cosh z cosh y + sinh z sinh y

tanh x + tanh y
1 + tanhz tanhy

tanh(x 4+ y) =

Beweis :
sithr =0 & e*=e% & =1 =0,
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sinh(—z) = $(e™® —e”) = —1(e” —e™") = —sinhz

sinh(z + y) = L(e"T — e~ (@) = L(ee¥ — e V))
=21 —e")(eV+eV)+ L(e"+e7T)(e¥ —e7Y)
= sinh « cosh y 4+ cosh z sinh y ,

1
2

cosh’z —sinh?z = 1(e® + e )2 — L(e® —e@)2 =1+ 1 = 1.
Alle anderen Beweise analog.
Firz -0 = e*—0 = v
sinhx ~ coshz ~ %em fiir x — oo .
Da cosh? z — sinh? z = 1, gilt fiir v
u = coshz , v =sinhzx
Hyperbel
u? —v? =1 (Hyperbel). "
Fiir alle x € IR gilt die Reihendarstellung:
o 2n+1 3 5
. x X €
> 2n 2 4
x x x
COSh:IZ:Z on)! :1+E+Z—|—...
n=0
Beweis :
> n > n > n,.n
r __ T -z __ (—I) o (_1) x
G—vae =2 PR A
n=0 n=0 n=0
, 1, o I ™1=(=)" X o2t
snhe = 5~ ) =30 "=
n=0 1=0
I =1+ (=) = x?
_1/.x —xr) __ n __
COShCII—E(e +e )—EZTCE —ZW,
n=0 =0
z? 2t
coshx:1+§+z+...21 , cosh( =

Umkehrfunktionen der hyperbolischen Funktionen

Bei cosh beschrianken wir uns auf das Intervall [0, 00), alle anderen hyperbolischen
Funktionen sind streng monoton.

Definition 4.16 :

arsinh : IR — IR , arcosh : [1,00) — [0,00)

artanh : (—1,1) = IR , arcoth : (—oo0,—1)U (1,00) — IR\{0}

(area-sinus-hyperbolicus, usw.)
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Graphen der hyperbolischen Umkehrfunktionen

= 3 arcoth(x)
11
arcosh(x) 1+
-3 -2 -1 1 2 3 =2 -1 1 2
artanh(x)
arsinh(x) -17 arcoth(x) _ol
—21 -3

Die hyperbolischen Funktionen lassen sich durch e-Funktionen ausdriicken, also lassen
sich die hyperbolischen Umkehrfunktionen durch In ausdriicken:

arsinh x = In(z + 1+ 22) , arcoshz=In(z++vVa?2-1) , x>1
1. 1 1 1

artanh x = = In e , el <1, arcothx:—ln$+ , x>1
21— 2 xz-—1

Beweis :

z.B.: arcoshz=Ina>0 = a>1, a="

= z =cosh(lna) = $(e™* +e™ ") =1(a+ 1) = z= “221'1

= a*-2ax+1=0 = a=z+vV22 -1 = (daa>1) a=x+Va2-1.
Alle anderen Aussagen analog.

Komplexe sin-, cos-, sinh-, cosh-Funktion

Da die Potenzreihen von sinx, cosz,sinh z, cosh z auch fiir alle z € @ konvergieren
(jeweils Konvergenzradius oo), lassen sich hierdurch auch die folgenden komplexwer-
tigen Funktionen definieren:

sinz:Z¥z2n+l , cosz:z( )z2",

| |
— (2n +1)! — (2n)!
sinh z = EOO ;zznﬂ cosh z = OOE L22"
— (2n+1)! ’ — (2n)!"

Es gelten fiir alle z € €' die folgenden Beziehungen:
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sin(iz) = ¢sinh(z) , sinh(iz) =isinz

cos(iz) =coshz |, cosh(iz) = cosz

Denn:
o ( 1)n 2n+1 o

i (75) — 2n—|—1 2n+1 — isinh
sin(iz) ; —(Qn 1 Z Gntl isinhz ,

. = (_1)n22n 2n
cos(iz) = g Wz = coshz .
n)!

isinz = isin(i(—iz)) = i? sinh(—iz) = sinh(iz) ,
cos z = cos(i(—iz)) = cosh(—iz) = cosh(iz) .

Weiter gilt fir alle z € @

1 —zz . _ 1 12 —1z
0032—5( ) , sinz= 2i(e e %)
1 z —z : 1 z —z
COShZ—§(€ +e %) Slnhz:§(e —e )
Denn:
() & (i) & e =
e”” +e —nZ:O . +nZ:0 . _,;)<1+(_1) ) ~ —;2(2”! =2c0S2 .

Alle anderen Beziehungen analog.

Auch in € gelten die Additionstheoreme:
sin(z1 + 2z2) = sin z1 cos zo + cos 21 sin 23
cos(z1 + 2z2) = cos z1 cOS 25 — sin z1 sin 25 .
Insbesondere gilt:

sin z = sin(x 4 iy) = sinz cos iy + cosxsiniy = sinx coshy + i cos zsinh y |
cos z = cos(x + iy) = cosx cosiy — sinx siniy = cos x coshy — isinxsinhy ,

| sin z| = v/sin? 2 cosh? y + cos? zsinh? y = \/sin” 2 + sinh?
(da cosh? y = 1 + sinh? y und sin® z + cos? z = 1).
Analog folgt

| cos z| = \/cos? z 4 sinh? y .
Beispiele

.cosz=0 & |cosz| =0 < cosz=0und sinhy =0
S rv=5+kr, ke Zudy=0 & z=5+kr, kc Z (also nicht mehr
Nullstellen als im Reellen).

. sinz =1 < sinxzcoshy =0 und coszsinhy =1
& v=kr, k€ Z und sinhy = (-1)¥ & z=Fkn+iarsinh(-1)*, ke Z .
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V Grenzwerte, Stetigkeit, Differentialrechnung

Definition 5.1 : Sei [ ein Intervall in IR |, zg € I.
Sei f: I\{zo} — IR eine reellwertige Funktion.

f besitzt in xy einen Grenzwert a € IR
& Ve>03d(e) >0 mit: Vo e I\{xo} mit |[x — xo| <0 gilt |f(x) —al <e.

__/ f
- f -
2¢ A ——0——/ 2€  af —0
. .
X0 X0
F2é 4 k26 4
a i1st Grenzwert a ist kein Grenzwert

Satz 5.2 : Sei f: I\{zo} — R.
a ist Grenzwert von f in o < Fir alle Folgen (z,,)n,en aus I\{zop} mit lim x,, = x¢

gilt lim f(z,) = a.

Beweis :

"=7 Seie>0 = 30 >0mit |[f(z) —a|] <eV|r— x| <.

Sei (z,) Folge aus I\{zo} mit x,, — zo, dann existiert zu 6 > 0 ein N > 0 mit
|z, — 20| <dVn >N = |[f(zy) —a|<eVn>N = nlin;of(xn) =a.

7<” Fir alle Folgen (x,) aus I\{zo} mit x,, — z¢ gelte f(x,) — a.

Annahme: f hat in z¢ keinen Grenzwert a, dh.: 3¢ > 0 mit Vo > 0 3z mit |z —xo| <
und [f(z) —a| > e.

Wiihlen wir 6 = & und ein z,, mit |z, — zo| < § und |f(z,) — a| > €, so haben wir

eine Folge (x,,)nen konstruiert, fir die lim z, = xy gilt, aber nicht lim f(z,) = a.
n—oo n—oo

Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Betrachten wir nur Folgen, die von einer Seite gegen xy konvergieren, so sprechen wir
von einseitigen (links- bzw. rechtsseitigen) Grenzwerten:

Definition 5.3 : Gilt fiir alle Folgen (x,,)ne v aus I'\{xo} mit z,, > z¢ (bzw. z,, < )

und lim z,, = z¢ auch lim f(x,) = a, so heilt a rechtsseitiger (bzw. linksseitiger)
n—oo n—oo

Grenzwert von f in xg.
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Schreibweise:

lim f(xz) =a (rechtsseitiger Grenzwert),

T—x0+

lim f(z) =a (linksseitiger Grenzwert).

T—To—

o

—

%0

rechtsseitiger Grenzwert

Definition 5.4 :
a) Gilt fir alle Folgen (z,,)nen mit lim z, = oo (bzw. —o0)

a 1 /-'—0

X0

linksseitiger Grenzwert

lim f(z,) = a, so heiBt a Grenzwert von f in oo (bzw. —o0).

b) Gilt fiir alle Folgen (x,,),en mit lim x, = 2y (2o € IR oder xyg = +00)

lim f(x,) = oo (bzw. —00), so sagt man: f besitzt in z¢ den uneigentlichen Gren-

n—oo

zwert oo (bzw. —o0).

Beispiele

1. f(x) = 2?

T, — oo = f(x,) =z, — 0.

2. f(a) = L

2

T, — +oo = f(z,)=-1 —0

Tn — 04+ = f(z,

Ty, — 0— = f(z,

Stetigkeit

)
)

T
:L_)OO
Tn
Tn

Definition 5.5 : Sei I C IR ein Intervall, zo € I , f: I — IR rellwertige Funktion.

f heiflt stetig in xq

[f (@) = flzo)| <

& Ve > 0 35(e) > 0 mit: Vo € I mit |z — x| < § gilt
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yo=f(xq)

- f
2€ Y0 —-—0—-—/
L
X0
F2é 4

Satz 5.6 : f ist stetig in zg
< f(=zo) ist Grenzwert in zg, dh.: lim f(z) = f(xo)
Tr—x0

< Fiir alle Folgen (z,)nen aus I mit lim z, = x9 gilt lim f(x,) = f(z0).

Beweis : Folgt sofort aus Def. 5.1 und Satz 5.2.

Analog zum rechts- und linksseitigen Grenzwert spricht man von rechts- und links-
seitiger Stetigkeit:

Definition 5.7 : f heifit in x( rechtsseitig (bzw. linksseitig) stetig, wenn f(xg) rechts-
seitiger (bzw. linksseitiger) Grenzwert von f in x ist.

Satz 5.8 : Sei f: I\{zo} — R.
Existiert lim f(z) und lim+f(:1:) und gilt lim f(x)= lim+f(:1:), so ist f in xg
T—xTo T—To—

T—x0— T—x
stetig ergianzbar mit f(xo) := lim f(z)= lm f(x).
T—To— r—xTo+

Beispiele
0 (fallsz <0
- flz) = { 1 Lfallsz >0

lir(r)l f(x) =0= f(0) (linksseitiger Grenzwert),

liIg[)lJr f(z) =1 (rechtsseitiger Grenzwert), ! o
xr—
f ist linkseitig stetig in x¢g = 0,
aber f ist nicht stetig in z¢y = 0.
x Lfallsz <0
- flz) = {:1:2 Jalls ¢ >0
11151 f(z) =0 (linksseitiger Grenzwert), /
z—0—
1iIgl+ f(x) =0 (rechtsseitiger Grenzwert), /
xr— s
= linksseitiger Grenzwert = rechtsseitiger Gren- /
zwert

= [ ist stetig ergédnzbar in o = 0 mit f(0) = 0.
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Satz 5.9 : Sei f: I — IR, zg € I.
f ist stetig in zy < f ist rechts- und linksseitig stetig in xg.

Beispiel
xr fallsz <0
ra = {2 /

x® Lfallsz >0 /
lim f(z) = lim, f(z) = f(0) =0 = f ist stetig in /'

$0:0.

Definition 5.10 : Besitzt f in z( rechts- und linksseitige endliche Grenzwerte mit
lim f(x) # lim+ f(x), so heifit zo Sprungstelle von f (f ist dann natiirlich nicht
r—xg

T—To—

stetig in xg).

Beispiel

0 (fallsz <0
— 9 — 1 —
/(x) { 1 fallsx >0

= f hat in x¢p = 0 eine Sprungstelle.

Definition 5.11 : Sei f: [ — IR.
f heif3t stetig in I < f ist stetig fiir alle x € I.

Beispiel
f(x)=2% | (k€ INg) , ist stetig in IR, denn:

lim f(z,)= lim z," = lim z,% = zo* = f(xg) Voo € R .
Ty —T0 Tp—T0 n—oo

Eigenschaften stetiger Funktionen

Satz 5.12 : Seien f : [ = IR, g: I — IR, xg € 1 NIy, f und g stetig in xg.
Dann gilt:
a) h:= f+4g ist stetig in z
b) h:= fg ist stetig in z
c) h:= S ist stetig in zg, falls g(xg) # 0
g

Ist g stetig in xg und f stetig in g(z¢), so gilt:
d) h:= fog ist stetigin zg .

Hierbei ist
h = f + g definiert durch h(z) = f(x) + g(x) , h = fg definiert durch
h(z) = f(z)g(x) , h = 5 definiert durch h(x) = ) und h = f o g definiert

g9(z)
durch h(z) = f(g(z)).

141



Beweis :

a)b)c) Sei (x,,) eine Folge mit x,, — x¢. Dann gilt:

f(xn) — f(xo) und g(z,) — g(zp) (da f und g stetig in xg)

= f(zn) +9(2n) — f(xo) + g(x0) wnd f(2n)g(zn) — f(z0)g(70) und
I(zn) — f(@o) , falls g(z,), g(xo) #0, also f+g¢, fg, / stetig in xq.
g(zn)  g(wo) g

(vgl. Eigenschaften von Folgen, S.96 ).

d) Gilt z, -z = g(zn) — g(zo) (da g stetig in z9) = f(g(zn)) — f(g(x0))
(da f stetig in g(xg)) = h = fog stetig in zo.

Beispiele

. plz) = Zakxk (Polynom),
k=0

p ist stetig in IR als Summe stetiger Funktionen, denn g(x) = z¥ ist stetig in IR
(Vk € INy), also auch f(z) = apz*.
_ plx) . :
r(x) = @ (rationale Funktion , p,q Polynome),
q(x
r ist stetig in JR\{ Nullstellen von ¢ } (als Quotient stetiger Funktionen mit
Nenner # 0).

1—=z falls z < 0
_ ) A
- (@) {1+:1;2 Sfalls 2 >0

f ist stetig in IR\{0}, \/

da jeweils Polynom in (—o0,0) und (0, c0).
f ist stetig in 0, da li%l_ f(z) = li%l+f($) = f(0) =1, -

= f ist stetig in IR.

0 Jalls 2 =0 S~

‘ f(ill‘) _ { sin% ,falls T 75 0 sin(1 /x)
-1

f ist stetig in IR\{0} =

(zusammengesetzte Funktion) , da
sin-Funktion stetig in IR (spiter) und \j
g(z) = L stetig in R\{0}.

f ist nicht stetig in 0, denn sei (x,,) die Folge

/'
f

|

2

I

= = lim z, =0 und
5 tnw n—00

f(xn) = sin(§ +nm) = (—1)" divergent, also

flaen) £ £(0) = 0.

mit x,, =
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5. f(z) = {xsin% Jalls © #£ 0

R ) Jfalls x =0
‘\\X-sin(l /X) I

f ist stetig in IR\{0}
(zusammengesetzt aus stetigen Funktionen) ,
(Begriindung wie in Beispiel 4)).

f ist auch stetig in 0, denn

sei (z,,) eine Folge mit lim z,, =0
n—oo

= Ufan)] =l sin ] < ] — 0
= lim f(z,) = f(0)=0. .
Also ist f stetig in IR.

Frage: Sind die Funktionen sinx , e* , usw. stetig ?

Da sinz , e” , usw. durch Potenzreihen definiert sind, ist also die Frage:

Ist f(x)= Z an(x — x0)" stetig ?

n=0
Diese Frage wollen wir nun (etwas allgemeiner) untersuchen. Dazu betrachten wir

zunachst Folgen von Funktionen:

Definition 5.13 : Sei (f,)nen eine Folge reellwertiger Funktionen f, : I C IR — IR,
und sei f : I — IR ebenfalls eine reellwertige Funktion.

a) Die Funktionenfolge (f,) heifit punktweise konvergent in I gegen f
& Vo elgilt lim f,(x) = f(z)

& Ve el, Ve>03N(e,x) >0mit |f,(z) — f(z)] <e ¥n> N.

b) Die Funktionenfolge (f,,) heifit gleichmdflig konvergent in I gegen f
< Ve>03dN(e) >0 mit |f,(x) — f(z)] <e Vn >N und Vx € I.

Satz 5.14 : Sind f, und f definiert in I und gilt

sup |fn(z) — f(z)| = 0 fiir n — oo
el

< (fn) konvergiert gleichmdfig in I gegen f.

Beweis : Kklar.

Beispiele
. fn1]0,1] = R mit f,(x) = 2" £y

a) punktweise Konvergenz in [0, 1] f2

Sei x € [0,1) = fo(z)=2"—0 n
fir n — oo (da |z| < 1),
seiz=1 = f,(1)=1—1.
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Also insgesamt konvergiert (f,) punktweise in [0, 1]

. . _JO0 falls0<z<1 1 o f
gegen die Grenzfunktion f(z) = { | fallsz— 1.
b) gleichmdffige Konvergenz
keine gleichméBige Konvergenz in [0, 1], denn [0 ‘J"i
sup | ) — f()] = 1 0 fiix n — o,

z€[0,1]
aber gleichméfige Konvergenz in [0, ¢] mit 0 < g < 1 (fest), denn

sup |fn(z)—f(z)| = sup |z"—0|= sup |2"|=4¢" — O0fiirn — oo (dal < q<1).
z€[0,q] z€[0,q] z€[0,q]

n

- o 0,1] = R mit f(z) = %

(fn) konvergiert gleichméfig in [0, 1] 1
gegen f :[0,1] — IR mit f(z) =0 Vz € [0,1],
denn
:Un
sup [fn(2) = f(z)| = sup |— =0 5
xz€[0,1] zelo,1] M &
= sup ]x—|§——>0fiirn—>oo. n
z€lo,1] T n o X T

Aus folgendem Satz folgt damit auch die
punktweise Konvergenz in [0, 1].

Gleichmaflige Konvergenz besagt, dafl ab einem N alle f,, in einem e-Streifen um die
Grenzfunktion f liegen miissen (fiir alle € > 0):

—_4 b

- Q€
P o

o

Satz 5.15 :

(fn) konvergiert gleichmdfig in I gegen f

= (fn) konvergiert punktweise in I gegen f.
Die Umkehrung gilt nicht.

Beweis :

Slérj)lfn(w)—f(w)lﬁo = |fo(z) = f(2)| =0 Vo el
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Weitere Beispiele

. nx
. fn : [0,00) — R mit fn(:c) = m

a) punktweise Konvergenz

sei z € [0,00) = fn(x) ne

T 1+ n2a2
= (fn) konvergiert punktweise in [0, 00) gegen f mit f(z) =0 Vz € [0, c0).

— 0 =: f(x) fir n — oo

b) gleichmdfsige Konvergenz
s |fu@) ~ f@)] = s |fa@)] > ful-)

x€[0,00) z€[0,00) n B 1+ n? - (%)2
1
= sup |fu(z)— f(2)|> = A0 flrn— co
z€[0,00) 2
= keine gleichméfige Konvergenz in [0, 00).
Aber gleichméfiige Konvergenz in [g,00) Vg > 0 fest, denn:

ng ..
sup |fu(z) — f(x)|= sup |[fu(x)| = fu(q) = ——= — 0fiirn — oo
€lg,00) 2€(g,00) 1+n2q?

(fiir n > %) , (f ist monoton fallend fiir z > 1).

n .

S|

1 1

0.5 fr, 0.5

fl’l
[o 1 2 3 4 n 1 2 3 4
. nr
. fn . [0,00) — IR mit fn(l’) = m
a) punktweise Konvergenz
nr

sei z € [0,00) = fu(x) = — 0 =: f(x) fir n — oo

n2 + 2
= (fn) konvergiert punktweise in [0,00)) gegen f mit f(z) =0 Vz € [0, c0).

b) gleichmdfsige Konvergenz

n? 1
A [~ S = s (@) 2 ful) = 5T =
= sup [fula) — F(@)] = 5 A0 fiirn - o0

x€[0,00)
= keine gleichméBige Konvergenz in [0, 00).
Aber gleichméfiige Konvergenz in [0, ¢] Vg > 0 fest, denn:
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ng ngq
sup [fn(z) — f(2)| = sup |fu(2)] = fuld) = 53— < —
me[o’q]| (z) — f(z)] me[aq]! (2)] (q) iR S

n — oo (fiir n >gq) , (f, ist monoton wachsend fiir z < n).

:g—>0 fur
n

1| f1o f20 160

L L —ant!
5. fn:(—1,1 it fo(z)= = —
fo:i(1,1) > R mit fu(z) =) —
k=0
a) punktweise Konvergenz
T e L
n(z) = — =: f(z) fir n — o0
11—z 1—=z
1
= (fn) konvergiert punktweise in (—1,1) gegen f mit f(z) = | :
—x
b) gleichmafige Konvergenz
1 1 1—(1—L)ntt 1

sup )|fn(93)—f(w)|2 [fal = =) = fL=—)| = |

ze(—1,1
= n(1 = 1)1 40 (da (1 1)

= keine gleichméfige Konvergenz in (—1,1).
Aber gleichméfBiige Konvergenz in [—q,q] V0 < g < 1 fest, denn
) — (2] e 1 i
sup |fu(z)— f(x)| = sup — = sup
z€[—q,q] v€l-qq) 177 L—2 sel—qq
n—oo (da|l—z/=1—2>1-¢qVxe[—q,q]).

-0-p 1=

n+1
< q

0t
T2 " 1-q

Konvergenz unendlicher Funktionenreihen

Seien (fr)remw, mit fr : I C IR — IR und s, := ka die n-te Partialsumme der
k=0

oo
unendlichen Funktionenreihe s := Z fr. Sind alle fi stetig in I, so ist auch jede
k=0
Partialsumme s,, stetig in I (als endliche Summe stetiger Funktionen). Wir wollen
nun untersuchen, ob dann auch die unendliche Funktionenreihe s stetig in [ ist. Zu
diesem Zweck miissen wir zunéchst auch fiir Funktionenreihen den Begriff ” punktweise
bzw. gleichmaflige Konvergenz” definieren:
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Definition 5.16 : Die unendliche Funktionenreihe Z fr der Funktionen fi : I — IR

k=0
heifit punktweise (bzw. gleichmdfig) konvergent in I, wenn die Folge der Partial-

summen s, = Z fr punktweise (bzw. gleichméBig) in I gegen eine Grenzfunktion

k=0
s : I — IR konvergiert. In diesem Fall schreiben wir: s = Z fr mit s(z) = Z fr(z).
k=0 k=0
Beispiel
. n n . 1__xn+1
fr:(=1,1) = R mit fp(z) =2F |, s.(z)= ];)fk(x) = I;)m =g =

1
Sn(x) — s(x) = 1= punktweise in (—1,1) und

gleichméBig in [—¢,q] V0 < ¢ <1 (vgl. voriges Beispiel 5)) =

- 1
s(x) = Zxk =1 fir x € (—1,1)
k=0

Magorantenkriterium fiir gleichmdaflige Konvergenz von Funktionenreihen

Satz 5.17 : Sei Z fx eine unendliche Reihe von Funktionen f : I — IR.
k=0

Sei Z bi eine konvergente Reihe reeller Zahlen mit b > 0.
k=0

Gilt |fr(z)| <bp Yk >ng € NoundVr €l = Z fx konvergiert gleichmdfig in I.
k=0

Beweis :

Da |fi(x)| < by und Z by konvergent = Z fr(x) konvergiert punktweise in I
k=0 k=0
(Majorantenkriterium fiir unendliche Zahlenreihen). Sei s(z) = Z fr(x) der Gren-
k=0

n n
zwert fiir jedes z € I, also s, (z) = Z fr(x) — s(z) punktweise in 1, sei t,, = Z by
k=0 k=0

(n-te Partialsumme der Reihe Z bi), dann gilt fir m > n > ny

k=0
s (@) = sn(@)| =1 Y fe@|< Y @< Y bp=tm —tn.
k=n+1 k=n+1 k=n+1
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Da |t,, —tp| =tm —tn < €Vn,m > N (da (t,) konvergent)

= |sm(x) — sp(z)| < €eVn,m > N und Vx € 1.

Da s, (x) — s(x) fiir m — oo, gilt (da Betragsfunktion stetig)

|s(z) — sp(z)] <eVn>Nund Ve € I = (s,) konvergiert gleichméBig in I gegen s.

Beispiele
o . k
s11;1€2 z konvergiert gleichmafig in IR, denn:
k=1
sin kx 1 <01
| 12 | < e Ve € IR, Vk € IN und Z = ist konvergent.
k=1
(-1
. —— 5 konvergiert gleichmaflig in IR, denn:
— kE? +x
(—1)k 1 =1 .
|m| < = Vz € R, Vk € IN und Z = ist konvergent.
k=1
. Potenzreihen
o0
flx) = Z ap(z — x0)¥ sei eine Potenzreihe um o mit Konvergenzradius r > 0,
k=0
dann gilt:

Die Potenzreihe konvergiert gleichméflig in jedem Intevall I, = {x € IR : |z — x| < ¢}
mit 0 < ¢ < r, denn:

o0
lag(x — 20)*| < |arg®| Vz mit |z — 29| < g, Vk € INy und Z larq®| ist konvergent,

k=0
00

da Z arq” absolut konvergent ist fiir 0 < g < 7 (weil r der Konvergenzradius ist).

k=0
Etwas allgemeiner gilt der folgende Satz:

oo

Satz 5.18 : Eine Potenzreihe Z ag(r — xo)k konvergiert gleichmdf$ig in jedem abge-
k=0

schlossenen Teilintervall des Konvergenzintervalls I = {x € IR : |z — xo| < r}.

Wir werden nun zeigen, daf bei gleichmdf$iger Konvergenz die Stetigkeit auf die Gren-
zfunktion iibertragen wird, bei punktweiser Konvergenz aber i.A. nicht.

Satz 5.19 :

a) Sind alle Funktionen f,, : I — IR einer Funktionenfolge (f,) stetig in I, und
konvergiert die Folge (f,) gleichmdfig in I gegen die Grenzfunktion f: I — IR

= fist stetigin I. Also gilt fiir alle x¢ € I:

lim f(x) = lim lim f,(r) = lim lim f,() = lim_f, (o) = f(xo)

T—XT( T—To N n—oo r—x

(Grenzwerte diirfen vertauscht werden).
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b) Sind alle Funktionen fj, : I — IR einer unendlichen Funktionenreihe Z fr
k=0

oo
stetig in I und konvergiert die Funktionenreihe Z fx(x) gleichmdflig in I
k=0

= f[f= Z fr ist stetigin I. Also gilt fiir alle xg € I:
k=0

lim f(z) = lim > fo(r) =D lim fi(x) =) fe(wo) = f(zo)
k=0 k=0 k=0

T—XQ
(Grenzwert und unendliche Summe diirfen vertauscht werden).

oo
c) Eine Potenzreihe f(x) = Z ap(z — 20)" mit Konvergenzradius r > 0 ist stetig in

k=0
ihrem Konvergenzintervall I = {z € IR : |xv — zo| < r}.

Beweis :

a) Seizel,e>0 = IN(e) € IN mit |fn(y) — f(y)| < §Vn>N, Vy el (wegen
der gleichméfigen Konvergenz). Wahlen wir fy, so gilt wegen der Stetigkeit von fn
in I: 36> 0mit [fy(z) — fn(y)] < § Yy €I mit [z —y| <. Also gilt:

@)= fW)l < |f(@)=fn(@) |+ @) =N+ In@) - fW)] < s+5+5=€e Vyel

mit |[x —y| < § = f ist stetig in x.

n
b) Die Partialsummen s, = Z fr sind stetig in I (als endliche Summe von stetigen
k=0

oo
Funktionen), und (s,) konvergiert gleichméfig in I gegen s = Z fx, also ist nach a)
k=0

[o.¢]
s = ka stetig in 1.
k=0

c) Seizel={zxe€R : |r—xo| <r} = Jgmit0<qg<rund
rel,={reR : |xr—xy| <q}. Inl, gilt nach Satz 5.18 gleichméfige Konvergenz,
fr(z) = ag(x — 20)* sind stetig in I, Vk € INy = Grenzfunktion

o0
flx) = Z ap(z — x0)¥ ist stetig in x. Da x € I beliebig = f ist stetig in I.
k=0

Beispiele

. Beispiel 1. von S.143 :  f,(z) = a™ stetig in [0, 1], aber Grenzfunktion
0 (falls0<z<1
)=

| falls 2 — 1 nicht stetig in [0,1] = keine gleichméfBige Konvergenz

in [0,1].

149



n

. Beispiel 2. von S.144 :  f,(z) = r stetig in [0, 1], gleichmé&Bige Konvergenz in [0, 1]
n
gegen f(zx) =0Vz €[0,1] = f ist stetigin [0, 1].

= 1
. Beispiel 5. von S.146 :  f(z) = E R 1 ist stetig in (—1,1).
-
k=0

oo . kj
. Beispiel 1. von S5.148 :  f(x) = Z 8122 T st stetig in IR.

o) _1 k
. Beispiel 2. von S.148 @ f(x) = Z % ist stetig in IR.
x
k=1

. sinx, cos z, e” sind stetig in IR, da ihre Potenzreihen alle den Konvergenzradius r = oo
haben.

Also sind alle trigonometrischen Funktionen und alle hyperbolischen Funktionen jeweils
stetig in ihren Definitionsbereichen (als Summe bzw. Quotient stetiger Funktionen mit
Nenner # 0).

Weitere Beispiele

. f(x) = e"? ist stetig in IR (da zusammengesetzt aus stetigen Funktionen).

) = { —= falls w0
1 Jfalls x =0
f ist stetig in IR, denn:
f ist stetig in IR\{0} (da Quotient stetiger Funktionen mit Nenner # 0).

Da sinz = Z ((ix%ﬂ Ve € R (r = o0)

= (2n+ 1)!
sinx i (-n™ 5, ) x? N zt vz € IR\{0} mit
— = —"" =1+ ——... Y mi
x — (2n+1)! 3! 5l
Konvergenzradius r = oo
. sinx
= lim =1 =
x—0 I

o) _1)n
f(z) = ;ﬁx% Ve e IR

mit Konvergenzradius r = oo = f ist stetig in IR.
Eigenschaften stetiger Funktionen

Satz 5.20 : Sei f : [a,b] — IR stetig in [a, b] und sei £ € (a,b) mit f(§) # 0.
= dl¢,d] C [a,b] mit ¢ < £ < d (Umgebung von &) und f(x) #0 Vz € [c,d].
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Beweis :

Sei etwa f(§) > 0.

Annahme: In jeder Umgebung von &

gibt es einen Punkt = mit f(z) <0.

Also 3z, € (£ — 1,64 1) mit f(z,) <0.

Da z, — £ (fir n — 00) = f(z,) — f(§)

(Stetigkeit von f).

Da f(x,) <0Vne N = f(&) <0 P édl_'
= Widerspruch zu f(§) > 0.

Satz 5.21 : Sei f : [a,b] — IR stetig in [a,b] und sei f(a)f(b) < 0 (dh. Vorzeichen-
wechsel)
= J€ € (a,b) mit f(&) =0.

Beweis :

Sei etwa f(a) <0, f(b) > 0.

Sei M ={z € [a,b] : f(z)<0}.

Daae M = M #0,

b ist obere Schranke von M. /-f'
Sei £ = sup M (kleinste obere Schranke). a/f b =
Wire f(§) >0 = dle,d] C [a,b] mit ¢ < & < d |

und f(xz) >0 Vz € [c,d]

= £ ist nicht kleinste obere Schranke

(anlog fir f(£) <0) = f(&) =0.

Satz 5.22 : Zwischenwertsatz

Sei f : [a,b] — IR stetig in [a, b]
= [ nimmt jeden Wert zwischen f(a) und f(b) mindestens einmal in [a,b] an.

Beweis :

a) f(a) = f(b) = nichts zu zeigen.
b) Sei f(a) # f(b) f(b) | —~
und sei ¢ eine beliebige Zahl /
zwischen f(a) und f(b) Cr""7 !
= (f(a) = )(f() —c) < 0 B
= A€ (a,0) mit f(E) —c=0 = f(€) = i
(da (f — c¢) stetig in [a,b]). a & b

|

Satz 5.23 : Sei f : [a,b] — IR stetig in [a,b]. Dann gilt:
a) f ist beschrdnkt in [a,b], dh.: 3K > 0 mit |f(z)| < K Vz € [a,b].

b) f nimmt in [a,b] ihr absolutes Maximum und Minimum an, dh.: 3&;,& € [a,b]

mit f(61) =nf{f(@) : @ € [a.b]} = min_ ()

)

und f(&) = sup{f(z) : = € [a,b]} = max f(z) .

z€[a,b]
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Beweis : anschaulich klar, ausfiihrlicher Beweis siehe Literatur.

A

e

a:.'fl 62 b t t =

a xp b
fla) = min f(z), f(&) = max f(z) ¢ =sup{f(z) : z € [a,b]}
(absolute Extrema) A € a, b mit f(§) =c

= sup wird nicht angenommen

Hierbei gilt fiir die absoluten Extrema:

Definition 5.24 :

f(&) = mren[ibnb] flz) & f(z)> f(&) Y € [a,b] (absolutes Minimum),
f(&) = zrél[%}é] f(x) & f(z)< f(&) Yz € [a,b] (absolutes Maximum).

Nach Hilfssatz 4.10, S.123 | gilt:

Sei f : [a,b] — IR streng monoton wachsend (bzw. fallend)
= f71: f([a,b]) — [a,b] ist ebenfalls streng monoton wachsend (bzw. fallend).

Fiir stetige Funktionen gilt nun:

Satz 5.25 : Sei f : [a,b] — IR stetig in [a,b] und sei f streng monoton wachsend (bzw.
fallend)
= Die Umkehrfunktion f~! ist auch stetig in f([a,b]).

Beweis : Sei f streng monoton wachsend, yo € [f(a), f(b)] = f~! ist auch streng
monoton wachsend in [f(a), f(b)].

Sei (y,) eine Folge aus [f(a), f(b)] mit y,, /" yo (streng monoton wachsend gegen )
= fiir z,, := f~Y(yn) , o := f *(yo): (x,) ist streng monoton wachsend (weil f~!
streng monoton wachsend).

Annahme: x, / xg, also z, — x1 # z¢ ((z,) ist konvergent, da monoton und
beschréankt (z,, € [a,b])).

Da f stetig in [a,b] = f(x,) — f(z1) # f(x0) (da f streng monoton)

— Yn = F(@n) 7 Yo = f(w0) = Widerspruch zu y, — yo.

Also ist f~! linksseitig stetig in yo. Analog zeigt man, dal f~' rechtsseitig stetig
in yg = f!ist stetig in yo. Da yo € [f(a), f(b)] beliebig = f~! ist stetig in

[f(a), f(b)].
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Damit sind auch folgende Funktionen stetig:

In ist stetig in (0, c0),

a® ist stetig in IR (fir a > 0),

“log ist stetig in (0, 0),

arc-Funktionen sind stetig in ihren Definitionsbereichen,
area-Funktionen sind stetig in ihren Definitionsbereichen.

Differentialrechnung

Definition 5.26 : Sei f : I C IR — IR (I Intervall in IR), sei g € I.
Existiert der Grenzwert

i 18) = f(@0) . (2 € I\{xo})

r—xo T — xg

so heiflt f in zg differenzierbar, und der Grenzwert heifit die Ableitung der Funktion
fin zg.

Schreibweciljce: F(x) — f(zo) f(zo + h) — f(zo)
/ _ . r)—JZo) ;. Lo — Ji%o
/(o) = Gy (wo) = lim T T = i S |

Betrachten wir beim Grenziibergang = — xg nur z > zo (bzw. x < xg), so heifit
f in xg rechtsseitig (bzw. linksseitig) differenzierbar, und der Grenzwert heifit die
rechtsseitige (bzw. linksseitige) Ableitung von f in xg.

M ist die Steigung
T — X9 f
der Sekante durch die Punkte /
Lo und r
f(xo) f(z) )" el ¢

f'(xo) ist die Steigung der Tangente

an f im Punkt ( 0

f(@o) ) X0 x
Die Gerade g mit
9(x) = f'(xo)(z — o) + f(0)

heiflit Tangente an die Funktion f im Punkt ( f(ﬂcxo )>
0

Beispiele

. fle)=c VeeR = f'(x)=0 VrelR

c—¢C —0.

denn: lim
T—x0 T — X0
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2. flx)=x Yee R = f'(z)=1VrelR

r — Xo
= 1.

denn: lim
T—x0 T — T

sin x
1 Jalls x =0
= fist in o = 0 differenzierbar mit f/(0) =0

Snr o sinr —x

denn: lim —+—— =lim ———— =0 , da
rxr—0 I — x—0 x
. x> P sinx —x T n x> 0 fil 0
= - —4+ —— ... _— =+ — — ... = —
sinx =x 3] + 5 = 2 30 5l ur x

(Potenzreihe mit Konvergenzradius r = 00).

T Jfalls ¢ > 0
4 flz) = lo] = { —z Sfallsz <0
= f ist differenzierbar in IR\{0}, aber f ist nicht differenzierbarin zo =0

—0 _
denn:  lim =1 = lim —© =1 (linksseitige Ableitung),
z—0— x — 0 r—0—
-0
lim 2 = lim =1 (rechtsseitige Ableitung).

z—0+ x — 0 r—0+ T
Da in xyp = 0 rechtsseitige Ableitung # linksseitige Ableitung = f ist in g = 0

nicht differenzierbar.

“\\X-sin(l /x) n
17 .
~
e Lk
-1 1 -1
f(x) = |z| f(z)=wzsinl firz#0

5. f(x) = {xsiné Jalls x # 0
0 Jfallsx =0
= [ ist stetig in xo = 0, aber f ist nicht differenzierbar in xo =0
denn: (Stetigkeit vgl. Beispiel 5, 5.143 ),
x sin % -0

) . 1 .. )
lim ——%—— = lim sin — existiert nicht.
x—0 x—0 r—0 x
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Es gilt aber:

Satz 5.27 : Ist f: I — IR differenzierbar in zg € 1
= fist stetigin xyp  (Die Umkehrung gilt nicht).

Beweis :

x)— f(x .
f(ﬂf)—f(mo)Z(m—xO)%;f;sO) — 0 f(w9) =0 fiir & — z9, (v # 20) .
Satz 5.28 : Sei f: [ - IR , zg€l.

Existiert die linksseitige und rechtsseitige Ableitung in xo und sind diese gleich, also

lim flx) = flxo) lim f(x)_f(xO):aeR

LT—T0o— r — Xo rT—To+ T — X
= f ist differenzierbar in o mit f'(zg) = a.

Beweis : klar.

Beispiel
0 (fallsz <0
f(x)_{l Jalls 2 >0 .
lim M = lim 0-1 existiert nicht
z—0— rz—0 z—0— o — 1
= [ ist nicht linksseitig differenzierbar in xy = 0.
lim M — lim 1-1 =0
z—0+ xz—0 z—0+ x — 0

= f ist rechtsseitig differenzierbar in x¢o = 0, aber f ist nicht differenzierbar in
o = 0.

Das hatte man auch einfacher sehen kénnen, denn f ist in zg = 0 nicht stetig = f
ist auch in zg = 0 nicht differenzierbar.

Satz 5.29 : Sei f : [ — IR stetigin o € 1.
Existiert die linksseitige und rechtsseitige verallgemeinerte Ableitung in xy und sind
diese gleich, also

lim fla) = flwo—) _ lim f(x) — f(zot) —weR

T—To— r — X r—xo+ xr — Xo
= f ist differenzierbar in z¢ mit f’(xg) = a.

Hiebei ist f(zo—) der linksseitige- und f(xo+) der rechtsseitige Grenzwert von f in
2o, also f(zo—) = lm f(z), flzo+)= lm f(z).
r—xro— r—xq

Beweis : Da f stetig in xg = f(zo—) = f(xo+) = f(z0), also folgt aus Satz 5.28
die Behauptung.

Auf die Stetigkeit in z¢ kann in diesem Satz nicht verzichtet werden,
wie das folgende Beispiel zeigt
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Beispiel

0 .fallsz <0
. Y 1 —_
f<x)_{1 Jalls ¢ >0 ‘

lim M: lim 0—0207 1
z—0— r—0 z—0— 1 — 0

lim M: lim 1_1:0

z—0+ x—0 z—0+ x — 0

= beide Werte sind gleich, aber f ist in £y = 0 nicht differenzierbar.

Rechenregeln

Satz 5.30 : Seien f und g in x( differenzierbar.

a) Dann sind auch Summe, Produkt und Quotient (falls g(zg) # 0) in z( differen-
zierbar mit

(f +9)(x0) = f'(0) + ¢'(w0)

(cf)'(x0) = cf'(x0) (c € IR)

(f9)'(w0) = f'(w0)g(x0) + f(z0)g'(w0)  (Produktregel)

(LY (o) = [ (@o)g(@o) — f(20)g'(x0)
g*(o)

(Quotientenregel , falls g(xg) # 0).

b) Ist g in xp und f in g(x() differenzierbar, so ist auch h = fog in z( differenzierbar
mit

W (z0) = (f ©9)'(z0) = f'(9(20))g'(x0) (Kettenregel).

c) Sei f: I — IR stetig und streng monoton in I, und sei f in zy € I differenzierbar
mit f'(zo) # 0

= f~listin f(wzg) differenzierbar mit (f=1)(f(xo)) =

(o) oder mit yo = f(xzo)

Beweis :

2) (f() +9(z)) = (f(wo) + 9(w0)) _ f(2) = flzo)  9(x) —g(z0) £(0)

r — X r — X xr — X

f(@)g(z) — f(wo)g(wo)  f(x)g(z) — f(w0)g(x) + f(x0)g(x) — f(0)g(0)

Tr — X T — X

TE 4 e 0 o) o) + S ol o).

+g'(20).

=g(z)

ol 1 9(xo) —g(z) 1 (—g'(w0))

T — o 9(x)g (o) T — o 9%(xo)

=
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(5 (o) = 322 falls gao) £ 0

Fviiwy — (8 Niae) = ()t 2. —9'(w0) _ [(x0)g(w0) — f(z0)g'(x0)
(g)( 0)_(f g)( 0) f( 0)g($0>+f( 0) 92(370) 92(1’0)

(nach der Produktregel).
b) flg(x)) = flg(z0)) _ flg(x)) = flg(x0)) g(x) —g(zo) Fla(z0)) - ¢ (20)

T — T 9(x) — g(z0) T — o
(falls g(x) # g(xo) in einer Umgebung von g(xg)).
Ist g(x) = g(z0) Y € Ulzo) = f(g(x)) = f(g(w0)) ¥z € Ulo) = g'(zo) = 0 und
(fog)(zo) =0 = (fog)(xo) = f'(9(z0)) g (20).
c) f7Yf(z))=a Vz eI, f~!ist auch stetig und streng monoton.
' flxo)=yo = z=f"1y)# [ (yo) =20 =
(o)

lim 0 = lim — = 1 = 1
Y10 Y — Yo v—zo f(x) — f(zo)  f'(mo)  f'(f (wo))
Beispiele

Cf@)y=2F keZ = f'(z)=kat!

denn: k =0,k =1 fritheres Beispiel,

E>0,k—k+1: (@) =@ -2 =1-2F+2- kb1 = (k+ 12k,
1 —(—kx=F1h)

k<0 = (=k)>0 = f(x):xk:xj = fl(z) = —a = kab1

. flz) = Zakxk (Polynom) = f/(z) = Zkakxk_l
k=0 k=1

(differenzierbar fiir alle z € IR).

. flz) = % , p,q Polynome , also f rationale Funktion = f ist differenzierbar in
’ B /
R\{Nullstellen von ¢} mit f'(x) = b (x)q(x;2($z))(x)q (z) .
1
g(x)=+x , >0 = g ist differenzierbar fiir alle x > 0 mit (y/z)' = NG
x
denn: g ist Umkehrfunktion von f(z) = 22 , f'(z) = 22 = g = f~! mit
1 1 1

! _ =1y — 1 = = =
9'(yo) = (f ") (v0) = F(f~(yo)) - 21 (y0) - 29(40) = 2\/% .

z?2  fallsz >0
f ist differenzierbar fiir x < 0 mit f'(x)
f ist differenzierbar fiir x > 0 mit f’(z)

. / T 2 _ : / I _
g @)=l 8em =00, T, Sy = lig, 2w =0,

.f(x):{a:?’ falls 2 < 0
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f stetig in o = 0, da xl—i%l— flx) = xlir&f(w) = f(0)=0,
(nach Satz 5.40, S.167 (spéter))
= f ist differenzierbar in zop = 0 mit f/(0) =0 =
322 fallsx <0
flx)=40 Jalls . =0
2¢  fallsx > 0.

Definition 5.31 : Sei f: I — IR.

f heit differenzierbar in I, wenn f differenzierbar ist fiir alle x € I. In diesem Fall
B) —

heifit ' : I — IR mit f'(x) = %in%) J+ ]?L /()

Ist f’ stetig in I, so heifit f in I stetig differenzierbar.

die Ableitungsfunktion von f.

Beispiel

f(:L‘ = z° ) f
f’(ac) 2x . /
x) = Qx stetig in IR

=  f(x) =22 ist ¢
stetig differenzierbar in IR.

Folgende Fragen wollen wir nun behandeln:

Wann iibertragt sich die Differenzierbarkeit einer Folge von differenzierbaren Funk-
tionen auf die Grenzfunktion 7 Wann ist eine unendliche Reihe von differenzierbaren
Funktionen differenzierbar 7 Ist eine Potenzreihe in ihrem Konvergenzintervall dif-
ferenzierbar 7

Satz 5.32 : Seien f, : I — IR differenzierbarin I (¥n € INy), I ein beschrénktes
Intervall aus IR.

Die Folge (f,,) konvergiere an einer Stelle =y € I.

Die Folge der Ableitungen (f!) konvergiere gleichmdfig in I.

Dann gilt:
a) (fn) konvergiert gleichmdfig in I gegen die Grenzfunktion f: I — IR.
b) Die Grenzfunktion f mit f(z) = lim f,(x) ist diﬁerenzierbar in I mit

Fila) = T fi(e) also - (lim fu(x) = Tm (5 f(2)

(Limes und Differentiation diirfen vertauscht Werden)

Beweis :

a) Seizel, e>0 = |fo(zo) — f(x0)| <€/2 Yn,m >N, =

|fr(2) = fm (@) < [(fa(®) = fm(2)) = (fu(z0) = fin(@0))| + [ fu(20) — fin(0)]
< |m 2o ||(fn($) fm(m)?r (:.Efn(mo) fm(wo))| +€/2_ |£C—x0||f/( ) / (£)| +€/2

(folgt aus dem Mittelwertsatz (spéter, S.165 ))
<€/24+¢€/2 =€ Vm,n> Ny Ve el (wegen gleichméBiger Konvergenz von (f),))

158



= (fn) gleichméfig konvergent in I. Sei f die Grenzfunktion.

b) h sei die Grenzfunktion von (f}) , 1 €1 =

[ H=LE) )| < 2 1(F(2) = F(@1) = (fm(@) = fn(@1))]
| U@ fa @) Um@) In@)) | 4 In@Ial@) )

T—x1 T—T1
< o (@) = fn @)+ F(20) = Fn(@)]) + 1 (6) = Fo(©)| ] L2E=lole) — pr )]
+|f)(z1) — h(x1)] (Mittelwertsatz (spéter, S.165 ))
<e€/d+e/d+e/d+e/d=¢c Vr—x1| <
(da f,, — [ gleichmaBig, (f!) gleichméaBig konvergent, f, differenzierbar in x; und
I — h gleichméafig).

Beispiele
- fo(z) = 3111ng . fr(x) = S - h(z) (fir n — c0) Vz € IR,
n n
fn differenzierbar in IR (spater), f,(0) =0 — 0,
1
da sup \COS o ()] <= —=0 = f/ — h gleichmiBig konvergent in IR mit
zclR n n
h(z) =0 Vx € IR. Also gilt:
d . sinnz ) d ,sinnx . cosnw
dr e o = Jim () = i — = =0 Ve e R
2
fulz) = sin 7 ., f'(x) =ncosn®z divergent. Es gilt:
n,
d sin n’x d sinn’x
— 1l lim
dx o 7 300 dm( n ) )
d d d si
denn: — lim sinn’e —(0) =0 und lim _(smn CU) divergent.
dxr n—oo n dx n—oo dx n

o0
Satz 5.33 : Sei Z fn eine unendliche Reihe von in I differenzierbaren Funktionen
n=0

fn I — IR. Die Reihe Z fn konvergiere fiir ein xy € I. Die Reihe der Ableitungen
n=0
(kurz ” Ableitungsreihe”) Z [ konvergiere gleichmdfig in 1.

n=0
Dann gilt:

f mit f(z Z fn(x) ist differenzierbar in I mit f'(z Z fn(x)) = i Il (z)

n=
(man darf ghedwelse differenzieren, Differentiation und Summatlon diirfen vertauscht
werden).

Beweis : Mit den Partialsummen s, (x) = Z fx(x) folgt die Behauptung sofort aus
k=0

Satz 5.32.
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Beispiele

. f(x) = Z sm;w (fn differenzierbar in IR (spéter)).
n

n=1

Ableitungsreihe: Z

n=1

o0
1
Vr € IR und E — ist konvergent,
n

n=1

oo . 0
f(0) = Z SH;L;L =0 ist konvergent fir xo =0 =

CcOosS N
n2

ist gleichméfig konvergent in IR, denn:

COS NI 1
| <

|n2 n2

n=1
f ist differenzierbar in IR mit
oo . oo . oo
sin nx sin nx COS NT
fa)=Q =)= (—5)=) —5 Veck
n=1 n=1 n=1

0. ¢] . .
sin nx sin nx
. = leichmaflig konvergent in IR , da < —= VrelR.
f(x) ng_l —5—  gleichméBig konvergent in | > | < — Vz
) =\ cosnx =1
Ableitungsreihe: E divergent fir z =0 ( E — ist divergent) , also
n=1 n=1 n

f ist in xg = 0 nicht (gliedweise) differenzierbar.

oo

. Potenzreihen: f(x) = Z an(x —1x0)" mit Konvergenzradius r > 0, also konvergent
n=0

inl={xe€R : |xv—ux9| <r}.

o0

Ableitungsreihe: Z na,(z — )" ' ist wieder eine Potenzreihe mit gleichem Kon-
n=1

vergenzradius v, denn:

ist z.B. fiir die Potenzreihe das Quotientenkriterium erfiillt, also

_ n+1 1
lim an+1(2 = To) | = lim |an+1||x—x0|:K|x—x0|<1 = r=—
n—oo ap(xr — o))" n—oo QA K
(falls K > 0), dann folgt fiir die Ableitungsreihe:

1 — " 1
lim (Y@ =z o E Ly K — | < 1
n—o0 nan(:L“ — :Co)”_l n—oo N, n—oo (O
= r=—_.
"TK

Da eine Potenzreihe in jedem abgeschlossenen Teilintervall des Konvergenzintervalls
I gleichmafig konvergiert (vgl. Satz 5.18, S5.148 ), ist also die Ableitungsreihe
gleichmafig konvergent in allen abgeschlossenen Teilintervallen von I.

Also gilt der folgende Satz fiir Potenzreihen:
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Satz 5.34 : Eine Potenzreihe f(z) = Z an(x—x0)" ist in ihrem Konvergenzintervall

n=0

I={zxeR : |v— x| <r} stetig differenzierbar mit
oo

f(z) = (Z an(x—20)") = Z nan,(r — )"~ (mit gleichem Konvergenzradius 7).
n=0 n=1

Beispiele

= 1
n=0
[e%e)

= fl(z) = an”_l = Z(n-i— Da™ =

n=0

1
5 5 <1l =

(1—x)

> x
ann:m s ’$|<1
n=1

Analog kann man durch mehrmalige Differentiation geschlossene Audriicke fiir

anx” fir || < 1 und k € IN erhalten.
n=1

xr __ Ooxn
. flz)=e —X:OE , v €IR
e n—1 el n—1 . n
b nx B T B ",
= f(x)—zl o _Zl—(n—l)!_zon!_e Vee R =

e” ist stetig differenzierbar in IR mit

(") =e* Ve elR

n
' 2" = cosz |

s/ - - 2n+1y/ — (-1
.sm:z::(z(—))!a: ) zg( )

— (2n+1 < (2n)
I N o VL VI o S et O LT R o N G D LS R S
cosx-(%wx )—;mm _;mx = _sinz .

Also sind sinz und cosz steti_g differenzierbar in IR mit

./ .
sinz =cosz , cos’z=—sinz VrelR

sin x
) f(l') _ - ,fa,HS €T 7& 0
1 Jfalls x =0

: S G LT
Potenzreihe von f: f(x) = E ———— 2" mitr=o00 (vgl. S.150))
‘ (2n +1)!
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= flz)= Z (=)"2n o1 ——zx+£x3— o= [I(0)=

—
| | |
— (2n+ 1). 3! 5!
1)™2n( 2n — 1) 2 12
. . // _ 2n—2 — _ _ 2 .
Analog gilt:  f"(z) = E: Gnt1 x =3 + Tk
2
= f"(0)= TS 0 = relatives Maximum in 2o = 0 (spater).
1
sin(x)

VNNV

Weitere Ableitungen mit Hilfe der Rechenregeln:

1
tan’z =1+ tan’ o = —— , x#7/2+kn
cos? x
/ 2 1
cot'w=—-1—-cot’x =———— , x#km
sin” x
sin cos? x + sin® z 1
Denn: tan’z = ( ) = 5 =1+tan’s = ——,
cosx cos? x cos? x
, cosz,, —sin’x—cos?x 9 1
cot' z = (——) = — =—-1l—-cot"r = ——=—.
sin x sin” x sin® x
. / ’ .
sinh’z =coshax , cosh'z =sinhxz , x € IR
: / 1 x —x\/ T —x
Denn: sinh x:§(e —e ") :§(e +e ") =coshzx ,

1
cosh’ z = 5(69” +e ) ==(e" —e ") =sinhzx .

2

Analog wie bei tanx und cot x gilt:

tanh’z = 1 — tanh® z = 12 , v€IR
cosh” x

1

)
sinh” «

coth'z =1 — coth?z = —

x #0
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Weiter gilt fiir a > 0:
(acc)/ — (emlna)/ — (lIlCL)CLx , T € R

(%) =z | a€R, >0

Denn: (%) = (e*™®) = — . 2% = a2~ .
x
1 1
nz=~, z>0 , In'|lzg|=~=, 2#0
x x
, 1 T 1

Denn: In' z = Y =5—==,
(e ) |y:]nm € €

Inz falls 2 > 0 , 1 falls > 0
ln|x|: = In |CL’|: __1le = —

In(—z) fallsz <0 - Sfallsz <0

Inx 1

) =

Fiir die arc-Funktionen gelten folgende Ableitungen:

Denn: “log’ x = (

Ina (Ina)x

1 1

./ !/
arcsin'z = —— |, |z| < 1 arccos’ v = ——— | 2| < 1
g o el<1 Vs
1
arctan'a:=1+x2 ,reR | arccot'avz—1+—$2 , v €R
1 1 1

1

</
Denn: arcsin' x = = =

./ .
sin’ Y|y—arcsinz ~ cos(arcsin x) | — sin?(arcsin z)

(da |z| < 1, also —7/2 < arcsinx < 7/2, also cos(arcsinz) > 0),
1 1 1

arctan’ z = - - 5 _ S
tan Yly=arctan = 1+ tan (arctan .’,E) 1+«

Die anderen arc-Funktionen analog.

Analog zeigt man fiir die area-Funktionen:

1
arsinh'r = — , 7€ R arcosh's = ——— , o> 1
VigaZ ' ’ P
1 1
artanh’z = T2 lz] <1 , arcoth’z = T2 lz| > 1

Ist f differenzierbar und f(z) # 0, so gilt:

,_f@
1)

(In |f (z)])
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1
Denn: (In|z|)’ = — , also gilt nach der Kettenregel (In|f(z)]) = — - f'(x).
x

Beispiel (fiir Kettenregel)

f(:zc):eSinVﬁ"_1 = f’(x):eSian2+1(cos x2+1)-—$

22 +1

Produktregel bei 3 Faktoren

(fgh) = f'gh+ fg'h+ fgh'  (falls f, g, h differenzierbar).
Denn: (fgh)" = (f(gh))" = f'(gh)+f(gh)" = f'gh+f(g'h+gh') = f'gh+fg' h+fgh'.

Zm)l 2x .

Z.B.: (zsinze = sinz e®® + xcosxe?® + 2rsinxe

Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

Definition 5.35 : Sei f: [ — IR , xp € I.
f hat in zq ein relatives Extremum (Mazximum bzw. Minimum,)
< da,b] C I mit z¢ € (a,b) und f(z) < f(xg) Vx € [a,b] (bzw. f(z)> f(x0)).

y rel.Max.
i = rel. Min.

3;1 X2

Satz 5.36 : Notwendige Bedingung fir Extremum

Hat f : I — IR in x¢p € I ein relatives Extremum, und ist f in zo differenzier-
bar =  f'(x0) =0.

Beweis : f habe in z ein relatives Maximum = f(zg + ) < f(zg) Yn > N =

flwo + 3) — f(xo)

f'(xo0) = nh—>n;o T <0 und
_ ln _
f’(lL‘o) :nh_)nolo f(xO i)l f(fEO) >0 - f’(ﬂfo) —0.

n
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Satz 5.37 : Satz von Rolle
Sei f : [a,b] — IR stetig in [a,b] und differenzierbar in (a,b), und es gelte f(a) = f(b).
= 3¢ € (a,b) mit f(&) =0.

EV L) AN

Beweis :

Gilt Vz € [a,b] f(x) = f(a) = f ist konstant = f'(z) =0 Vz € [a,]].

f nimmt als stetige Funktion in [a, b] ihr absolutes Minimum und Maximum an (vgl.
Satz 5.23, S.151 ). Ist f nicht konstant, so mufl mindestens einer der beiden Werte
im Innern von (a,b) liegen (da f(a) = f(b)), also ein relatives Extremum sein. Also
gilt nach Satz 5.36 an dieser Stelle f'(£) = 0.

Satz 5.38 : Mittelwertsatz
Sei f : [a,b] — IR stetig in [a,b] und differenzierbar in (a,b).
= 3£ € (a,b) mit

f/(f) _ f(bl)) : i(a) A

Dh.: Die Steigung der Tangente an
der Stelle ( fé)) ist gleich der
Steigung der Sekante durch

¢ )und (). -
() () T

Beweis :
Sei h : [a,b] — IR mit h(z) = f(z) — W(m —a) =

h(a) = f(a) = h(b) , h erfillt die Vor. des Satzes 5.37 (Rolle) = 3¢ € (a,b) mit

we =0=pg - -1

; = Behauptung.

Bemerkung : Setzen wir fiir b = x und fiir a = z¢, so lautet die Aussage des
Mittelwertsatzes folgendermaflen:

f(x) = f(zo) + f(&)(x — zp) mit z < & < zg oder zp < & < z oder

f(z) = f(zo) + f(xo+0(x —x0))(x —209) Mit0<I<1
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Folgerungen aus dem Mittelwertsatz

Satz 5.39 :

a) Sei f:[a,b] — IR stetig in [a,b] und differenzierbar in (a,b).

Gilt f'(z) =0 Vx € (a,b) = f ist konstant.

b) Seien f,g: [a,b] — IR stetig in [a,b] und differenzierbar in (a,b).

Gilt f'(x) = ¢'(x) Vz € (a,b) = f(x)=g(x)+c Vx e (a,b) mit c € IR,
dh.: f und g unterscheiden sich nur durch eine Konstante c.

c) Sei f:[a,b] — IR stetig in [a,b] und differenzierbar in (a,b).

Gilt f'(z) >0 (bzw. <0) Vz € (a,b)

= f ist streng monoton wachsend (bzw. fallend) in [a, b].

Beweis :

a) Sei zg € (a,b] = € € (a,z0) mit f(a) = f(zo) + f(&)(a —x0) = f(x0)
= f(xo) = f(a) Yxo € (a,b] = f ist konstant.

b) Fiir h = f — g gilt a) = h ist konstant = f = g+konst.

c) Sei f'(x) >0Vz € (a,b),und seia <z <2 <b

= f(x2) — f(z1) = f/({)(x2 —x1) >0 (da f/(§) >0 und (x2 —x1) > 0)
= f(x2) > f(z1)  (fir f'(z) < 0 analog).

Beispiele

. €” ist streng monoton wachsend in R, da (e*) =e* >0 Vz € IR.

. Inz ist ebenfalls streng monoton wachsend fiir z > 0
(als Umkehrfunktion von e®).

. sinz ist streng monoton wachsend (bzw. fallend) in den Intervallen, in denen cosz > 0
(bzw. < 0), =z.B.: streng monoton wachsend in (—7/2,7/2).

arsinh x = In(x + V1 +22) Vx e R
1

——— und
V1+ 22

I+ i 1
In'(z + 1+ 22) = 1427

( ) r+V1i+a22 V14 a2
= arsinh’'z =In'(z +V1+22) Vo€ R
= arsinhz=In(x+vV1+2?)+c Vz € R
r=0 = 0=0+c¢ = c¢=0 = Behauptung.

. !
Denn: arsinh'z =

s 1
arctanz = 5~ arctan — Vo >0
T

1 d( 1> 1 —1 1
1+22 7 dx

tan — ) = ————(—) =
arctan — (—)

Denn: arctan’ z = o (%)2 =1z

2
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1
= arctanx + arctan —) =0 Vo >0
T

dz \
= arctanx + arctan — = ¢ Vx > 0,

x
r=1 = n/d+7n/d=7/2=c = c=7/2.

o0
"
n(l—x) 217 , lx] <1
n—

Denn: In'(1 —x) = 1_—135 i % — ilx”_l = — iogc” =

n=1
= "
= In(1-—2x) — =0 = 0=0+¢c = c=0.
n
Hieraus folgt
oo n oo n—|—1
n(l+z) = Z Z —a" |z <1,
n=1 n=1
o0 1)n+1
Inz=In(1+(x—1 :Z( ) (z—1)" ,jz—-1<1 =
n=1
1 i(_l)nﬂ( D" L 0<x<?2
ny = ——(x — , T
n=1 n

Mit Hilfe dieser Reihe lassen sich die Werte von Inx fiir x in der Nahe von xg = 1
berechnen. Bei der Berechnung anderer Werte benutzt man die Eigenschaften der
In-Funktion.

Satz 5.40 : Sei f stetig in U(xg) = [xg — h,zo + h| mit h > 0 und differenzierbar in
U(zo)\{zo}. Es existiere lim f'(z) =a € R.
T—XQ

= f ist differenzierbar in xo mit f'(xzg) = a.

Beweis :
f(z) = f(xo) = f(&)(x —x0) , € U(wp), & zwischen x und xy =
SO W) _ ey, o e U@ a)
0
i LI i p(6) = o= (o).
Beispiele L

| AN
B 1 Jalls ¢ <0 0 \/
J(z) = { cosz Lfallsx >0
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0 falls © < 0
/ _ )
) = { —sinz fallsz >0
Jim f(r) = Tim f(r) =1
= [ stetig in g =0,
. / . . / o
lim /(@) = lm f(x) =0

= f differenzierbar in ¢ = 0 mit f’(0) = 0.

' oy 1 fallsw <o
N 1 fallsx >0 1 i__

fooN 0 (fallsz <0

G { 0 fallsz >0 0 g
. / o . / -

Jim /() = lim /() = 0. — 1

Aber f nicht differenzierbar in zg = 0,
da f nicht stetig in zg = 0.

Newton Verfahren

Sei f:]a,b] — IR

stetig differenzierbar in [a, b]

mit

f(a)f(b) <0 (Vorzeichenwechsel)

= dec€ (a,b) mit f(c) =0.

Gesucht: ¢ Nullstelle von f in (a,b).

Naiherungsverfahren (Newton-Verfahren) zur Berechnung von c

Wiéhle x € [a,b] Startwert (Anfangsniherung),

T(x) = f(zo) + f'(xo)(xr —x9) Tangente an f im Punkt (f(?o)>

(Linearisierung der Funktion f).

Bestimme z; als Nullstelle von T'(z), also
T(a:l) =0 & f(l’o) + f/(.’L'o)($1 - .1’0) =0

& —x0 = —;/((g;z)) (falls f'(x0) #0) < x1 =x0— ff’((la;(z))) (néchste Naherung).
Allgemein fiir n € INy :
f(@n)

, falls f'(x,) #0

T =8
n

Es gilt: Falls ¢y "nahe genug” bei ¢ = lim z, =c.

n—oo

Beweis : spater.
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Fehlerabschdtzung fir |z, — ¢| :

Es gilt nach dem Mittelwertsatz: 0= f(c) = f(xn) + f'(&n)(c—z,) =

f(zn) 1
&) = 3

|0 — | = |

|[f(zn)| mit M = min |f'(z)]

z€la,b]

Beispiele fur Konvergenz bzw. Divergenz

AT X0

Konvergenz

i

P

” '

- "

'

'

- .

- '
. '

Konvergenz gegen ander

Beispiele

1. f(z)=22>-2.

AV

e Nullstelle

Gesucht:  positive Nullstelle ¢ = /2 .

[a,b] = [1,2] , f(1) <O,
= Vorzeichenwechsel,

f(2)>0

fll@)=2x , M= min |f'(z)|=2,

x€[1,2]

a2 —2 222 —a+2 al42

7 X0

keine oder schlechte Konvergenz

-
e

7 =
f'(zg) = 0, Verfahren geht nicht

Tn+1 = Tn — 2
n

1
= Tnt1 = 5(% +—)

In

2z, 2z,
(Heron-Verfahren).
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1
Fehlerabschétzung: |z, — v/2| < §|f(xn)| :

Wihle z.B. 2 =2 = 21 =0.5(2+2/2) =15

= x5 =0.5(1.54+2/1.5) = 1.41666666 ... = x3 = 1.4142157...

= x4 = 1.4142136. ..

|4 — /2| < 0.5|f(z4)] < 1.5-10710.

Man sieht bei diesem Beispiel, dafl die Konvergenz sehr schnell ist ( quadratische
Konvergenz (spéter)).

. f(x) =cosz —z .
Gesucht: ¢ € [0,7/2] .
f(0) >0, f(r/2) <0
= Vorzeichenwechsel,
fl(x) = —sinz — 1,

. / — 1
i |f' ()] :

- . COS Ty — T COS Ty — T
n+l — 4n — . — 4n .
—sinz, — 1 sinz,, + 1

1
Fehlerabschatzung: |z, —¢| < I|f(g:'n)| .

Wiéhle z.B. 20 =1 = z; =0.7503... = z9 =0.7391129... = x3 = 0.7390851...
25— o] < |f(zs)] < 9.4-1017,

oder andere Fehlerabschétzung (die letzten Stellen leicht variieren bis Vorzeichenwech-
sel eintritt):

£(0.7390851) >0 , f(0.7390852) <0 = 0.7390851 < ¢ < 0.7390852.
Ho6here Ableitungen

Definition 5.41 : Ist f : I — IR in [ differenzierbar mit der Ableitungsfunktion
f': I — IR, und ist f’ in xo € I differenzierbar , so heif3t f in x¢ 2 mal differenzierbar
. d? df’
mit d—x'];(aco) = %(mo) = f"(xo).
Existieren analog alle Ableitungen bis zur Ordnung (n — 1) in I, und ist
f=U T — IR (die (n — 1)-te Ableitungsfunktion) in zq differenzierbar, so heifit f
n df(n—1)

T wo) = (@) = 1 (o)

Existiert f(™ in I und ist f(™ : I — IR stetig in I, so heiBt f n-mal stetig differen-
zierbar in 1.

in xg n-mal differenzierbar mit

Schreibweise:
C"(I)={f:1— IR : f n-mal stetig differenzierbar in I}

Spezialfdlle fir n = 0 bzw. n = oc:

CI)={f:1— IR : fstetigin I},
C>*(I)=A{f:1— IR : f beliebig oft stetig differenzierbar in I} .
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Beispiele

1. fl)=e", fl(x)=e¢ = fM(z)=e® YnecIN = fcC®R).

. f(z)=sinz , f'(x) =cosx, f'(x)=—sinz ,usw = f € C®(R).

2 fallsz <0
' f(”“")_{ 22 falls x>0

322 fallsz <0
2¢  fallsx >0

nen ) 6z Lfallsz <0 ,
! (x)—{ 2 fallsxz >0 f f
f7(0) existiert nicht = f € C'(IR), aber f & C?(IR).
. f(x) = |z|, f'(0) existiert nicht = f € C(IR), aber f & C'(IR).

Satz 5.42 : Taylor-Polynom

Sei f:[a,b] — IR (n+ 1)-mal differenzierbar in [a, b, sei z¢ € (a,b). Dann lafit sich
f darstellen durch das Taylorpolynom 7, ,, vom Grad < n und das Restglied R,, ;.
also f(x) =T, »,(z) + Ry o, (z) mit

" fk) (n+1)
Tran(@) = 3 T o)t Ry () = L0y
2 .

mit £ =xp+d(x —xzo) , 0<I <1 ,also £ zwischen 2y und z.
Ohne Summenzeichen lautet das Taylorpolynom:
1 1
Toyeo () = f(0) + f'(wo) (@ — o) + 5 f" (wo) (2 — 20)? + o " (wo)(z — 20)® + . ..

3!
1 n n
-~+mf( (o) (w — wo)" .

Beispiele
Tz
n = 1:
11 2o(z) = f(20) + f'(20)(T — 70) , Ty
f
. o \
Tangente in , \
s (f(ﬂfo) > :
f wird durch T3 ,, linearisiert.
7 x
n =2 o

Tye0(2) = £(20) + F'(20) (& = 20) + 5 (20} (& = 20)?

Zo

Parabel durch
( f (330)

) mit gleicher 1. und 2. Ableitung an der Stelle g wie f.
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In der Nihe von xq ist |R,, 4,| "klein”, also T;, 5, eine "gute Anndherung” an f, also
[(x) = Tz () fir | — x| < €.

Denn: Fir |z —zp| <e = | nxo( )| £ ——— max |f(n+1)( )| - et

1
( ].) z€[a,b]

Beweis des Satzes 5.42
n=0: = Mittelwertsatz.
n > 0: Sei fir ¢ € [a,b] , © # x( fest,

", k)
o0 1= o)~ Tacl) = S0) = S 0 -0 =
o) =0 . gla) = f(w)—Tmo(w)—Rn 1:0(9:),

" (k1) (4 ®) (¢
g/(t):_Zf o ( +Z f o )k—l
k=0 ’
:_if(k?( (z — t) +Zf(k+1)t — t)F
k=0
(n+1)
= g =0 gy

. r—t .,
el G(t) = g(0) — glao) )" (o £ a0)
= G(zg) =0 , G(z)=g(x) =0. Da G in [a,b] differenzierbar und damit auch
stetig, folgt aus Satz 5.37 (Satz von Rolle):
(n+ 1)z —&)"

B e (@D mit GO =0 = G =€)+ glao) v =0

n x— &) (n+1)
= glen) PSS g9 - gy
(n+1)
= g(l'o) = Rn,mo (x) = f(nTl()g')(.fC — l‘o)n+1.

Beispiele
Cf@)=e" = fR(z)=e® Vkc INg.
Seizg=0 = fHO)=e"=1Vke Ny =

" R0 "ok ef
ezzzf—.()xk—FRn,o(x):ZE—k .$n+1 , £=0+0(x —0) = Iz,
k=0 k=0

(0<d<1).
Fiir z € [0,1] gilt also:

n I’k e§ n e
=3 T = (o) = o € S (dag=or e [0,1)

— k! (n+1)! (n+1)!
= max |e” 2”: CUk| max |R, o(z)] < ©
X - T = X n >
z€[0,1] — k! €[0,1] 0 (n+1)!
T, 2k 3
7.B =7 = T — —| = R — < 0.000075 .
" 1o = 2 7l = w1 Fro(@)l <



ZB: x=1 = |e—(1+1+ 3+ +...+ %) <0.000075 =
le — 2.718253| < 0.000075 .

f(r) = et = f(0) =e,

f'(z) = —sinze®s? = f(0)=0,

f"(x) = (— cosx + sin® x)e®s®

= f"(0) = —e,

f"(z) = (sinz+3sinz cosz —sin” z)e
= sinz(1 4 3cosz — sin® x)e*s® ¢
= sinz(cos? z + 3 cos 1)e“® T2
= sinz cos z(cos x + 3)e“* / 00 |
= 5 sin2z(cos x + 3)eS”

3 cos T

Bowwzﬂm+4%mx+gwmm2:e_gﬁ,
1.1
‘;'I;aﬂ}jg |ecos$ — (e - ng)’ = |zr|%%r}§8 |R2,0($)| < §|§ sin(7r/4)(1 —+ 3)e|(7T/8)3
e
< ——(7/8)* <0.04 .
< Gt 00t
Also  max [e“®* — (e — —z?)] < 0.04 .
lz|<m/8 2

Allgemein gilt fiir ~ max |f(x) — T, 2, (z)] = max |R, 4, ()|
z€la,b] z€[a,b]

n—+1

max | f" ) (z)| max |z — x|

R']’L xT S
maX}‘ o ()] (n+ 1)! z€lab] z€[a,b]

x€la,b

Satz 5.43 : Taylorentwicklung um xq

Sei f : [a,b] — IR beliebig oft differenzierbar in [a,b], also f € C*([a,b]), und sei
xo € (a,b).

Gilt fiir das Restglied R, 4, : nh_)rgo Ry zo(x) =0 (z€la,b]) =

£ (0 )
fa) =3 T (o)

k!
k=0

Taylorreihe von f um xg, dh.: f 1a8t sich um xg in eine Potenzreihe entwickeln.

Beweis : Die Partialsummen der Taylorreihe sind die Taylorpolynome 75, 4, (z).
Da f(x) =Ty 2, (z) + Ry o () und lim R, , (x) =0 = lim T, ., (x) = f(x).

Beispiele
flx)=e" |Rno(z)| = < " o™ — 0 fiir n — oo
' 0 (n+1)! =7 T+ 1)
. _Je* fallsz >0 > |z|" |z|" ..
mltK—{ 1 ,fallsx<0}’ dazw konvergent = 7_)0 fir n — oo
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= = Z T VzeR (vgl. Definition der e-Funktion).

/ _ -1 1" _ -1 (k) _ _<k — 1)!
F®(0) 1
R S AT d|z| <1 (ohne Bewei
|Ry0(z)| = A : (1) — 0 fiirn — oo und |z| <1 (ohne Beweis) =
o xk > (_1)k+1
ln(l—x):—Z? , Jxl <1, 1n(1+x):z ’ 8 |z < 1
k=1 k=1

3. fle)=14+2)* , a€Rfest, x>—-1 , 290=0,
fle)=a+z)*=t , f(2) =ala— 1)1 +2)*2, ...
=ala—D(a—2)...(a—k+1)1+2x)>F

da(a))_a(al)...(ak—}—l) R f(k)(x):<a)(l+x)ak N
)

k! k! k

= 1/2 k 1 2 1 3
Z.B \/1+:c=kgzo<k):1: =l4ge—go’+ or’ - ;[ <1
1 = _1/2 2k 1 2 3 4 6
7.B = =1 = 1
VIt a? kzzo( k ) 7 TR Tt T o lals
-1/2 (-DF 1-3.5-...-(2k—1)
Denn: ( . )z o X .

4. f(2) = {e—l/fCQ falls @ # 0
0 Jalls x =0
lin% f(x) =0=f(0) = f ist stetig in IR.

2 2
Fir x # 0 gilt:  f'(z) = —Be_l/x , also folgt:
T
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2 2 e 2u3
lim f'(z) = lim —e” 1/2 i mgz— lim u2:0
r—0 z—0 I z—0 el/x u—too U

(da die e-Funktion stérker wichst als jede Potenz).
Allgemein gilt fiir  # 0:

1
lim f(k)(m) = lim ZL/:EQ) = lim pk(g) =0 Vk € INy , wobei p ein Polynom ist
x—0 —0 e(l/g;) u—too e

= fe€C®R) mit f*0)=0 Vke Ny .

0
Fiir die Taylorreihe von f um xy = 0 gilt also: Z k—x =0 Vze R
k=0
= [ wird nur in « = 0 durch die Taylorreihe dargestellt.
1--
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5
~1/2?
Graph von f(z) =e
Zusammenhang zwischen Taylorreihe und Potenzreihe
o0
Ist f(x) = Zak(x — 20)" mit Konvergenzradius r > 0, so ist f als Potenzreihe im
k=0
Innern des Konvergenzintervalls I ={zx e R : |r— x| < r} differenzierbar mit
Z kay(x — xo ~! und gleichem Konvergenzradius r. f’ ist also wieder eine

Potenzrelhe mit gleichem Konvergenzintervall I, also auch in I differenzierbar mit

1 (x Z k(k — 1)a(z — 0)* 2 und gleichem r.
k=2
Also folgt allgemein: feC>=(I) (dh. f beliebig oft differenzierbar in I') mit
— [k
(”) k’ _ 1 _ 1 _ k—n — | o k—n
Z n+ ag(x — xo) ;n " ax(x — o)
(n)
=nla, + nl(n+ Daps1(x —20) +... = fn—('l'o):an =

O f(n) (4
= Z fT(,O)(fC —x0)"
n=0 ’
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Also stimmt die Taylorreihe um g mit der urspriinglichen Potenzreihe iiberein. Die
Koeffizienten der Potenz- bzw. Taylorreihe sind also eindeutig bestimmt. Also kann
man die Taylorreihe einer Funktion nicht nur iiber ihre Ableitungen im Punkt x,
sondern oft auch durch bekannte Potenzreihen (z.B. durch Addition, Multiplikation,
Division, Differentiation oder einfache Substitution) bestimmen.

Beispiele
1 o0
© 7 = Z:c” , || <1 , einfache Substitution ergibt:
-7 n=0
1 oo oo
= S = S <
n=0 n=0
1 .
973 um zo = 1 entwicken:
x

1 1 1 1 1 1 3z —1).,
= — = — :_'T—U:_E (D" (——=)
243z 24+3x—-1)+3 5+3x—-1) 5 14305

n=0

(—1)™3™ 3(x—1)
= ~ 2 (x—=1)" A — 1. al — 1 <5/3=r.
;:0 Fatl (x ) 5 | <1, also |z | / r

. ¥ um xo = 2 entwickeln:

oo
r—2)"
e = ¥ 212 = 2772 = @2 Z # , r€lR.
— nl

. f(xz) = artanh x um z¢ = 0 entwickeln (Addition von Potenzreihen):

1 1+ax 1 L (DR ST,
artanhx—ilnl_x—§(ln(1+x)—1n(1—x))_§(z—x +sz)

k=1 k=1
=32 % T = gy <L =
k=1 n=0
o0 2n-+1
x

tanh x = <1

artanh x 2271—1—1 . |z
4 . .
. f(x) um zo = 0 entwickeln (Partialbruchzerlegung):

- 342 — 22

W

B 1 N 11 +1 1
3422 —-22 (1+2)3-2) 1+4+z 3—z 14+xz 3 1-—

1 x
—_ k, .k k
= E (—1)"z —1—330(3) (|| <1, bzw. |z| < 3)

= YUV + e

z
3

k

, falls |z| < 1.
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6. f(z) =e* cosfxr um xy = 0 entwickeln:

[0, ¢] . k k [ee] . k
e cos Bz = Re(elotiB)r) = Re(z %) = Z Mmk , =€ IR.
k=0 ' k=0 '

Mit a+i8 = \/a? + 2% | —arg(a+iﬁ) = Re(a+iﬁ)k:\/a2+62kcosk@
Z\/az 62 cos ke 2+ s e R

= e*cosfr =

ZB.: a=0=1 = ¢p=arg(l4+i)=n/4 =

o0 k
2 kr/4
e“’”cosxzz\/_ col:'( ™/ )xk , ¢ € lR.

k=0

7. Multiplikation von Potenzreihen

1 1
(1—.1’)2 -2 1—:1: ZIIJ Zx
—Z Za@l k=) Z(Zwk):Z(k—l—l)xk , x| < 1.
k=0

k=0 [=0 k=0 [=0

8. Differentiation von Potenzreihen:

Das Ergebnis des vorigen Beispiels erhélt man einfacher, indem man die Potenzreihe

1
von differenziert:
-z
o0
Zxk , |z| <1 , differenzieren auf beiden Seiten ergibt:
1 - 0

e
(EE Zk‘xk ! Zk—i—l)xk , el < 1.
k=0

9. Diwvision von Potenzrethen:

o0 o0
Sei f(z) = Z ap(z—z0)* | g(z) = Z b (z — 0)* mit Konvergenzradien 71,75 > 0,
k=0
und es existiere lim M Dann 1a8t sich /(@) in einer gewissen Umgebung von
v—wo g(x) 9(x)
xo in eine Taylorreihe um zg entwickeln mit % = Z cp(r — wo)k.
g(x
k=0

(Beweis siehe Literatur).

Berechnung der cj:
Es muf} gelten:

S ax(e =) = (3 eule = 20) )3 bule = 20)) = 33 esbei) (e —70)* =
k=0 k=0 k=0

k=0 j=0
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k
ap = Z cibp—; = cokp + c1bg—1 + ... + by (Koeffizientenvergleich) =

3=0
ag = cobg , a1 = coby + c1bg s e ar = cobr + ...+ cxbg =
o= falls by £0
bo
1
c1 = b—(al — cob1)
0
1
C — b—(ak — Cobk — Clbk,1 — ... Ckflbl)
0
Beispiel
T —1 1
flz)=1, g(fL’):e " ; gg; = ezx_l :e:cx_l um zo = 0 entwickeln:
1 =2k 2kt = z" z z? 23
9@ = Q=2 = gy - e tw
k=0 k=1 k=0
1 [ee)
Mit /(@) = =1 = * =chxk gilt dann: limﬁzl und
glx) = f—1 £ z—0 g(x)
1= aw )(Z(k+1)') =
k=0 k=0
5 3 r x> 23
1= (co+ 12 + cox” + c3x —|—...)(1+§+§+E+...)
:co—i—(%o—i—cl)x—i—(%o—{—%+02)m2+(%+%+62—2+63)x3+... =
0’1221’21162 6 4 12
Co C1 C9
=—— - = — —=—-——4+—-—=0, =
ST 6 27 2412 : W
x r 1o, 3 4
e$—1:1_§+ﬁm +0-2°+eqx” +... , xeU0).

Weitere Anwendungen der Differentialrechnung

a) Kurvendiskussion
Sei f : [a,b] — IR  3-mal differenzierbar in [a,b], so erhalten wir mit Hilfe der

Nullstellen von f" und f” Aussagen iiber Extrema und Wendepunkte von f.

Als notwendige Bedingung fir ein relatives Extremum in xq einer differenzierbaren
Funktion f hatten wir bereits:

f(xg) =0

(vgl. Satz 5.36, S.164 ).
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Ebenfalls hatten wir bereits die Aussagen:

f'(z) > 0in (a,b) = f ist streng monoton wachsend,
f'(z) <0in (a,b) = f ist streng monoton fallend.

Beispiel

xo relatives Maximum \ f
f’(xo) =0, \

f"(@o) <0, X ix i

f" hat Vorzeichenwechsel
bei zp von (+ — —).

o relatives Minimum £’
f/<x2> =0,
f//(xz) >0 ) X0 X1 X2

f" hat Vorzeichenwechsel
bei zo von (— — +).

x1 Wendepunkt
f (1) =0,
f"(x1) #0, X0 xg X2

f" hat Vorzeichenwechsel
bei X1 .

f 555

X1

Im folgenden Satz geben wir fiir n-mal stetig differenzierbare Funktionen hinreichende
Kriterien fiir relative Extrema an:
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Satz 5.44 : Hinreichende Kriterien fir relative Extrema

Sei f :]a,b] — IR in [a,b] n-mal stetig differenzierbar.

a) Es gelte fiir ein 2o € (a,b)

f'(xo) = f'(wo) = ... = f*" D (x0) =0, f™)(x0) #0.

Ist n gerade = f hat in x( ein relatives Extremum, und zwar

ein relatives Mazimum, falls £ (2¢) < 0 ,
ein relatives Minimum, falls f(") (2¢) > 0 .

Ist n ungerade = f hat in xy kein Extremum.

b) Gilt f'(zp) =0 und hat f’ bei z¢ einen Vorzeichenwechsel
von (+ — —) = f hat in x¢ ein relatives Mazimum,
von (— — +) = f hat in xg ein relatives Minimum.

Beweis :

a) Nach Satz 5.42 (Taylorpolynom) existiert £ = xg + 0(z — xp) mit 0 < § < 1 und
_ , FO 1 (o) w1, F(8) n

f(x)—f(xo)‘f’f(370)($—ZC0)+..-+W(:E—$0) —l—T(x—:CO) ,

da f'(zo) = f”(CCO() = ... = D(z) =0 =
F(@) = Fo) + T (o gy,

)
n!
Ist n gerade und f(")(z9) >0 = 3Us(x) mit f)(z) >0 Vo € Us(x)

(da f™ stetig in [a, b))

= f(z) > f(zo) Vo € Us(zo)\{zo}

= f hat in x¢ ein relatives Minimum (analog fiir £ (zo) < 0).

Ist n ungerade = (x — ()" nimmt rechts und links von z( verschiedene Vorzeichen
an = kein Extremum in xg.

b) f(x) = f(zo) = f'(&)(x — z¢) (Mittelwertsatz)

f" habe Vorzeichenwechsel von (+ — —) =

firz<zy = £€<x9 = f(x—20) <0 = f(x)< f(xo)
(da f'(§) >0, (z — o) <0),

fire>x9g = £>a0 = fI(§)(x—20) <0 = f(z)< f(x0)
(da f'(§) <0, (z—x0) >0)

= f hat in z( ein relatives Maximum (analog fiir Minimum).

Beispiele

Cf@) =2, f0)=f0)=f"0)=0 , fH0)>0 = fhatinzy =0 ein
relatives Minimum,

oder: f'(x) = 4% hat Vorzeichenwechsel bei g = 0 von (— — +) = f hat in
xo = 0 ein relatives Minimum.

S fl)y=2%, f1(0)=f"(0)=0, f"(0)#0 = fhatin z¢= 0 kein Extremum,
oder: f’(x) = 322 hat keinen Vorzeichenwechsel bei zg = 0 = f hat kein Extremum
bei z¢g = 0.
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flz) =a* flz) =a°

Definition 5.45 : Sei f: I — IR.
f heiBt konvezr (bzw. konkav) in I < Vzqi,z9 € I mit 27 < z9 gilt

Fl) < flan) F e fla)

(bzw. >)

Veelmito <z <zo.

Dh.: Fiir je 2 Punkte 21 < x5 aus I verlauft der Graph von f zwischen z; und x4

. T )
unterhalb (bzw. oberhalb) der Sehne zwischen ( ) und ( ) .
( ) f (90 1) f (902)

X1 x2 X1 X2 / X0

konvex konkav Wendepunkt

Definition 5.46 : Sei f : [a,b] — IR und z¢ € (a,b).
An der Stelle xg besitzt f einen Wendepunkt < der Graph von f wechselt zwischen
konvexem und konkavem Verhalten.

Satz 5.47 : Sei f : [ — IR 2-mal differenzierbar in I.
Gilt f"(z) >0 (bzw. <) Ve eI = f ist konvex (bzw. konkav) in I.
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Beweis :
Sei f(x) >0 VYx el = fist monoton wachsend = fiir & <n gilt /(&) < f'(n).
Nach dem Mittelwertsatz gilt:

T — T To — X
= f(z) = f(z1) < f(z2) — f(z)
€T — I - To — X
= f@) < fn) P+ fe) - Ve eI mita <o <

Analog fir f”(z) <0.
Bemerkung : f konvex in I < (—f) konkav in I.

Satz 5.48 : Sei f : [a,b] — IR 3-mal differenzierbar in [a,b] und xg € (a,b).
Gilt f”(xz) =0 und { f” hat Vorzeichenwechsel bei zy oder f"'(z¢) # 0 }
= f hat in xy einen Wendepunkt.

Beweis :

f"(xo) = 0 und f” hat Vorzeichenwechsel bei g = Wechsel zwischen konvex und
konkav = in xy Wendepunkt.

f"(x0) =0, f"(x9) #0 = f” hat einfache Nullstelle bei zy = f” hat Vorzeichen-
wechsel bei x.

Beispiele

Cflx) =2, f"(x) = 1222 = f”(0) = 0, f” hat keinen Vorzeichenwechsel bei
rg = 0 = kein Wendepunkt bei z¢y = 0.

fl@)=23, f'(z) =62 = f"(0)=0, f”(0) =6 # 0 oder f” hat Vorzeichenwechsel
bei zg = 0 = Wendepunkt bei g = 0.

<3

Definition 5.49 : Sei f : [a,b] — IR n-mal differenzierbar in [a, b], und sei zy € (a,b).
f hat in x( eine Nullstelle der Ordnung n
& flwo) = f'(xo) = ... = f " V(w) =0 , [ (o) #0.
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Beispiele

. f(z) = (x — 1)3(x + 4)? hat in 29 = 1 eine dreifache Nullstelle und in x; = —4 eine
doppelte Nullstelle, denn fiir Polynome gilt:

p(z) = (x — z9)"q(z) mit ¢(z¢) # 0 < p hat in xg eine r-fache Nullstelle (vgl. Def.
1.41 und Satz 1.42, S.23 ).

. f(z) = sinz hat in ) = k7 einfache Nullstellen (dh.: Ordnung 1), denn
sin(km) =0 , sin’(kw) = cos(km) # 0.

Symmetrie

Definition 5.50 : Sei f : I — IR.
f heiBt gerade Funktion < f(—z)= f(z) Vx € I.
f heiBt ungerade Funktion < f(—z) = —f(z) Vz € I.

Beispiele

f(z) =coszx f(z) =sinzx

V2N BV

gerade Funktion (achsensymmetrisch) wungerade Funktion (punktsymmetrisch)

Asymptotisches Verhalten

Definition 5.51 :
a) Die Gerade g mit g(x) = ax+0b heifit Asymptote von f fiir &t — oo (bzw. z — —00),
wenn lim (f(z) —g(x)) =0 (bzw. z — —00).

b) Die Gerade z = z( heiit Asymptote von f in zy, wenn f in xy mindestens einen
einseitigen unendlichen Grenzwert besitzt.

Satz 5.52 : f besitzt fiir x — oo (bzw.  — —o0) genau dann eine Asymptote g mit
g(z) = ax + b, wenn
lim /(@)

“——2=qa und lim (f(z) —ax)=b (bzw. z — —0o0)
r—oo I T— 00

Beweis : Existieren beide Grenzwerte = lim (f(x) — (az + b)) = 0.

xr— 00
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Existiert umgekehrt eine Asymptote g(z) = ax + b
= lim (f(z) —(az+b)) =0 = lim (f(z) —az) =10
f(z) —ax f(x)

= lim = lim — =0 = lim —* =a
T — 00 €x r—0o0 I r—o0 I

Bemerkung : Bei rationalen Funktionen erhélt man die Asymptote einfach durch
Polynomdivision.

Beispiel :
2
3
f(x):a;j_l x2+3:x—1:x—|—1+m_1
IQ_—CL’
r+3
r—1

4

4
= f(:v):m+1+—1 = g(z) =z +1 ist Asymptote von f fir x — +o0, da
x_

lim (f(z)—(r+1))= lim =

r—+o0 z—t+oo  — 1

Beispiele fiir Kurvendiskussion

2% +3
Definitionsbereich:

D(f) =R\{1} , =z =1 ist Singularitét, und zwar ein Pol 1.0rdnung, da einfache
Nullstelle des Nenners.

Nullstellen: keine.

Grenzverhalten:
lim f(z) =00 , lim f(z)=—o0 , 111{1 f(z) = -0 , lir{1+f(:13) =00 .
Asymptoten:

In zp=1 und g(x) =x+1 fiir z — +oo (siehe obiges Beispiel).

mogliche Extrema:
22z —1)— (2 +3) 2*—22-3  (z+1)(z—3)

! _
7z) G-12 " @D @-1p
f'(z)=0 < z=-1 oder x =3, also mogliche Extrema bei 1 = —1 und x5 = 3.
Monotonieverhalten:

f'(x) >0 fir >3 o0oderz < —1 = f streng monoton wachsend in (—oo, —1) und
in (3,00) ,

fi(z) <0 fir —-1<x<loderl<xz<3 = fstreng monoton fallend in (—1,1)
und in (1,3) .
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hinreichendes Kriterium fur Extrema:
() = 2z —2)(x —1)? — (2® — 22 — 3)2(z — 1)
(z —1)*
_2x2—4x+2—2x2+4x+6_ 8
) (z —1)° C(z—1)°
f"(=1) <0 = beiz; = —1 hat f ein relatives Maximum mit f(—1) = —2,
f"(3) >0 = bei zy =3 hat f ein relatives Minimum mit f(3) = 6,

oder: f’ hat Vorzeichenwechsel bei 1 = —1 von (+ — —) und bei x5 = 3 von
(— —+4) = relatives Maximum bei z; = —1 und relatives Minimum bei zs = 3.
Konvezitat:

f'(x)y>0firz>1 = f konvex in (1,00) ,
f'(x)<0firz <1 = fkonkavin (—o0,1) .

Wendepunkt:
f"(x) #0 Vz € D(f) = keine Wendepunkte.

C flx) = wel/®
Definitionsbereich: D(f) = IR\{0} .

Nullstellen: keine.

Grenzverhalten: /

1 xXr u
lim xel/x = lim ¢ = lim S 00
x—0-+ x—0+ 1/1‘ u—oo U

(e-Funktion wachst stérker als jede Potenz),

lim xel/x:O ,da lim e“=0

r—0— U— —00
lim xel/x =00 lim wel/x = —00 .
T— 00 r——00



Asymptoten:

1/x
lim e = lim el/leza
r—+o0 x r—+o00o
lim (xel/x—x): lim x(el/:n—l): lim & " = lim o =1=b
r—+o00 r—+o0 r—+oo 1/{13 u—0 u
u
(da Potenzreihe von =1+ g +...)
U

= Asymptote von f fiir x — +ooist: g(z) =z +1,
und Asymptote bei 0, da einseitiger unendlicher Grenzwert fiir x — 0+ .

mogliche FExtrema:

—L 1/ Lot/ =1 1/
f’(:c)z(l#—:):(;))e/ :(1—5)e/ :Te/ —0 & z=1
= bei x = 1 mogliches Extremum mit f(1) =e .

Monotonie:

f'(x) >0 firz >1oder z <0 = f streng monoton wachsend in (—o0,0) und
(1,00)

fl(x) <0fir0<xz<1 = f streng monoton fallend in (0,1) .

hinreichendes Kriterium fur Extrema:

r—(r—-1) x—-1 1 1 1
flla)=(——5—"-—"3 )e/nge/x
f’(1) >0 = f hat in 2; = 1 ein relatives Minimum mit f(1) =e ..

Konvexitat:
f’(x)>0firz >0 = f konvex in (0,00) ,
f(x)<0firz <0 = f konkavin (—o00,0) .
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b) Berechnung von Grenzwerten, Regeln von de 1’Hospital
Als Vorbereitung zeigen wir zunéchst den erweiterten Mittelwertsatz:

Satz 5.53 : Erweiterter Mittelwertsatz

Seien f, g : [a,b] — IR stetig in [a,b] und differenzierbar in (a, b) mit
g (x) #0 Vz € (a,b).

Dann existiert ein £ € (a,b) mit

Beweis :
Esist g(b) # ¢

( (
Sei F(x) := (f(CE) fla)) = ——7~
F(a) =
Dapgwaﬂa————ié

Wir betrachten nun Grenzprozesse der Form
lim J@) mit  lim f(x) = lim g(z) =0 oder lim f(x)= lim g(z) =00 .
r—x0 g(x) r—x0 r—x0 T—x0 T—x0

Hierfiir schreiben wir kurz: Grenzprozesse der Form oder

Im Anschluf daran betrachten wir Grenzprozesse der Form ”0-00” , "oo—o00” , 70°" ,

” 1007 9 OOO”
s .

» 09 » 00 ”
0

Satz 5.54 : Regeln von de I’Hospital

Sei zyp € IR oder xyp = oo oder xg = —oo. Seien f unf g zwei in (a,z¢) (bzw.
(x0,a)) , (mit a € R) , stetig differenzierbare Funktionen.

/
Gilt:  lim f(z) =L mit L € IR oder L = £o00 wund
22, (o)
{ lim f(z)= lim g(x) =0 oder lim f(z)= lim g(x) =00 }
Tr—x0 Tr—x0 r—x0 r—x0
/(=)

= lim —~=1.
a—zo g(x

Beweis :
Fall a) lim f(z) = lim g(z) = 0.
T—XQo T—XQo
Sei xg € IR = f und g sind in x( stetig ergdnzbar mit
f(xzo) = lim f(z) =0 und g(zp) = lim g(z) = 0.
T—X0 r—x0
Nach dem erweiterten Mittelwertsatz existiert dann ein & € (x,z¢) oder (zg, z) mit

f(@) = flzo)  flz)  f'(€) i 1@ _ o, FO

0@ —glwe)  g@) g€ oot glz)  eoro g (€)

Ist g = £o0, so betrachten wir y =

8 =

a?JO:O-
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d l 1 1 / / l
pa T _ LY, polgt s tim L) g W gy d (f) =L
dy ¥y v—oo g'(x)  y=0dg(y)  v=0g'(5)
dy

durch Anwendung des ersten Falles die Behauptung.
Fall b) lim f(z)= lim g(x) = oo .
T—Tg T—00

Beweis dhnlich (ausfiihrlich siehe Literatur).

Beispiele
1

In(1
lim n( + CU) =1 1+a =1 (77877)
z—0 T x—0 1

ef —x—1 e? — 1 et 1

1 =i =1 - : il » 0 )

W =y =iy =g Uevel Ty

(mehrmalige Anwendung der Regel von de I’'Hospital)

. Seia >0,
. Inzx . 1/x . 1
lim — = lim / = lim — =0 ("&")
r—oo ¢ T— 00 nga_l r—00 o

. T —cosx . 1+sinz . . .
oo lim —m— lim ———— existiert nicht
r—o00 I +COSx = z—oo ]l —sSinx

= Regel von de I’'Hospital nicht anwendbar.

Hier besser: Kiirzen durch den Ausdruck, der am schnellsten gegen oo strebt, also z:
_ coszx

. r — COST . . COS X
lim —— = lim ——2— =1, da lim =0, denn |cosz| < 1.
rz—o00 I + COST rz—oo 1 + - r—o0 I
. sinx . COS T . —2cosxzy/1+ cosx
. lim A = lim — = lim -
T—T— 4/ rT—T— —— 2o r—T— Ssinx
+ cosx 2/ 14cosx

i ) V1+cosx ) V14 cosz

= — lim 2cosz- llm — =2 lim —m——
T—TT— T—T— Sin x T—T— SINn T

(Regel von de I'Hospital fithrt wieder auf den gleichen Ausdruck, also nicht weiter)

Hier besser vorher quadrieren:
2

(jeweils 7 237) .

. sin“ x . 2sinx cosx .
llm — = lim — = -2 lim cosz =2
r—m7— 1 4+ cosx T—T— —sina T—T—
. sinx . sinx
= lim ——~ =2 , lim ——— = /2.

z—1m— /1 4+ cosx r—7+ /1 4+ cosx

arctan® z In(1 + 2?)

. lim _ (aufspalten in Produkt endlicher Grenzwerte)
z—0 z(sinx — )
.. arctanz ., . In(l1+2?) . x3 .2 B
= (lim — )" (i ——5—) - (Jim ) =171+ (=6) = 6.
Denn: )
lim 2Ty Ty (00
z—0 T z—0



In(1 2 In(1
lim LQCC) = lim M =1 (siehe Beispiel 1) von oben),
r—0 ,f% u—0 %1, 6 6
m 2 = lim —% = lim % — i — 6 (jeweils 707).

z—=0sinx —x x—0cosx—1 =z—0—sinx x—0 —cCosSx

Grenzprozesse der Form 70 - o00” |, "o0o — o0” , usw.
werden auf die Félle ” 8” oder 722" zuriickgefiihrt:

1) Gilt lim f(z) =0und lim g(x) = oo oder umgekehrt =

T—T0 T—T0
lim f(z)g(x) = lim f(z) =1 9(z)
r—IQ Tr—T0 ]. Tr—x0o ]_
9() f(z)
also ”%” bzw. ”%”

2) Gilt lim f(z) =ocound lim g(z) =00 =

1 1
T (f(x) — gfa)) = Jim 2SO
g(x) f(z)
also ” %” .
3)

lim f(x)g(x) — im o9(@)In f(z) _ exli_gclo g(z)In f(x)

T—x0 T—T0

(da die e-Funktion stetig).
Also muB} der Grenzwert des Exponenten lim g¢(z)In f(x) berechnet werden.
r—XQ

Beispiele
. lim zlnx 0
. lim 2”7 = lim e®™M* = er 0+ =e =1,
x—0+ x—0+
1
. . Inz . = .
denn: lim zlnz = lim —— = lim —%- = lim (—z)=0.
r—0+ x—0-+ > x—0+ -2z x—0+
1
. . . Inz ) = . 1
2. Sei o > 0: Iim zlnz = lim — = lim % = lim
z—0+ z—0+ 7% -0+ —qxrT YT z—0+ —axr ™«
.x”
= lim —=0 =
z—0+ —

lim z*lnz=0 , (a>0)
z—0+4
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R Al DA L P M L e L
r—1 1 r_1 z
zlime = — ,dalime zlime—:
z—0 2z 2 z—0 z—0 1
«
lim zIn(1l + —
lim (14 2)% = ev—oc S =e”,
T—00 €T
In(1+ < In(1
denn: lim :1:1n(1+g) = lim ( T ) = lim n(l + au) = =
T—00 €T T—00 = u—0 u u—0 1+ au
Also gilt:

lim (1+ )7 = e
—00 €T

Insbesondere gilt:

1
lim (1+ =)" =e* =e (vgl. Def. von e und Def. der e-Funktion).
n

n—oo

Satz 5.55 : Verallgemeinerte Produktregel

Sind f, g n-mal differenzierbar in xo =

n

(1)) = 3 () £ an)g™ ) ao)

k=0

Beweis :

Induktion iiber n:

n =1: (einfache) Produktregel,

n — n+ 1: Analog zum Beweis des Binomischen Lehrsatzes (vgl. S.6 ).

Beispiel
(f(z)erm)m) = k; (Z) FO () (o) (k) = ; (Z) FO (z)anFeo
= e‘“(; (Z) o f ) (@)

Beispiele hierzu:

. (ze®)(M) = eox( (Z) " PRy = (o 4+ na e | daz®) =0 fir k > 2.
k

I
o

3

. (sinze®)™ = e%( (:) sin® 1)
k=0

n

= e”(sinz+nsin’ x+ (2

) sin” z+. . .+sin™ z) = e®(sin x4n cos x — (Z) sinz+...).
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VI Integralrechnung

Motivation

Sei f : [a,b] — IR mit
f(z) >0 Vz € a,b.

Gesucht:

Der ”Flacheninhalt” zwischen
x-Achse, Graph von f und
den Geraden x = a und = = b.

Frage: Was ist tiberhaupt der ”Flacheninhalt”?
Wir wollen den Flacheninhalt so definieren, daf§ beim Rechteck gilt:
Produkt der Seitenlangen.

Ist also f konstant,
so soll fiir den Flacheninhalt gelten:

I=f(a)(b—a) . _

Definition 6.1 : Gegeben sei ein Intervall [a,b] C IR.

Z :={x9,21,..., 25} ,(n € IN), heiflt Zerlegung von [a, b|, wenn
a=xg< 11 <...<xTp =D

I := [xp—1,2k] ,(1 <k <mn), heiit k-tes Teilintervall,

Axy = x —xp—1 Lénge von I, |Z|:= 1I<nl?§n{Amk} Betrag von Z.

Wir betrachten im Folgenden nur Funktionen f : [a,b] — IR, die auf [a,b] beschrdnkt
sind, dh.: es existiere K > 0 mit |f(z)| < K Vz € [a,].
Die Funktion f muf} nicht > 0 sein.

Definition 6.2 : Sei f : [a,b] — IR beschrankt auf [a,b] und Z eine Zerlegung von
[a,b]. Dann definieren wir

mif) = wE F@) M) = s (@)

x€la,b

my(f) = inf {f(z)} , Mp(f):= sup{f(z)} .

z€ly, xely

S,(f):= ka(f)Amk Untersumme von f bzgl. Z |

Sz(f) = ZMk(f)Axk Obersumme von f bzgl. Z .
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S >z
=7
a=xp X Xo X3 X1 xn=b

Idee:
Man 148t die Zerlegung feiner werden. Damit wird S, grofier und Sz kleiner, aber
immer gilt S, < Sz. Streben beide Folgen gegen einen Grenzwert, und ist dieser

Grenzwert bei beiden Folgen gleich, so definieren wir diesen Grenzwert als Integral
b

von f in den Grenzen von a bis b: f(x) dz. Ist f(x) >0 Vz € [a,b], so liefert

dieses Integral den Flicheninhalt zwischen x-Achse, Graph von f und den Geraden
x=aund x = b.

Zunachst miissen wir einige Eigenschaften zeigen, die anschaulich sofort klar sind:
Satz 6.3 : Es gilt:
a) Z Az =b—a
k=1
b) m(f)(b—a) < Sy(f) < Sz(f) < M(f)(b—a).

Beweis :
a) klar.
b) m(f)(b—a)=> m(f)Aze <Y mp(f)Azp = S,(f) < Sz(f) =Y Mi(f) Ay
k=1 k=1 k=1
<N M(f)Azy, = M(f)(b - a).
k=1

Definition 6.4 : 7’ heifit Verfeinerung von Z, wenn Z C Z'.

Satz 6.5 : Sei Z’ eine Verfeinerung von Z, dann gilt:

Sy(f) <S4 (f) <Sz(f) <Sz(f).

Beweis :
Idee: zunéchst Z' = Z U {z} betrachten =

S, (f) <S4 (f) < Sz (f) <Sz(f).

X0 X; X X2 Xn
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Im allgemeinen Fall kommen endlich viele Unterteilungspunkte hinzu, man muf} also
diesen Schritt entsprechend oft wiederholen. Also folgt die Behauptung.

Satz 6.6 : Seien Z; und Zs Zerlegungen von |[a, b]
= Sz,(f) <52,(f).

Beweis : Z =71 U Zg_ist Verfei_nerung von Z1 und Zs
= Sz (f) <8z(f) <5z(f) < Sz (f).

Definition 6.7 : Sei f : [a,b] — IR beschrdnkt in [a, b].
f heiBt integrierbar in [a,b] < supS,(f) = irzlfgz(f) (Z Zerlegung von |a, b]).
z

In diesem Fall schreiben wir

b
[ @) doi=sup s, () = int Sa(f)
(Riemann) Integral der Funktion f von a bis b.
Bemerkung : Aus Satz 6.3 und Satz 6.5 folgt, da§ die Werte sup S, (f) und iIZlf Sz(f)
Z
existieren und endlich sind. Aus Satz 6.6 folgt, dafl immer sup S, (f) < irzlf Sz(f) gilt.
v/

Gilt 7 =7, so ist f integrierbar.

Bemerkung : Ist f integrierbar in [a,b] und gilt f(z) > 0 Vz € [a,b], so stellt der
b

Wert / f(z) dz den Flécheninhalt zwischen z-Achse, Graph von f und den Geraden

:c:alilndx:bdar.

Beispiele

. flz) =c Vx e IR (ce€ IR Konstante) = f ist integrierbar in jedem Intervall
b

[a,b] C IR mit / ¢ dr =c(b—a). Insbesondere gilt:

b
/ dr=b—a

Denn: §Z(f):cZA:Ek:c(b—a) , ?Z(f):cZAxk:c(b—a)
k=1 k=1

= supS,(f) = inf5z(f) = (b~ a).
Z

Fz) = 1 Jfalls x € @ (rationale Zahlen)
' 10 Lfallsz ¢ @ (irrationale Zahlen)
= [ ist nicht integrierbar in [a,b] C IR .

Denn: S,(f)=0, Sz(f)=b—a = supﬁz(f)<irZ1f§Z(f).
Z
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Welche Funktionen sind nun integrierbar 7

Satz 6.8 : Sei f: [a,b] — IR beschrankt.
f integrierbar in [a,b] < Ve >0 3Z Zerlegung von [a,b] mit Sz(f) — S, (f) <e.

Beweis :

T 0<infSy(f) - sup S(f) < Sz(f) = Sz(f) <e.

"=7: Seie>0 = 37,73 mit
Sz,(f) <k Sz(f) +¢/2 und Sz, (f) > Sl;pﬁz(f) —€/2

(Eigenschaft von inf und sup). B
Fir Z = Zy U Z gilt dann Sz (f) = Sz(f) < Sz, (f) =Sz, (f) <e

Satz 6.9 :
a) Jede in [a,b] monotone, beschrinkte Funktion ist integrierbar in |a, b].

b) Jede in [a,b] stetige Funktion ist integrierbar in [a, b].

Beweis :
a) Sei f monoton wachsend, e >0 = M(f) = f(zr) , mr(f) = f(xr_1)

n

= Sz(f) = Sz(f) =D _(Mi(f) = me(f) Dax <121 (f(wr) — fzr-1))
k=1

k=1
= [ZI(f(b) = f(a)) <€ falls [Z] <

(falls f(b) # f(a), sonst gilt es immer).
Fiir f monoton fallend analog.

€

f(0) = f(a)

b) Da f stetig in [a,b] und [a,b] ein abgeschlossenes Intervall C IR = f ist
gleichmafsig stetigin [a, b], dh.: Ve >0 35 > 0 mit |f(xz1)— f(z2)| < € Va1,29 € [a, D]
mit |z — xa] < 9.

Sei Z eine Zerlegung von [a, b] mit |Z| < §

n

= S2(f) = S5(f) =D _(M(f) = mi(f)) Dz, =Y (F(&) — fuw) Dy < e(b—a)
k=1 k=1

(da inf und sup in jedem Teilintervall angenommen werden)

= f integrierbar in [a, b] nach Satz 6.8.

Eine andere Moglichkeit, Integrierbarkeit nachzupriifen, bzw. ein Hilfsmittel, Integrale
zu berechnen, bilden die Riemannschen Summen :

Definition 6.10 : Sei f : [a,b] — IR beschrénkt, sei Z eine Zerlegung von [a, b] und
seien {, € I, (1 <k <n) beliebige Zwischenpunkte. Dann heifit

Z f(&x) Az,  Riemannsche Summe von f zur Zerlegung Z.
k=1
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Satz 6.11 : Sei f : [a,b] — IR beschrinkt.

f integrierbar in [a,b] < |%1‘m Z f(&r) Az, existiert (unabhéngig von der Wahl
—0
k=1
der Zwischenpunkte & € I).
In diesem Fall gilt:

b n
/a o) do = i, Sl

Beweis : P ~

Anschaulich klar, ausfiihrlicher
Beweis siehe Literatur.

a él ég 6.3 énfl é_n b

Satz 6.12 : Sei f : [a,b] — IR integrierbarin [a,b], {Z,} eine Folge von Zerlegungen
von [a,b] mit lim |Z,| =0, sei {{, 1} eine Folge von Zwischenpunkten. Dann gilt

b n
[ @) o=t 3" (60w - )
@ k=1

Beweis : Folgt sofort aus Satz 6.11.

Beispiel
f(x) =2 Vz €la,b] = f iststetigin [a,b] = [ ist integrierbar in [a, ].
Wihle Z,, = {xo,z1,...,2,} mit den Zwischenpunkten & = Tk T Thol +2xk_1
n 1 n 1 -
N Zf(ﬁk)(xk — Tp_1) = 5 Z(mk +xp—1)(TK — Tp—1) =3 Z xk — g1’
k=0 k=1 ht
1 1
L) - L ) firn oo =

FEigenschaften des Integrals

Im folgenden Satz fassen wir einige wichtige Eigenschaften des Integrals zusammen:
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Satz 6.13 : Seien f, g : [a,b] — IR integrierbar in [a, b, sei ¢ € IR. Dann gilt
a) cf ist integrierbar in [a, b] mit

bcf(a:) dr =c bf(:L‘) dz
J J

b) f+ g ist integrierbar in [a, b] mit

/ (@) + 9()) da = / " fla) do / (@) da

a) und b) besagen, daf} das Integral linear ist.
c) Ist f(x) < g( ) Vx € [a,b], dann gilt

/f da:</ g(z) dz .

d) |f|ist 1ntegr1erbar in [a, b] mit

|/f dm|</ ()] do .

e) Ist|f(zx)| < K Vx € |a,b], so gilt

|/abf(:r) dmlé/ablf(w)ldeK/ab dz = K(b - a)

f) f- g ist integrierbar in [a, b)].

Beweis :

a) ¢ kann aus der Riemannschen Summe herausgezogen werden.
n

b) D (f(&) + g(&r)) Dy = Zf &) Az +Zg &) Az .

k=1
c) g— fist 1ntegrlerbar mit g( ) f(z)>0 Vac € [a,b]

;»/ d:c—/f d:c—/(()—f(:c))dxzo(daalleﬁZZO).
) |fl=f"+f mit
_J f(z) falls f(x) >0 .. [0 falls f(z) >0

f+(w) = { 0 falls fx) <0 1 (@) {—f(x) falls f(x) < 0

= f=f"-f".

Man zeigt nun: f*, f~ sind integrierbar = |f| ist integrierbar (ausfiihrlicher Beweis

siehe Literatur).
Da —f < |fl undf <|f| = (ausc))

/f d:c</|f )| dr und /f da:</|f )| dx
N |/Gf(a;)da:|§/a \f(a:)|da:§K/a de = K(b— a).



Beweis zu f) siehe Literatur.

Definition 6.14 : ,
/a f(z)dx=0 |, /b f(z) dx:—/a f(z) dx.

Integration auf Teilintervallen

Satz 6.15 : Sei f : [a,b] — IR und sei Z = {xg,z1,...,x,} eine Zerlegung von |a, b].
Dann gilt:
f integrierbar in [a,b] < f integrierbar in jedem Teilintervall [z;_1, 2% (1 < k < n).

b n Tk
In diesem Fall gilt / f(x) dx = Z f(x) dx.

k=1"YTk—1

Beweis : Anschaulich klar, man wéahlt bei den Ober- und Untersummen jeweils die
Punkte xy, der Zerlegung Z hinzu (ausfiihrlich siehe Literatur).

Satz 6.16 : Sei f : [a,b] — IR integrierbar in [a,b]. Seien (a,) und (b,) Folgen aus
R mit lim a, =a und lim b, = b und [a,,b,] C [a,b] Vn € IN. Dann gilt:

n—oo n—oo

b bn
/ f(x) dx = nli_)rréo f(x) dx.

An
Beweis :

/abf(:c) dx = /aan f(=) d:z:+/abn () dx+/bbf(x) da.
Sei |f(x)| < K Voelab = "

An

| f(x) dr| < Kla, — a] — 0 und

b
|/ f(z) dz| < K|b—b,| — 0 firn — oo = Behauptung.
bn

Bemerkung 6.17 : Seien f,g : [a,b] — IR beschrankt in [a,b] und f(z) # g(z) fur
héchstens endlich viele x € [a,b]. Dann gilt:
f integrierbar in [a,b] < ¢ integrierbar in [a, b].

b b
In diesem Fall gilt / f(x) dx = / g(z) dx.

Bemerkung 6.18 : Sei f : [a,b] — IR stickweise stetig in [a,b] (dh.: f besitzt
hochstens endlich viele Sprungstellen). Dann gilt: f ist integrierbar in [a, b].
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Beispiel

| 2z falls z € [0,1) o
f<$)_{2:1:—2 falls z € [1,2] -
1 2
f(x) de = / 2e de+ | (22 —2) dx 1
0 1
=2-14+2(%2 -1 =2

Hauptsatz der Integralrechnung

Definition 6.19 : Sei I C IR ein Intervall, f : I — IR integrierbar in jedem
Teilintervall [a,b] C I , xp € I. Dann heifit F': I — IR mit

/f

Funktion von der oberen Grenze des Integrals von f.

Ist f(x) >0 Vel

= F(x) ist der Flécheninhalt
zwischen x-Achse, Graph von f
und den Geraden x = x¢ und = = x. |

X0

Satz 6.20 : Hauptsatz der Integralrechnung

Fiir die Funktion F': I — IR gilt:

a) Fist stetigin I.

b) Sei f stetigin x € I = F ist differenzierbar in x € I mit F'(z) = f(z).

c) Sei f stetigin I = F ist stetig differenzierbar in I mit F'(x) = f(z) Va € I.

Beweis :
a) Seix € [a,b] C I, (z,) eine Folge aus [a,b] mit lim z, =z und

[f(z)| < K Vz € [a,b], dann gilt nee
Flan) = F@l =1 [ s@ de— [ s =1 [ r0) il < Klo ol =0 fir

Zo Zo

n — oo = F ist stetigin x; da xel beliebig = F'ist stetig in [.
F(xn) — F(x) o
b — dt — dt
) 1 @) = el [ pwde= [ pe)
|20 — ]

< sup lf(t) — f(x)] = 0 fiir n — oo, also fiur x,, — = und damit
[T, — [t—z| <]z, —z]

fir t — x (da f stetig in x).
¢) Die Behauptung folgt sofort aus b) Vz € I.
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Beispiel

sint
/ —— dt st stetig differenzierbar in IR mit

sin x
F/(w)z (Jj)z { T ,fallsx;é()
1 Jalls x =0 .

sin :
Denn: f(z) = { z falls z # O} ist stetig in R, da lim T .
1 Jalls z =0 =0T

Definition 6.21 : Stammfunktion
Sei I C IR ein Intervall , f, F: I — IR, F sei differenzierbar in [.
Gilt F'(z) = f(z) Vz € I, so heiBBt F' Stammfunktion von f in I.

Bemerkung 6.22 : Jede in I stetige Funktion f besitzt in I eine Stammfunktion,
denn fiir zp € I und F(x / f(t) dt gilt:  F'(z) = f(z) Vzel.

Bemerkung 6.23 : Ist /' Stammfunktion von fin I, soist auch G = F+c¢ , (c€ R
Konstante) , Stammfunktion von f in I.
Zwei Stammfunktionen von f unterscheiden sich nur durch eine Konstante.

Denn: G'(x) = F'(z) = f(x) Vxel.
Seien Fi, F5 Stammfunktionen von fin I =

Fl{(z)=Fj(x) = f(x) Yr el = Fi(x)=Fy(z)+c Yxel (ce IR Konstante).

Satz 6.24 : Ist f : [a,b] — IR integrierbar in [a,b] und ist F' : [a,b] — IR eine
Stammfunktion von f in [a,b] =

[ @ o= F0) - Fla) = F@)

b

Beweis : Sei f stetig = Fi(x / f(t) dt ist Stammfunktion von f in [a,b] =
Fi(z) = F(z)+ ¢, Fi(a)=0, F\(b /f )dr =

Fi(b) — Fi(a) = F(b) — F(a) = / f(x) da.

a
Beweis fiir allg. integrierbare Funktion siehe Literatur.

Bemerkung 6.25 :
/ f(x) dz heiit unbestimmtes Integral und bedeutet die Gesamtheit aller Stammfunk-
tionen von f, also

/f(x) dr =F(z)+c , ce R, falls F'(z) = f(x) Vx € I.
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Haufig lassen wir die Integrationskonstante ¢ weg und schreiben einfach

/f(ac) dx = F(x) , falls F'(z) = f(z) Vz € I.
b
/ f(x) dzx heiit bestimmtes Integral.

Beispiele

/cxk dx = kzj—lmkﬂ , falls k € R\{-1} , c € R.

./édmzlnm , (z#0).

1
./exdx:ew , e dr=—e* | (a#0),
a
2 2
z.B.: / e’ da::ewl =e? —el =e(e—1).
1 1
: 1 1.
sinax de = ——cosax cosax dr = —sinazx , (a#0).
o a
Integrationsregeln

Satz 6.26 : Partielle Integration
Seien f, g : [a,b] — IR stetig differenzierbar in [a,b]. Dann gilt:

/ f(@)9(x) dz = f(x)g(z) — / f(2)g () da

/ab f(2)g(z) do = f(:c)g(x)t — /ab f(x)g'(x) dx

Beweis :

(f(x)g(x)) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x) = f-gist Stammfunktion von f'g+ f¢' =
Behauptung.

Beispiele

. /mem dx = xe® — /em dr = xe® —e* = (x —1)e” (mit f'(z) =e” und g(x) = x)

1 1 1 1
z.B.: /xemdwzxem] —/exd:c:e—em} =e—e+1=1.
0 0 0

x"e” dx = z"e” — n/x"_lex dr , (ne€ IN) (Rekursionsformel).

/1 wdx—/l-lnxdx:xlnx—/x-édwlenx—x.

xsinz dr = z(— cosx)—/l-(—cosx) dr = —xcosx +sinz.
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Satz 6.27 : Substitution
a) Sei ¢ : [a,b] — IR stetig differenzierbar in [a, b], und sei f : [a, 5] — IR stetig in
[ar, 8] mit [ ,B] = ¢([a, b]). Dann gilt:

/ Flo(2)) (@) do = / (1) dt] .
/ e ) da = /@ t:j)f(t) dt.

b) Sei ¢ : [, 8] — [a,b] stetig differenzierbar mit ¢’(z) #0 Vz € [, 5] (dh.: ¢ ist
streng monoton), und sei f : [a,b] — IR stetig in [a, b] Dann gilt:

/f dm_/f ) ]t=¢1(w)
léf@ww=1;$?ﬂﬂﬂMﬁwﬁ

Beweis :

a) Ist F' Stammfunktion von f in [a, 3], so gilt

(F(p(x))) = F'(p(@))¢'(x) = f(e(z))¢'(z), also ist (F o ¢) Stammfunktion
von f( ( ))go( ) und es gilt

/f @ de=Fle@) =F0)| = [rwa]
t=p() t=¢()
Mit o = ¢~ !(a) und B = ¢~ 1(b) gilt nach a)
P (B)=b
/ fle :/ f(z) dr = Behauptung.
p(a)=a
Merkregel:

/f(x) dr = /f(ga(t))go'(t) dt , also ersetze = = p(t) und dx = ¢'(t)dt.

Beispiele

3z° 1
/ ° dx:/—dtzln\t\zln\:z:g—i—l]
3+ 1

(Subst.: t—:l: +1, dt = 322dx)
2

:>/ dr =In|z*> +1|| =In9—Inl=1n9,
3 +1 0

oder Grenzen mitsubstituieren:

2 2 9 9
1
/ o d:c:/ —dt=Inlt|]] =In9—-Inl1=1In9.
0 x3+1 1t 1

(Subst.: t=a3+1,dt=32%dr , 2=0 = t=1, 2=2 = t=09)

Beispiel 1. ist ein Beispiel fiir folgenden allgemeinen Fall:
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f/(x) = 1n T C
[ 5 de = mise) +

Denn: Subst.: t= f(z), dt = f'(x)dx =
fa) 1 } _
/f(x) dac—/t dt = In |t| e In|f(z)].

| 1 1
3. /ﬂdx:/tdt:§t2:§(lnx)2.

T

1
(Subst.: t=1Inz, dt = —dx)
x

Beispiel 3. ist ein Beispiel fiir folgenden allgemeinen Fall:

4.
/ 1 2
F@)f (@) de =5 2() + e
5.
1 1
/m dmzaarctang y (Cl>0)
Denn:1 . )
—_——dr=— | ——— d
2 + a? v a2/1—|—(§)2 v
(Subst.: t =2 dt=1ldz = dr=adt)
1 a 1 1 1 1 xT
= — dt = — dt = — arctant = —arctan — .
a2 | 142 a) 1+t a ez G a
6.
/ L4 inZ . (zl<a,a>0)
—— dx = arcsin — | <a, a
V=2 a |
Denn:
( . :L') 1 1 1
—(arcsin —) = — = .
dx a a \/1 —(%£)? Va2 — 2
Analog erhélt man:
7.

dx:arsinhlen(ac—k 2+a?)+c , (a>0)
a

1
| e

x:arcosh£:1n|x+\/x2—a2 |+¢ , (x| >a>0)
a

1
—d
/\/.1’2—612
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10.

11.

12.

13.

T
| === d
/\/a2+x2

r=\a%+ 2?2,

denn: Subst.: t=a?+2?, dt =2zdr = zdr = %dt =

/m /\/_dt Vt=+a?+ a2 .
V2 V2

1
/ Vil dy = / el -2t dt = 2(t — 1)et} =2(v2— 1)e‘/§ .
0 1

(Subst.: t=+Vax+1, x=1t>—1, dr = 2tdt)
1 1 1 2
23" dr = / —te! dt = —(t — 1)et] = —(z* - 1)e* .
/ 2 2 2

(Subst.: ¢ =217, dt =2zde = xdz = 5dt)

T 4+1 t+1 1 t+1 t 1
/Ld.r:/ +1-—dt:/ ki dt:/ dt+/ dt
et f e % t+1 2 +1 2 +1 2 +1

1 1
=5 In|t? + 1| + arctant = 5 In(e** + 1) + arctan(e”) .
(Subst.: t=e" = z=Int = dz= 1di)

/Sli dx = —In|1 + cosz| .
1+ cosx

(Im Zahler steht (bis auf das Vorzeichen) die Ableitung des Nenners)

/\/@2—x2dx , (a>0),
0

Subst.: x =asint = t= arcsin Z dxr =acostdt =

/2 w/2
/\/ — z? dm—/ \/a2(1 — sin? t) acostdt—a/ | cost|cost dt

(cost >0 fiirt € [0,7/2])

w/2 /2 1 1 2 1 /2
:a2/ Cos2tdt:a2/ (= + = cos2t) dtz—(t+—sin2t)}
0 . 22 ) .
(Additionstheorem)
a’ (7r n 1. ) a’nm
5 (5 +5sinm T

(Flacheninhalt des Viertelkreises)

= Flacheninhalt des Kreises

mit Radius r ist: 7r2. ,

Fir die Stammfunktion erhalten wir von oben:
2 1 2 2
%(t + 5 sin2t) = %(t +sintcost) = %(t +sintyV/1 —sin®t )

j— M x
t=arcsin

i 1
:%(arCSinz—l—f 1_((13)2 ):§(a2arcsin£+$m) -
“ a

a a
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14.

15.

16.

1
/\/&2—3:2 dx = §(a2arcsing+x\/a2—x2 ) . (Jzl <a)
a

Weitere Beispiele

/ v a?+ x? dx, Substitution x = asinht oder partielle Integration:
/\/ a? + x? dr = / 1-vVa?+ 22 dx ( partielle Integration)

T
:x\/az—i—xz—/x-—dx
‘/CL2+.I2
Va ¥ 2/372”2 d4—2/ L
=aval+1?— | ——=dz+a° | ——— dx
va? + z2? va? + z?
:x\/a2+x2—/\/a2—|—x2 dr +a*In(z + Va2 +22) (vl Beispiel 7.) =

1
/\/a2+x2da:zé(;z:\/a2+x2+a21n($+ a?+2%2)) , (a>0)

/sin ax cos fx dr = % /(sin(a + fB)x + sin(a — B)x) dx

(1 cos(a+pB)r cos(a— f)x
_5( ((1—#5 + P ) Sfalls a # £
B 1 cos(a+ @)z B
= _5(04—-1—5) Jallsa =3 #0
k_gﬁ%%i?f) falls o = —B £0 .

Die folgenden Stammfunktionen lassen sich nicht durch Funktionen ausdriicken, die
wir bisher behandelt haben:

2 e’ sinx Ccos T
e’ dx — dx dx dx , usw.
x T T

Integration rationaler Funktionen

Gesucht / ]% dx , p,q Polynome mit grad p < grad q.
q(z

Ist grad p > grad ¢ = Polynomdivision durchfithren bis grad p < grad ¢ ist.

Dann muf eine Partialbruchzerleqgung durchgefithrt werden (vgl. S.23 ).
Damit miissen nur noch folgende Stammfunktionen berechnet werden:

1 Ax + B
/—d:z; , / s dr , (falls 4c — b* > 0).
(x — o)™ (2 4+ bx + )"
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2
Mit 0= —"" gilt:

\/40 — b?

dx = In |x — x|
1’—1‘0

- 1 (n22)
(x —:1:0 (1 —n)(x —zo)rt "=

1 x
5 dr = —arctan— , (a>0)
a? —}—w a a

b 2
x2+bx+c m-aaretan(a(w—f—?) , (4dc—0">0)

e

W | e

)

/ 2

/ B o2(2x + b) (n>2)
0w

o/

v [

22 + ba: T T D@ et o
“(2n - 3) / L dz (4c—b* > 0) (Rekursionsformel)
2(n —1) ’
22 +b
x? +bx+c
22+ b d 1

x2+bx+c x:(l—n)(a:2+bm+c)”_1

(22 4+ bx + )71
dr =Inl|z®> +br+¢c| , (4c—b*>0)

, (de—=0*>0 , n>2)

1 2rx +b b 1
dr = 3 —— d >1).
e @ s ey s wemrar e 02V

Beweis :

a),b),c) klar.

2
d) Mit quadratischer Ergdnzung und 0 = ———= erhélt man:

Ve — b?

~—a . 4 x: B x: x
bt (2437 + (=) (4572 +(3)?

= carctano(x + 5)

2
e) Sei N=2?+br+c,4c—0>*>0(= c#0) , 0 = ———, dann gilt:
) =0 Vie—p R
1 1 1
1,1 /x —l—b:z;+cd / (:v+b) i
N?’L
1 Zx—f—b
:E/Nn 1 __/ /_dx
—1 Ldaz x - / dx —ﬁ 2x+bdx
¢ ) Nn-t 2c (l—n) n=1  1—pn ) Nn-1 4c Nn
+b2 ! d =
1c ) Nn
b? 1 1 1 1 1 b 1
1——) [ —de=—(2 S R . —
=3) ) e do =50 +1—n)/N” A P 2l e i
1 1 2+ b 1 2n — 3
— | — dr = . Beh .
2| N dx in—1) N”_1+2n—1 /N" T dx = Behauptung
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f),g),h) klar.

Beispiele
/2x3+3x2+4x+6
L= dx
22 4+2r+1
Da grad p > grad ¢ = Polynomdivision
4 7
203 + 322 + 4246 : x2+2x+1:2x—1+L
2 +2x+1
223 + 42° + 22
— 22 +2x+6
—x? — 221
dx + 7
Partialbruchzerlegung ergibt:
doe + 7 de+7 Az +1) 3 4 3

e — —= =
Prowtl @r1)? (@ iR T @rE zxl @rip

1 1
[= [ (20 —1 4 | —— -
/(:L’ ) dx + / 1d:c+3/( 0)? dx

3 3
=2 —r+4lnjz+1|- ——H4c=2—z+In(z+1)* - — +c
r+1 x+1

dx

I_/m4—m3+5x2+x+3
T (x+1)(2x2 —x+1)2

e -0 =4—-1=3>0 = 0= —.

< |

Ansatz fiir Partialbruchzerlegung;:
m4—x3+5m2+x+3_ A Bx +C Dz + FE

(x+1)(22 —x+1)2 _ac+1+x2—ac—|—1 (22 —x+1)?
Koeffizientenvergleich ergibt: A=1, B=0,C=1, D=2, E=1.

Fiir die einzelnen Integrale erhalten wir:

1
/ de =Inlz+ 1],
r+1
1 1 2 2 1
- dr = | ————— drx = —=arctan—(z — =),
/mQ—x—l—l /(x—%)Q—F% V3 \/§( 2)
2z +1 20 — 1 1
—dr= | 5 dz+2 | ————= d
Jerrm o= [ e e [ o
-1 22z —1 1
- § 2 ))+02/—dx

2?2 —x+1 2@ —-x+1 2 —x+1
-1 22z — 1) 2 3 1
= Sl tan —(z — =) .
x2—x+1+3(x2—x+1)+(\/§) arcan\/g(a: 2)
Also insgesamt:
dr —5 14 2 1
I=Inlz+1]|+ + arctan —(r — =) +c.
| | 3x2—xz+1) 33 \/§( 2)
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Integrale der Form /R(sin x,cosx) dx

mit: R rationale Funktion von sinz und cosz .

2
Substitution: t=tan~ = r =2arctant , de=-——=dt , |z|<m
2 1+ 2
N . t
sin — =
2/ 2’
Lt Vi .
T 1
cos — = .
2 14 ¢2
1
x x x x
Da sinm:281n5cos§ , COSZ‘ZCOSQE—Sin2§ =
, 2t 1—¢? 2
81n31::—1+t2 , Cosx:—l—l—t? , dx:—1+t2dt

Damit erhilt man eine rationale Funktion in ¢.

Beispiel (a > |b|)

[y o= [ = [ - dt
atbcosz a+b-1=2 1412 | a(l+12)+b(1—t2)

12
—/ 2 dt = 2 / ! dt = 2 a_bacta a_bt
) (a+b)+F(a—bt2 " a—b t2 4 ot a—b atdo VT
= —— arctan(y/ — tanf).
a2—b2 a+b 2
Also gilt
T 1
/—dmz% , falls a > |b|
o a+bcosx a2 — b
a—>b

x T
D R | t tan—) = — .
enn:  lim arc an( "> an 2) 5

Integration komplexwertiger Funktionen

Sei f:1CIR— Cmit f(x) =u(z)+iv(x) , w,v:IC R — IR.

Sind u und v integrierbar in I C IR, so definieren wir

/f(w) dz = /u(x) dx+i/v(:1:) da.

Existieren zu v und v Stammfunktionen U und V mit U’(z) = u(x) und
V/(z) =v(x) Va € I, so nennen wir F' mit F'(x) = U(z) + iV (x) Stammfunktion
von f, dh. es gilt:
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Beispiel
Fir f(z) =e* | A=a+if € O\{0} gilt:

1
/e” d:c:Xe’\”’+c , (ce @)

Denn:

% (er) = %(emewm) = % (€™ cos fx + i€*” sin fx)

= e*(acos fx — [sin fx) + ie** (asin Sz + [ cos fx)
= e (o + i) (cos Bz + isin fz) = Ae’?.

Anwendung: Berechnung von Integralen der Typen

/eo‘”” cos Bx drv /e‘m sinfx dxr , («a, ) #(0,0).

Mit A = a + i3 gilt e*® cos fr = Re(e?) , e sinfBr = Im(e’?) =
/e’m cos fx dx = Re(/ M dx) = Re(%e’\x) +c

/e‘m sin Sz dx = Im(/ M dx) = Im(%em) +c.

1 A -
Da Xe)“” = We‘m(cos Bz +isin fx) = O;Tléz(cos Bz + isin fx)e™”
. acos fx + fBsinfr .
e** cos Bz dx =
a2 + ﬁ2
o asin Bz — Bcos Bz .,
e*?sin fx dx = e
o? + 32

Bemerkung 6.28 : Es gilt:

f(x) de =0 , falls f ungerade Funktion

dr = 2/ f(x) de , falls f gerade Funktion
0

Denn: Sei f ungerade Funktion =

_C;f(:v) dr = 0 f(x) d:c+/af (x) d.fﬂ:/c;of(_t)(—dt)—}—/(;af(x) da

Subst.: _7(51 = , dr = —dt
= / ) dt + / dr =0 , analog fiir gerade Funktion.
0
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gerade Funktion

Flachenberechnung

Ist f:[a,b] — IR stetig in [a, b]
und gilt: f(z) >0 Vzx € [a,b)
b

= /f(x) dx =Flacheninhalt

der Fliche zwischen x-Achse, Graph von f
und den Geraden x = a und = = b.

Satz 6.29 :

Seien f, g : [a,b] — IR stetig in |[a, b],
und es gelte: f(z) < g(z) Vx € [a,b].
Dann gilt:

b
/ (9(z) — f(x)) dx =Fldcheninhalt

der Flache zwischen den Graphen von f
und ¢ und den Geraden x = a und = = b.

Beweis :

ungerade Funktion

7

g+M

+M

a/ L

gl
7
7

Sei |f(x)] < M Vx € la,b = —-M<f(x) <M Vo€ la,b

und g(x) + M >0 Vx € [a,b] =

=

=

= flz)+M >0

b b b
/ (g(x) — f(r)) dz = / (9(x) + M) dx — / (f(z) + M) dx =Flacheninhalt.

Beispiel
g(x)—e ) f( ) ) [aab]:[L?’]a
3 1 237°
F = /1 (e** — (—:1:2)) dr = [562“7 + ?] 1
ef e 1 e 26
e 9 — ——=—(ef 1)+ =
;P95 3= 3@ -U+3
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Bemerkung
Sind der linke bzw. der rechte Rand keine Geraden der Gestalt © = a bzw. = = b, so
muf} die Flache in mehrere Teilflichen aufgeteilt werden.

Beispiel

Mittelwertsatz der Integralrechnung

Satz 6.30 : Mittelwertsatz
Seien f,g : [a,b] — IR stetig in [a,b], und sei g(z) > 0 Vz € [a,b], dann existiert ein
€ € [a,b] mit

/Qbf(w)g(x)tir:= 16 [ o) e

Ist g(r) =1 Vz € [a,b], dann gilt
/ f(x) dr = f(&)(b—a).
a & b
Beweis :
Ist g(z) =0 Vz € [a,b] = beide Seiten = 0.
Sei xg € [a,b] mit g(zg) >0
= g(z) >0 Ve e U(xy) (da g stetig) = / ) dz >0 (da g(z) > 0 sonst).
Sei m = mlnb]f( x) , M= m[a}%]f( x) = mg(x) < f(x)g(x) < Mg(x) Vz € [a,b]
z€la
b
= m/ fx ) dx < M/
:m<ff$)g(ﬂf) T
, 9(x) dov

Da f stetlg in [a, b], existiert nach dem Zwischenwertsatz ein & € [a, b] mit
Ju f(@)g(2) do
f(&) =

= Behauptung.
f; g(x) dx

210



Der Mittelwertsatz der Integralrechnung ist oft ein gutes Hilfsmittel zur Abschatzung
von Integralen.

Beispiel

| sin z|

flz) =

firz#0 , f(0)=1 = f stetigin IR .

1
\\\\\//ﬁ\\/’“\\/’“\\,m
m

21 3

" | sin z| . /(kﬂ)7r \smx\ /7r | sin(t + k)|
— dz = dt
bé T . 2: k 2: t+ km

k=0YFT
Subst.: t=z — kﬂ'

" |sint cos km + cost sin k| /7r |smt] /
_Z/ t+km d_z t—|—k7r Z

(da sin km = 0 und cos km = (—1)k) (da sint > 0 in [0 7])

-sint dt

n—1 n—1

Z k+1) - Zk—l—lz_z — 00, (da;Edlvergent).

N o |smx| _ 1 " |smx| B
do=Jim |

oo
= / ]Slna:] dx ist divergent (spéter).
x

Integration von Funktionenfolgen und Funktionenreihen

b b
Frage: Gilt lim fn( )dx:/ lim f,(x) dx ?

/a (nz::ofn(x)) dx:g/abfn(x) de ?

Eine Antwort auf diese Frage geben die beiden folgenden Satze
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Satz 6.31 : Seien f, : [a,b] — IR stetig in [a,b] Vn € IN.
Die Folge (f,) konvergiere gleichmaj$ig in [a,b] gegen f : [a,b] — IR.
Dann ist auch f stetig in [a, b] und es gilt:

b b
lim fn(x )dac:/ nlin;ofn(x) dx:/ f(x) dz.

n—oo

Dh.: Grenzwert und Integration diirfen vertauscht werden.

Beweis :
Die Stetigkeit von f wurde bereits frither gezeigt (vgl. Satz 5.19, S.148 )

Mdz m—/ﬂ)@ﬁ/ﬂmm—wmm

< m[a%)} | fr(x) — 30( )|(b—a) 50 firn — oo (wegen gleichméfiger Konvergenz).
re|a,

Satz 6.32 : Seien f, : [a,b] — IR stetig in [a,b] Vn € IN.
Die unendliche Funktionenreihe Z fn(x) konvergiere gleichmajSig in [a, b].

n=0
Dann gilt:

lﬁgmmngfnmm

Dh.: Summation und Integration diirfen vertauscht werden. Es darf gliedweise inte-
griert werden.

Beweis :  Die Behauptung folgt sofort aus Satz 6.31 mit Hilfe der Partialsummenfolge.

Da Potenzreihen in jedem abgeschlossenen Teilintervall des Konvergenzintervalls
I ={zxe€ R : |x—ux9 <r} gleichmdfig konvergieren, diirfen Potenzreihen in I
gliedweise integriert werden, also gilt fiir [a,b] C I:

b o b 00
a
n(T —20)" do = n —x0)" dr = = — zo)"
/a ngzoa (x —xo)" dx ngzoa /a (x — xo)" dx nE:On 1(IE xo)

Beispiele

b

. Da In'(1—-z)= l_x——Zx , el <1l =

00 0o
anrl

In(l—z)=— Zn+1+c:—zﬁ+c

n=1
firz=0 = 1n1—0—0+c = ¢c=0 =

ooxn
n(l— ) 217 .z <1
n=
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oo

1
2. D tan’(z) = = E —1)" " <1l =
a arctan’(z) 2 n_o( et x|
1, — —_1)" 2n dr = N ) 2n+1 ,
arctan x nE:O( ) /x x ngzo 1" +c
firxr=0 = arctan0=0=04+¢ = c=0 =
o (D"
tanz = ) et <1
arctan x 2 o 1” ||

™ R o DS ST S S o O
Da ~ = arctan — —= A N Y S A
a 6 arctan \/3 7;)2n+1(\/§) 3; (2n+1)3n

s 1 & (—1)7 1 _

- — 7 4+ R mit R| < da alternierende
6 V3 nz:% (2n+1)3" A V3(2ng + 3)3notl (

Reihe).

Mit |[R] <1071 = ng=17 =

17
i 1 (=)™ .
- = — —— + R =0.5235987756 + R t |R| <1070 =
v P NG T TR mit R

™ = 3.141592653 + R mit |R| < 6-10~1°

3. Da arsinh'z = ﬁ = (1+a23)7 V2= ni;() <_2/2)x2" ;e <1l =
arsinh x = ni_o% <_711/2) ;;tll +c,
firr=0 = arsith0=0=04+¢c = ¢c=0 =
arsinh x = 2 (_?11/2) ;;n_:ll ,lxl <1
4. Da Slzx :g((;;):f; ., zeR =
F(x) :/Ox¥dt:g%/jt2” dt:ni;o (2n+(1_)!1();n+1)m2"+1 , € IR,

sin x
ist Stammfunktion von f(z) = T falls 2 # 0
1 Jfalls = 0.

2 0 — 1) g2n
5. Da e % :Zu , r€lR =
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‘ —t? . (_1)n 2n+1
(x) /0 e g n!(2n+1)x , x€IR

n=0

2
ist Stammfunktion von f(z) =e~ % .

Kurvendiskussion fiir F(z):

2
Da F'(z)=e¢ % >0 Vxe R =
F ist streng monoton wachsend in IR.

F0)=0, F(—x) = e v dt= e (=ds)=— [ e 2 ds=—-F(zx) =
0 0 0
(Substitution s = —t , ds = —dt)
F' ist ungerade Funktion.
2
F'(z) = —2z¢% =0 < x=0 , Vorzeichenwechsel von F"' beiz =0 =
F hat Wendepunkt bei z = 0.
F'(z) >0 fiirz <0 = F ist konvex fiir z <0,
F'(z) <0 firz >0 = F ist konkav fir z > 0.
xT 2 oo
lim F(z) = lim et dt :/ e dt = vr (spéter).

Xr—00 2

vu/2

-Vmn/2

Berechnung von Funktionswerten mit Hilfe der Potenzreihe:

z.B.: Gesucht F(1):

b2 < (- 1
F(l) = “Tdr = ——— + R it |R| < 1-
(1) /0 ¢ ’ nz:% n!(2n + 1) i mit || (no + 1)1(2ng + 3) (a

ternierende Reihe),
zB.: |R|<107® = ng=8 = F(1)=0.7468243 + R mit |R| < 107°.

Oder Berechnung der Funktionswerte mit Hilfe numerischer Integrationsformeln (z.B.
Simpson-Formel) (spéter).
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Uneigentliche Integrale

b
f(x) dz wurde bisher nur fiir beschrdnkte Funktionen und endliche Intervalle

definiert. Wir wollen nun eine Erweiterung auch fiir gewisse unbeschrdankte Funk-
tionen bzw. fiir unendliche Intervalle geben. Wir hatten bereits in den Sétzen 6.15
und 6.16 die folgenden Aussagen:

f integrierbar in [a,b] < f integrierbar in jedem Teilintervall von [a, b].

Ist spemell [an, bn] C [a,b] mit hm ap, =aund lim b, = b, so gilt

lim f ) dx = / f(x) dx.

n—oo

Ahnhch wollen wir vorgehen fiir unbeschrankte Funktionen bzw. unendliche Intervalle.

Definition 6.33 :

a) Sei —oo < a < b < oo (bist uneigentliche Stelle). f heifit uneigentlich integrierbar
in [a,b), wenn f in jedem Teilintervall [a, B] C [a, b) integrierbar ist und

B
Blinbl / f(x) dz ::/ f(x) dzx existiert.

b) Sei —oco < a < b < oo (a ist uneigentliche Stelle). f heifit uneigentlich integrierbar
in (a,b], wenn f in Jedem Teilintervall [A, b] C (a,b] integrierbar ist und

lim / f(z) de = / f(x) dz existiert.

A—a+

c) Sei —o0 <a <b< oo (aund b sind uneigentliche Stellen). f heifit uneigentlich
integrierbar in (a,b), wenn fiir ein ¢ € (a,b) gilt:
fist in (a,c] und [e, b) unelgenthch integrierbar. In diesem Fall schreiben wir

/f dx_/f d:c+/f ) dz.

(Integral bei ¢ aufspalten und dann auf Konvergenz untersuchen).

. 3 I‘i 1/X
Beispiele
1/VX
) / — dz , « € IR fest. ]
Esg11tf1'1r0<6<1: /Z
p —Ine Jalls o =1 0 1
wa W= ﬁ(l — 7)) falls a # 1.
. . . 1a  Joo fallsa>1 .
Da llir(l)(ln €) = —oo und 611_1%6 = { 0 fallsa <1 gilt

/ — dxr = —— konvergent & a <1
-«
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1
1
/ — dx ist divergent fiir @ > 1.
0 X

1
2./ — dr , «a € IR fest.
1

x
Es gilt fir 1 < B < oc:
B gy In B falls = 1
Lo T BT - 1) falls o # 1
. - . 1-a_JO fallsa>1 .
Da Blgnoodn B) =0 und BlgnooB - {oo Jalls o < 1 gilt

1 1
— dx = P konvergent < o >1
1 L -

<1
/ — dz  ist divergent fur a < 1.
1 X

—€

=2

1 1—e 1
1 . 1 .
./0 mdngl_r)% i mdx—ll_r)%(—%/l—x) )

1
1
= /0 Ve dr =2 (konvergent).

*° | sin x| ,
. —— dx divergent,
0 x

(vgl. Beispiel S.211 ),

0o -
sin x
aber / dxr konvergent.
0 x

(vgl. Ubungsaufgabe). [0 n~_%n 3n—"1in

<z By 1 &
: = li = lim —In(1+2°
/0 22 dx Jim 132 dx Jim o n( ~l-:/r:)}O

1 2
_Blgnoo§ln(1—|—B ) =00

/0 1 fﬂcQ dx divergent.

=
Also ist auch / x dxr  divergent —a y%\

—00 1+ 2 a
(Integral aufspalten, da beide

Integralgrenzen uneigentlich), obwohl
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10.

11.

B

lim dr = lim 0=0.
B—oo J_p 14 22 B—o0

(da Integrand ungerade Funktion)

! 1 —ﬂ- . .
/0 a —+ bcos dz = popmn il falls a > [b]  (vgl. Beispiel S.207 ).

oo

> 1 RS |
/ dx:2/ dr = 2arctan x :2'E:7T.
oo L 2? o 1+ a2 0 2

(da Integrand gerade Funktion)

> 1
———  dr =1In2 (konvergent), denn
/1 z(1+x) ( gent)

1 1 1
/—dx:/—dm—/—dm:ln|x|—1n|1+x|:ln| ’ |
z(1+x) x 1+ 14+

B

B 1

\} = lim In| | —In- =In2.
1 B—oo 1+ B 2

und lim In |
B—oo 1 +x

[e’e) oo 1
/ xe Tdr = —(1+ x)e_”‘"} =1 ,da lim tr_ 0
0

0 r—oo eT

1 1
/ Inx d:c:hrr(l)(azln:c—x)] :—1—lirr(1)(elne—e):—1 , da lirr(l)(elne):O.
0 €E— € €E— €E—

/Olﬁdx:/ocﬁdx—k/:ﬁdx , c€(0,1)

(Integral aufspalten, da zwei uneigentliche Grenzen),

1 1 1 T
A %=/ 3 —— dr =1 funkti
/x(l—a:) dx /x dw+/1_x dx n|1_x| (Stammfunktion),

C
lim In | ’ |} —In—" — lim lnle " oo = divergent

e—0+ 1—x |, 1—c =0+ —€ 1-c

1
1
= /0 m dx divergent .

Um die Konvergenz (oder Divergenz) von Integralen zu beurteilen, bei denen man
eine Stammfunktion nicht kennt, benétigen wir die folgenden Konvergenzkriterien:
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Satz 6.34 : Konvergenzkriterien

Seien f und g integrierbar in jedem Teilintervall [a, B] C [a,b) (bzw. [A,b] C (a,b])
und sei g(x) >0 Vz € (a,b).

b b
a) Konvergiert/ f(z)] de = /f(a:) dx ist konvergent.

b) Ist

[f(z)| < g(z) Vo e (a,b)
b
und konvergiert / g(z) dx

a

b

b b b
= / f(z) dx ist konvergent mit |/ f(z) dx| §/ |f(x)] dazg/ g(z) dx.

c) Existiert

lim M:L mit 0< L < o0
z—b— g()
(bzw. © — a+)

b

b
und konvergiert/ g(z) de = / f(z) dx ist konvergent.

a

d) Existiert

m —-=L mit 0< L <o
z—b— g()

(bzw. x — a+)

b b
und divergiert / g(z)dr = / f(x) dx ist divergent.
Beweis :

Wir beweisen den Satz fiir den Fall, daf} b die uneigentliche Stelle ist (analog fiir den
Fall, dafl a die uneigentliche Stelle ist).

a)b) Da 0 < |f(z)| < g(z) , sind F(z) = / F(8)] dt und G(z) = /Ig(t) dt in

b
[a, b) monoton wachsend, und es gilt 0 < F(z) < G(x) < 111})1 G(z) = / g(x) dz

= F(x) ist monoton wachsend und nach oben beschrénkt

b b
= existiert lirgl F(a:):/ |f(x)] d.:::g/ g(z) dx.

Mit @(x) = f(x)+|f(x)| gilt 0 < p(z) <2|f(z)] = (nachb)) existiert / o(x) dz.

218



B b b b
Da lim / f(z) dx:/ () dx—/ |f(z)] dxz = /f(x) dx ist konvergent.

B—b—

Da |/ I dx|</B|<>|dx</bg<x>dx
~ (fiir B — b) |/f dx\</]f \da:</ o(z) da.

c) 1.Fall L=0:

i @1 L @)

- g(a) g()

> @I <o) Vo e (6]
e

/ ) dz konvergent = (nach b)) / f(x) dx ist konvergent

<1 Vx € [£b) mit £ € [a,b)

= / f(x) dz = / f(x) dz + / f(x) dz ist konvergent (das 1. Integral ist ein

eigentliches Integral).

2Fall L>0:
A L _ |f(x)] :
xlirlr)li o) L = 5 < o) < 2L Vz € [£,b) mit € € [a,b)

b
= |f(z)| < (2L)g(x) Vz € [£,b) = (nach b)) / f(z) dx ist konvergent.

d)

(x)_ £ @ T mi a
wlgilm_LL>0 = 2<g<x)§2Lv € [£,b) mit £ € [a,b)
= flz) 2 59(x) Yz €[€,0).

b b
Da /g(x) dx divergent = / f(z) dx ist divergent.

Beispiele

> sinx

. / 5— dx ist konvergent, denn

.z

sin x 1 <1

| 5 |§ — Vr€[l,00) und / — dz st konvergent.
x 1z

T

g2 : 2 .
. / e ' dz ist konvergent, denn mit f(z) =e~ % und g(z) = — gilt

1 x

2
—r 2

x u

| _ = lim — = lim — =0.

r—o0 T u—oo U

e

lim

r— 00 1

2

%
Da / — dz konvergent = / —a dx ist konvergent.
.
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1 2 o0 2
Da / e % dz ein eigentliches Integral = / e~ % dx ist konvergent
b 2 o0 2 0
= / e Vdr=2 / e ¥ dx ist konvergent (da Integrand gerade Funktion).
—00 0

Wir werden spater berechnen:

o 1
/ e ¥de=/m

— 00

o 1 1
. / T dz ist divergent, denn mit g¢(x) = — gilt
1 x

243
1 1
lim L;“Q’ = lim @ =1 und / — dx ist divergent.
z—oo = z—oo x4+ 3 1 T
. Gammafunktion

Definition 6.35 : Fir > 0 definieren wir

I'(z) = / et at
0

Fiir —-n<z<-n+1 (n€ IN) definieren wir
r
T(z) = (z+n) .
z(x+1)--(x+n-—1)
I': D(I') - R mit DI')={x € R : x#0,—1,-2,-3,...} heit Gammafunktion.

Beweis der Konvergenz des uneigentlichen Integrals fiir z > 0:

oo
1
a) / e "t*~1dt ist konvergent, denn mit g(t) = o) gilt
1
e—t tx—l tm—‘rl
7 = lim
t—o0 = t—oo e

=0 (da e-Funktion stirker wéchst als jede Potenz von t)

<1
und / o) dt ist konvergent.
1

1
1
b) / e 't 1dt ist konvergent, denn mit g(t) = o gilt
0

] e—t ta:—l ) t:r—l—i—a
lim ———— = lim
t—0+ t—0+ et

to

=0 ,fallse—14+a >0, alsoa >1—x. Wahle a mit

1 1
1
l-z<a<l = / o dt ist konvergent = / e ' t*71dt ist konvergent.
0 0
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Zusammen gilt dann:

oo
I(z) = / e "t*~1dt ist konvergent fiir z > 0.
0

Ist n<z<-n+1 = 0<(x+n)<1l = TI'(r+mn) existiert
r
~ ()= (x+n)

istiert.
et ) @tn 1) existier

FEigenschaften der Gammafunktion

a) I'z+1)=zl'(x) Vr>0

b) I'(n+1)=n! Vne N

c) I'z+n)=z(x+1)---(z+n—-1I(x) Ver>0,nelN
r

d) T(z3)=vr.
- 51
P47
PoRT
A/ i X
3’4 -3 —51_1__ t 2 3 4
5 | 27

r1)=1,T(@2)=1,TB)=2'=2,T4)=3'=6, usw.
Die Gammafunktion interpoliert die Fakultaten.

Beweis :

a) I'(x+1) :/ e_ttx_H'ldt:/ e_ttmdt:—e_ttwl —/ wt* 1 (—et) dt
0 0 0 0

t=
(partielle Integration)
t* t*
=0+ _tt’:_ldt:xf(a:) ,da  lim — =0 und lim— =0
t—oo et t—0 et
= F:z:+1 =zl(z) Vz > 0.
b) T'(n+ )—nF( )—n(n—l)F(n—l):n(n—1)~~1~F(1):n!F(l):n!,
da T'(1 / t} =1.
0
= I'l)=1,T(n+1)=n!.
c) F(:I;+n):(:z:—l—n—l)F(:z:—l—n—l):(x+n—1)(:1:+n—2)F(:z:+n—2):
=(x4+n—-1)(x+n—-2) - (x+ 1)zl'(x).
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d) P(%):/O e_ttl/z_ldt:/o / =" 2ds

(Substitution s , dt = 2sds)

= 2/ e ds :/ e ds = Vo (vgl. S.220 ).
0

— 00

|
gw

—~

Die Werte der Gammafunktion miissen nur im Intervall (1,2) berechnet werden (z.B.
mit der Simpson-Formel (spéter)); alle anderen Werte erhélt man dann mit Hilfe der
Eigenschaften a) und c) :

zB.: T(0.3)=? : T(1.3)=T(0.3+1) = (0.3)T(0.3) = TI(0.3)=—2,
2B T(3.4) = (2.4)(1.4)T(1.4) .

Bemerkung:

Wegen der Eigenschaft c) ist die Definition fiir —n < x < —n + 1 sinnvoll:
r
I(a) = (x +n) .
z(z+1)---(x+n-—1)

Benutzung der Gammafunktion

Beispiele

: / t2e ™t dt = / 3 le ™t dt =T(3) = 2! = 2.
0 0

. / 2671 gt :/ se”® —— ds = —/se * ds
0 0 2

(Substitution s =2 | t = /s, dt = ——=ds)

Integralkriterium fiir unendliche Reihen

Satz 6.36 : Sei fiir ng € INg [ : [ng,00) — IR stetig, positiv und monoton fallend
n [ng,00) , und sei / f(z) dz  konvergent
ng

[o.¢]
= Z f(n) ist konvergent.

n=ng
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Beweis :

N N
Fiir die Untersumme Z f(n) des Integrals / f(x) dx gilt:
no

n=ng+1

i f(")ﬁ/njf(a?) d$</n:0f(sc) dr VN >ng

n=no+1

N 00
= Z f(n) ist monoton wachsend und beschrankt = Z f(n) ist konvergent.

n=no n=no

Beispiele

oo

1
Z — ist konvergent, falls « > 1

n
n=1

1
Denn: Fira>1und z > 1ist f(z) = — stetig, monoton fallend und positiv und
x

<1
/ — dx konvergent.
1z

oo

1
. Z W ist konvergent, denn:

Firz > 2ist f(x) = 5 stetig, monoton fallend und positiv und

L
z(lnx)

o 1 <1 17°° 1
/ —— dx = / — dt = —— = —— ist konvergent.
5 x(lnz)? o t2 tl,o In2
(Substitution ¢ = Inz , dt = 1dx)

Abschatzung mit Hilfe von Unter- und Obersumme:
oo oo

1 1 1
< < _— .
nz:; n(lnn)?2 =~ In2 — Z:Q n(lnn)?

(Untersumme) (Bbersumme)

Bogenlange ebener Kurven

Sei f :[a,b] — IR stetig differenzierbar in |[a, b], T~ TN
_ z : 2 Cr
Cf—{(f(x)> : xe[a,b]} C IR* der Graph von f. :

C} stellt eine Kurve in IR? dar. : :
Um die Lange einer solchen Kurve zu definieren, i >
greifen wir zunachst auf ”elementare” Kurven zuriick:
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flx) =ax+ B (Gerade), f(b) /

L(Cp) = o~ aP § (7B~ @) . S

Ist nun f eine beliebige stetig differenzierbare Funktion in [a,b] und
Z = {xo,21,...,2,} eine Zerlegung von [a,b], so kénnen wir durch die Punkte

( ka ) einen Polygonzug p,, legen mit der Lange

(k)
L(Cyp,) = Z Vi(er —zr1)? + (f(2) — fzr-1))?
k=1

— - flag) — flzr-1) 2_ T
_;; 1+ ( ) A

Tk — Tk—1

(mit Azy = xp — xp_1) \//Q

= Z L+ (f'(&k))? - Ay,
k=1

(nach dem Mittelwertsatz mit & € (xg_1,zk)).

X-O X1 X2 n
Die letzte Summe ist eine Riemannsche Zwischensumme, die fiir |Z| — 0 gegen

b
/ V14 (f'(z))? dz konvergiert.

Also definieren wir:

Definition 6.37 : Sei f : [a,b] — IR stetig differenzierbar in [a, b], dann ist

b
LCy) = [ VIFF@)P da

die Bogenlinge der Kurve C'y = {( * ) D x € [a,b]}.

Beispiele

. f:[O,b]HZRmitf(x)zx—,
2 Parabel

(Parabel) /

b
L(C’f):/ V1+ a2 de

0
:%(a:\/1+x2+ln(x+ 1+ x2))

b T

0
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= %(b\/l + b2+ 1In(b+ V1+0?2)).

2. f:]0,0] = R mit f(x) =Vb? — 2?2,

(Viertelkreis) b
f@%=m%%§, (0<z<b),
L) =1 = s '
b—e b " b—e -
L(Cf):li_{% ; \/ﬁ dwzgii%barcsing]o :barcsinlzb-§

= Umfang des Kreises mit Radius r ist: 27r.

Kurve in Parameterform

C:{C)EEF:mzww,y:¢®,tEMM}

Y

v, 1 seien stetig differenzierbar in [a, b] mit (¢'(t), 1’ (t)) # (0,0) Vt € [a,b).

C stellt eine Kurve in IR? dar und hat die Kurvenlinge

b
L(C) = / V@O T @O dt

1

Denn: Sei¢’ > 0in [a,b] = ¢ ist streng monoton wachsend = ¢~ existiert mit

»(b)

t=p z) = y=9(t)=v(@ (z) = flr) = LIC)= " V14 (f'(z))?* dz.
/ — (oY) - 1 :W(t) olgt mit der
Da f'(e) = /(o7 ) — s = S g it d
Substitution z = ¢(t) , dz = ¢'(t)dt
b , b
woy= | \/1+<%>2-w'<t>dt: NZZORRTOR ]

Ist ¢’ <0 = analog; ist ¢'(t) =0 = ¢'(t) #0 = analog (evt. Integralbereich
aufspalten).

Bemerkung;:
Es gilt fiir die Steigung der Kurve C' im Punkt (ZS;)
Play =58 s o= (0), y = fla) = vt
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Beispiele

1. C’:{(x) : = Rcost, y= Rsint , t € [0,27r]},

Y
(Kreis um 0 mit Radius R) / \
\N—

27
L(C)= [ VR?sin®t+ R2cos?t dt = 2rR .
0

2. C:{(w) :x=2(t—sint) , y =2(1 — cost) , tE[O,Qﬂ']},

)
(Zykloidenbogen)
x(t)
4m
2n t
y
y(t) Zykloidenbogen
21 t *

x'(t) = 2(1 — cost) , y'(t) = 2sint ,
x'2(t) 4+ y?(t) =4 — 8cost + 4cos?t + 4sin’t = 8(1 — cost) # 0 in (0,27),

u 2m—e
L(C) = 1irr(1) vV 8(1 — cost) dt + lin%/ V' 8(1 — cost) dt
27 ‘ 27 ¢ " 27 ¢ ¢ 2w
= v/ 8(1 — cost) dt:4/ |sin—|dt:4/ sin — dt =4(—2cos-)| = 16.
. 2 o 2 2

0 0
(da 1—cost=2sin’L) (da sinf >0 in [0,27])

Steigung der Kurve in (8)
y'(t) . 2sint . cost

1. / g 1 — _— = —

200 fi(z) 0 x'(t) 0 2(1 — cost) 0t sint

= vertikale Tangente in (8).

Analog Steigung in (45 ) ist —oo, also ebenfalls vertikale Tangente in (45 )
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Fldche zwischen Zykloidenbogen und x-Achse

4 27 27
F:/ y(x) d:c:/ 2(1 — cost) - 2(1 — cost) dt:4/ (1 —2cost + cos®t) dt
0 0 0

(Substitution x = 2(t —sint) , dz = 2(1 — cost)dt , y(z) = 2(1 — cost))
2

27
:4~27T—88int} +2/ (14 cos2t) dt = 8w + 4w = 127.
0

0

Kurve in Polarkoordinaten

C:{(i) €IR* : x=r(t)cost , y=r(t)sint , t [mﬁ]};

r stetig differenzierbar in [« 3].

x(t) = r(t) cost , N4

y(t) = r(t)sint . \C

x'(t) = r'(t) cost — r(t)sint , -\ _________

y'(t) =/ (t)sint + r(t) cost | B | .

() + 32 (t) = 7"2(t)(cos® t + sin®t) 4+ r2(t)(sin® t + cos? t) = r'2(t) + r2(t) =

B
L(C) = / SR (0 dt

Beispiel

r(t) =|cos2t|, t €0,27] , r(t)=cos(2t)
symmetrisch zur x- und y-Achse, da

r(—t) = r(t) und r(Z — &) = r(Z +1). :

[0 m 2l11 t
/4 v
L(C) =8 / ) (D) dt !
/4 0
- 8/ V/4sin? 2t 4 cos? 2t dt -
0 —1 1
/4
:8/ V3sin? 2t + 1 dt
O _1

(elliptisches Integral, numerisch berechnen (spéter)).
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VII Gewdhnliche Differentialgleichungen (Einfiihrung)

Problemstellung

Viele grundlegende Naturgesetze lassen sich nur in der Gestalt einer
Differentialgleichung (DGL) formulieren:

Beispiele

. R =—cR (radioaktiver Zerfall).

. Mathematisches Pendel

K| =mg ,
|I?1| = mgsinp ,
b= —ly” (b Bahnbeschleunigung)
(dab=—s", s=1lp (Bogen)).
Nach dem Gesetz von Newton gilt dann:
mgsinp = —mlyp” =

g

" + 7 sinp =0 (nichtlineare DGL).

Ist ¢ klein = siny &~ o, also erhélt man

mit w = \/g die folgende lineare DGL 2.0Ordnung (Schwingungsgleichung)

90// + w290 =0
. Federschwingung
K| = —kx

(k Federkonstante, x Auslenkung).

Also gilt nach dem Gesetz von Newton:

mb=—kxr; mit b=2" = m

k k
2+ —x =0 ; mit w=1/— erhalten wir ebenfalls eine Schwingungs-DGL
m

m

x4+ wlr =0

Bei zusitzlicher Reibungskraft |R| = —rv = —ra’ erhélt man ma” = —ra/ —ka =

k

,
o+ —2' + —2=0
m m
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4. FEinschaltvorgang

Spannung U, Widerstand R, |R—|
Induktivitat L, s
U=RI+LI' , I(0)=0 = U =

R u _/vv\zvvv\,—r
I'+=I=—, I(0)=0

L L

lineare DGL 1.0rdnung mit Anfangsbedingung.

5. FElektrischer Rethenschwingkreis

Kapazitat C, Widerstand R,
Induktivitat L,

1
LI”+RI’+EI:O = —

R 1
I// _I/ _I: R n
+L +LC’ 0 ™~

lineare DGL 2.0rdnung, homogen.

Gesucht sind jeweils die Funktionen (reellwertig), die auf einer gewissen Teilmenge
von IR die DGL erfiillen, z.B.: R(t) , ¢(t), I(t).

Differentialgleichungen sind also Gleichungen fiir Funktionen, in denen die Funktion
selbst und gewisse Ableitungen der Funktion vorkommen kénnen. Sind die gesuchten
Funktionen von einer Variablen abhangig, so spricht man von gewohnlichen DGL,
sonst von partiellen DGL (es kommen partielle Ableitungen, z.B.: % , in der DGL
vor).

Die hochste vorkommende Ableitung bestimmt die Ordnung der DGL,

1
z.B.: I + %I' + EI =0 ist eine DGL 2.0rdnung.

Das Auflosen einer solchen DGL besteht darin, die Funktionen zu bestimmen, die
dieser Gleichung geniigen.
Zusatzliche Bedingungen
Zuséatzlich zur DGL werden oft Bedingungen an die Losungsfunktionen gestellt:
Beispiele

1. Anfangsbedingungen

(DGL),
1 (Anfangsbedingung)

z.B.: y =
y(0)
= y(xr) =e” ist Losung in IR (y geht durch den Punkt ((1)))

Il

229



ZB.. y"+y=0 (DGL),
y(0) =0, ¢ (0) =1 (Anfangsbedingungen)

= y(x) =sinz ist Losung dieser Anfangswertaufgabe (AWA).

. Asymptotisches Verhalten
zB.: ¢y +y +y=0 (DGL), ]\
i

lim y(z)=0.

o

(z.B.: geddampfte Schwingung)
Oder z.B.: y beschrankt fiir x — oo .

. Randbedingungen
zB.: 3" +wly=0 (DGL),
y(0) =y() =0. —

0 1
(z.B.: eingespannter Stab)
Die Fragen, die bei der Behandlung von DGL (mit oder ohne zusétzliche Bedingungen)
auftreten, sind die folgenden:

1) Ezxistenz
Ist die gegebene DGL (mit oder ohne zusétzliche Bedingungen) 16sbar 7

Dh.: Existiert eine reellwertige Funktion, die in einer gewissen Teilmenge I C IR
definiert ist und dort der DGL und den zusatzlichen Bedingungen gentigt 7

2) Ldsungsgesamtheit, Findeutigkeit

Wie sieht die Losungsgesamtheit (allgemeine Losung) der DGL aus ?

Existiert bei zusétzlichen Bedingungen genau eine Losung (Eindeutigkeit), oder ex-
istieren mehrere Losungen 7

3) Ldsungsmethoden

Wie bestimmt man die allgemeine Losung der DGL 7

Diese Fragen wollen wir zunéchst an drei wichtigen Klassen von DGL untersuchen:

1) DGL 1.Ordnung der Form ' = f(z)g(y)
(dh.: Trennung der Variablen ist moglich).

2) Lineare DGL 1.0rdnung ' = f(x)y + g(x).

3) Lineare DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
Y™ + a1y Y + L+ ay +agy = f(2),
mit a; € R YV0O<i<n-—-1, f:ICIR— IR stetigin I.
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7.1 : DGL 1.0rdnung der Form ¢’ = f(z)g(y) (Trennung der Variablen)
Sei f: I C IR — IR stetig in I, und sei g : (a,b) C IR — IR stetig in (a,b).

a) Sonderfall
Ist g(y) =0 fiir ein y € (a,b), so untersuche man, ob dieses y Losung der DGL ist.

ZB.: vy =2(y—1) = y(zr)=1 (dh.: y(x) =1Ve € IR) ist Lésung der DGL in IR.
b) Ist g(y) # 0 in (a,b), so gilt:

v = f(@)ely) = ﬁyem) = LW _ i) =

/ﬁ dy:/f(x) dx +c

1
Dh.: Ist G Stammfunktion von — in (a,b), und ist F' Stammfunktion von f in I, so
g

gilt:

.4 _ Lty a _ -

Denn. Mﬂﬂ%@%—“wy—dgF@»—ﬂ@ =y = flz)g(y).

Ist G nach y auflisbar, so liefert die Gleichung G(y) = F(x) + ¢ Losungen der
DGL y' = f(2)g(y).

Spezialfall
Ist g(y) = 1, so lautet die DGL 3’ = f(x) =y ist Stammfunktion von f, also
y(z) = / f(t) dt+c¢ (mit xg € I) ist allgemeine Losung der DGL.

Zo
Beispiele

Ly =a(y—1)
a) Sonderfall: y(x) =1 ist Losung in IR.

1 2

b) y#1 = —1dy:/.rd.r = ln|y—1]:%—|—c1
y j—

= ly—1|= 6™ /2 = 0™ /2 mit ¢y = et > 0

= y—1=c3e” /2 mit ¢y € R\{0}

= ylz)=1+ 36 /2 mit ¢y € R\{0}

und y(x) =1 sind alle Losungen der DGL

= ylx)=1+ ce®/2 mit ¢ € IR ist die allgemeine Lésung in IR.
Ist zusétzlich die Anfangsbedingung y(0) = 0 gegeben, so gilt:
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yO0)=14c¢=0 = c=-1 = yla)=1—e"/2 ist (einzige) Losung in IR der
AWA (Anfangswertaufgabe) ' =z(y—1) , y(0)=0.

Yy =aeY
a) Sonderfall entfallt, da e™¥ # 0.

/—dy—/eydy:/xzdx
3 3

= e’ = g—kc = y(z) = ln(%+c) ist allgemeine Losung in {z € IR : %—M > 0}.

Zusdtzliche Anfangsbedingung y(0) =0
3
= y0)=Ihe=0 = c=1 = y) = ln(% + 1) ist (einzige) Losung

in {zeR : $>—:\))/§} mit y(0) = 0.

Ly =377 y(0)=0

) Sonderfall: y(z) =0 ist Losung in IR (erfiillt auch die Anfangsbedingung).
1

b) y#0 = /511_2/3 dy:/d”” = yPP=stc = y)=(@+c)

(

0)=0 = y0)=c2=0 = c=0 =
3

a

y(r) = x° ist auch Losung in IR mit y(0) = 0.

In diesem Beispiel lassen sich noch weitere Losungen mit y(0) = 0 folgendermafien
konstruieren:

0 Lfallsz <0 ’
z.B.: y(x) = { 3 -

x® fallsx >0 /:c /‘0

J(z+e)?P fallsz < —c
oder  y(z) = { 0 Jfalls © > —c.

Es existieren also unendlich viele Losungen durch den Punkt (8). Diese AWA ist also
nicht eindeutig losbar.

Wann eine AWA (Anfangswertaufgabe) eindeutig ldsbar ist, werden wir spater unter-
suchen.

) v+ 1

sy MU

Da y durch ( ) gehen soll, beschrénken wir uns auf den Bereich I = {z € IR : = > 0}.
a) Sonderfall entfallt.

% 1 1 1
dy= | ———de= | = de— d
b) /y2+1 y /x(ac—i—l) . /x v /:1;+1 .
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x| x
= 1ng12+1 ——ln—| +ecp=In—+ daz>0
( ) ‘il? 1‘ Cq . 1 c1 o, ( ax > )

-1, (c=¢€¢">0)

= yiz)=c

x+1
wiy=1 = y2(1):§_1:1 = c=4 = yQ(m):xﬁjl -1 =
y(z) = ;fl — 1 (positive Wurzel, day(1) = 1) ist (einzige) Losung mit y(1) =1
inl={zelR: 25 >1}={zeR : x> 3}

7.2 : Lineare DGL n-ter Ordnung

Definition 7.3 :

a) Lyl :=y™ 4+ an_1(2)y" Y 4+ ... 4+ ay(2)y + ao(2)y = f(x)

heiBit lineare DGL n-ter Ordnung (dh.: die Ableitungen y*) und die Funktion y
kommen nur in linearer Form vor).

Hierbei seien die Koeffizientenfunktionen a; , (0 < i < mn —1) und die Funktion f
der rechten Seite auf einem gemeinsamen Intervall I C IR definiert und stetig.

b) Ist f(x) = 0, so heifit die DGL:  homogene lineare DGL, sonst:  inhomogene
lineare DGL.

Sind alle Funktionen a; , (0 <i<n—1) konstant, so heifit die DGL: lineare DGL
n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

Im néchsten Satz beweisen wir zwei Eigenschaften iiber die Losungen einer linearen
DGL n-ter Ordnung, die bei allen linearen Gleichungen analog gelten (vgl. lineare

GLS, Satz 2.31, S.58 ).

Satz 7.4 : Gegeben sei eine lineare DGL n-ter Ordnung:  L[y] = f(z)
mit a;, f stetig in I. Dann gilt:

a) Mit y; und yso ist auch jede Linearkombination ciy1+coys , (c1.co € IR) Losung
der homogenen linearen DGL L[y] = 0 in I. Die Losungsmenge der homogenen
linearen DGL ist (von der mathematische Struktur her) ein Vektorraum.

b) Die allgemeine Losung der inhomogenen linearen DGL L[y] = f(x) ist von der
Form

Y =1Yn+ Yo

wobei yp, die allgemeine Losung der zugehdrigen homogenen DGL  L[y] =0
und  yo eine spezielle (partikuldre) Losung der inhomogenen DGL L[y| = f(x) ist.

Beweis :
a) Sel L{y1] = Lly2] =0 = (mit a,(z) =1)

Llciy1 + cayo] = Z ar(z)(c1y + cay2) ™ = Zak(x)(clygk) + Czygk))
k=0 k=0
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= Z ak(:c)yf“) + ¢ Zak(x)yék) = c1L[y1] + coL]y2]) =0 (also L ist ein linearer
k=0 k=0

Operator)

Da8 fiir die Losungsmenge der linearen homogenen DGL alle Eigenschaften eines Vek-
torraums gelten, folgt aus der Definition der Addition und Skalarmultiplikation von
Funktionen (hierbei werden die Funktionswerte (also reelle Zahlen) addiert bzw. mit
dem Skalar multipliziert).

b) Sei L[yn] = 0und Llyo] = f(x) = Llyn+yol = Llyn]+Llyo] = f(z) = yn+tyo
ist Losung der inhomogenen DGL.

Ist nun y eine beliebige Losung der inhomogenen DGL und y;, die allgemeine Losung
der homogenen DGL, so gilt L]y — yn] = L[y| — L{yr] = f(x) = yo:=y—yp ist
eine spezielle (partikuldre) Losung der inhomogenen DGL.

Das Losen einer linearen inhomogenen DGL besteht also aus zwei Schritten:

1. Schritt: Bestimmung der allgemeinen Losung der zugehorigen homogenen DGL.
2. Schritt: Bestimmung einer beliebigen partikularen Losung der inhomogenen DGL.

Fiir die nachsten Eigenschaften benotigen wir den folgenden Existenz- und Eindeu-
tigkeitssatz, dessen Beweis wir erst spater durchfithren werden:

Satz 7.5 : Fxistenz- und Findeutigkeitssatz

Seien a;, f : (a,b) — IR stetigin (a,b) , (0<i<n—1), seif € (a,b) und

N0s M1y, Mn—1 € IR fest.

Dann ezistiert genau eine Losung der linearen DGL

Lyl = y"™ + ap_1(2)y™ D + ... + a1 (x)y + ap(x)y = f(z) mit den Anfangsbedin-
gungen  y(&) = o,y (§) = m1,... .y () =M1

Beweis : spater.

Nun untersuchen wir die Struktur der allgemeinen Losung der linearen homogenen
DGL:

Definition 7.6 : Die Funktionen y;,¥ys2,...,y, : I C IR — IR

a) heien linear abhdngig in I, wenn es Konstanten ¢y, cs, ..., ¢, € IR gibt, die nicht
alle gleich Null sind, so dafl gilt:
ay1(z) + coya(z) + ...+ cpyn(z) =0 Vo e 1.

b) heiflen linear unabhdngig in I, wenn sie nicht linear abhéngig sind, dh.:

Gilt Zciyi(x):0 Veel = ci=co=...=c¢,=0.
i=1
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Beispiele

cyi(a) =27, ya(z) = o

= Y1,y sind linear abhéngig in (0, 00), denn

y1(z) —y2(x) =0 Vz € (0,00),

aber y1,y2 sind linear unabhéngig in IR, denn:

ayi(z) + coya(x) =0 Ve e R =

fire=1 = c4+c=0 ; fire=-1 = —c+c=0 = c1=c=0
= ¥,y sind linear unabhéngig in IR.

y1(x) =1, yo(x) =, ys(z) =€ sind linear unabhéngig in IR, denn:
11+ cox +c3e” =0 Vo€ IR (differenzieren =)
c1-04+co-14c3e” =0 Vo€ IR (differenzieren =)
c1-0+c-0+c3e*=0 Ve e IR

= ¢c3=0,c=0,c=0.

Wir werden nun zeigen, dafl eine lineare homogene DGL n-ter Ordnung genau n linear
unabhéngige Losungen (Fundamentalsystem oder Basis des Losungsraums) besitzt,
und daf} die allgemeine Losung der homogenen DGL Linearkombination dieser linear
unabhangigen Losungen ist:

Satz 7.7 : Seien a;, f : (a,b) — IR stetig in (a,b) , (0<i<n—1).

Dann hat die lineare homogene DGL n-ter Ordnung

Lyl = y™ + an_1(2)y™ Y + ... 4+ ar(2)y’ + ap(z)y =0

in (a,b) genau n linear unabhdngige Losungen  y1,vs, ...,y (Fundamentalsystem).
Jede Losung von L[y] = 0 ist eine Linearkombination dieser y;, also ist

yn =Y _cyi , (i €R)
i=1

die allgemeine Losung der linearen homogenen DGL.

Beweis : Sei £ € (a,b). Fir (no,m1,...,Mn—1) setzen wir nacheinander

el =(1,0,...,0), & =(0,1,0,...,0), ... , € =(0,0,...,0,1).

Fiir jedes i erhalten wir nach Satz 7.5 genau eine Losung y; mit L[y;] = 0 und
(€)= {O fiiri # k+1

1 fiiri=k+1.

Diese y; sind linear unabhéngig in (a,b), denn aus
Zciyi(a:) =0 Vz € (a,b) folgt ( k mal differenzieren)
i=1
Zciygk)(x) =0 V€ (a,b) , YVk=0,1,...,n—-1 =
i=1

By 0 v -
Zczyi (&) =ckr1=0 VE=0,1,...,n— 1.

i=1
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Ist y Losung von L[y] = 0, so gilt mit ¢; =y~ (&)  y = Zciyi , denn:

1=1
n

Z ¢iy; ist Losung von L[y] = 0 mit den gleichen Anfangsbedingungen an der Stelle
i=1
¢ wie y, denn es gilt:

n

Zciygk)(@ =cppr =yP () VE=0,1,...,n—1.

i=1
Nach Satz 7.5 (Eindeutigkeit) miissen y und Zciyi in (a,b) ibereinstimmen.

=1

Bemerkung 7.8 : Man nennt n-linear unabhéngige Losungen von L{y| = 0
Fundamentalsystem, da jede Losung von Lly] = 0 sich dann als Linearkombination
dieser y; darstellen 1af3t.

Die Aufgabe beim Losen einer linearen homogenen DGL besteht also darin, ein Fun-
damentalsystem zu bestimmen. Das ist besonders einfach, wenn alle Koeffizienten a;
konstant sind. Bei einer linearen DGL 1.0Ordnung 148t sich auch bei nichtkonstantem
Koeffizienten a; die Losung einfach berechnen:

Lineare DGL 1.0Ordnung
Gegeben:

y +a(x)y = f(z)

mit a, f : I C IR — IR stetig in I.

1. homogen: ¢y = —a(z)y (Trennung der Variablen moglich)

a) Sonderfall: y(z)=0 ist Losung.
1
b) y#0 = /gdy:—/a(:z:)dx =

—/ a(t) dt
zo xo €1

yi(z) =e )

ist Fundamentallosung, falls y; Z0 =

Yn =CYy1 celR

ist allgemeine Losung der homogenen DGL 3’ = —a(x)y (der Sonderfall y = 0 ist
fiir ¢ = 0 enthalten).

2. partikuldre Losung: — Ansatz: yo(x) = c(x)y1(x)  (Variation der Konstanten)
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= yo(z) = d(@)yi(x) + c(z)yi(x) und yi(x) = —a(z)yi(z) (day, Losung der
homogenen DGL).
Einsetzen in die inhomogene DGL ergibt:

c(z)yi(z) + c(2)yi(z) +a(z)c(@)p(z) = f(z) = (da yi(z) +alz)yi(z) = 0)

/() = L&) c(x) = mit =z
c(a:)—yl(x) = ¢(z) w0y1(t)dt t xoel =
Q)
ke =) [

ist partikuldre Lésung der linearen inhomogenen DGL v’ + a(z)y = f(x).

Damit erhalt man:

Die allgemeine Losung der linearen inhomogenen DGL 1.0rdnung
y +a(x)y = f(z) lautet

T f(t) —/ a(t) dt
y(x) = <c—|— dt)yl(:z:) mit  y1(z) =e J=o ,x0€l, ceR
xo yl (t)
Beispiele
.y + (sinz)y = 2sinx
homogen: y1(x) = o= Jsinw v _ cosa , (#0in R) , ist Fundamentallosung
= yp(x) =ce®®* | ce€ IR , ist allgemeine Losung der homogenen DGL;
2
partikuldr:  c(x) = / ifslf /— dt = 2e~ " = 2e~ O5*

(Substitution ¢t = cosx , dt = —sinzdz)
= yo(x) = €% (2™ CO”) = 2 ist partlkuléire Losung (hier hiatte man eine par-
tikuldre Losung auch ”erraten” koénnen)
= y(xr) =ce*+2 | c€ IR , ist allgemeine Losung der gegebenen DGL in IR.

Ly 2y =1

homogen: yi(z) = o= 2w dr _ o—a? , (#0in R) , ist Fundamentallosung
= yp(x) = ce=’ , c€ IR , ist allgemeine Losung der homogenen DGL;

1 T
partikuldr:  c(z) = / — dx = / et dt
e~ % 0

X
= yo(x) = e_$2/ e’ dt ist partikulare Losung
0

= y(z) = ce™® fe / e’ at , c€ IR | ist allgemeine Losung der gegebenen
0
DGL in IR.
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T T

3.y + (tanx)y =sinz , ze€(-5,5)

a(z) = tanz und f(z) = sinz sind stetig in (-3, 3);

homogen:  yi(z) = o= Jrmnw dr _ (neost) _ gy , (#0in (=3,%)) , ist
Fundamentallésung
= yp(x) =ccosx , ce€ IR , ist allgemeine Losung der homogenen DGL;
I sin x
partikuldr:  c(z) = / dr = —In|cosz| = —1In(cosz) , (dax e (-%,5))
cos
= yo(z) = —coszln(cosx) ist partikuldre Losung
= y(z) =ccosx —coszIn(cosx) , c€ IR , ist allgemeine Losung in (-3, §).
B U :
4. I' + ZI =7 I(0) =0 , Einschaltvorgang (vgl. S.229 )
R
— / — dt —Et
homogen: Ii(t) =e L —¢ L

partikuldr:  1y(t) = % ("erraten”)
A U U U
= I(t)=ce tE o (0) ct = c 7 =
R
U -t )
I(t) = E(l —e L) ist einzige Losung der AWA
I
u
R
0 t

Lineare DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

1) Homogene DGL

Lyl = y™ 4+ ap_1y™ Y+ ...+ a1y +apy =0 mit
a; € R , (0<i<n-—1) (dh.: konstante Koeffizienten).

Gesucht:  Fundamentalsystem.

Wir machen den Ansatz: y(z) =e* |, A€ @ Dann gilt:
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Lly] = A"e M + a, 1 A" 1M + L 4 ag e + age”
= A"+ a, A"+ ad +ag)e’ =p(\)e =0
mit

pAN) = A" +a, (AN 4+ ad+a

charakteristisches Polynom der DGL Lly] = 0.

Da ’e)\x‘ _ ’e(a+iﬁ)z’ _ |ea1‘eiﬂm’ _ eoz:r|eiﬂx’ — e ?é 0
(da |e?P*| = |cos Bz +isinfBx|=1) =

L] =0 < p(A\)=0 < \ist Nullstelle von p()).
Also gilt:

Y

Az

y(r) = e™* ist (komplexe) Losung von Lly|] =0

<\ ist Nullstelle des charakteristischen Polynoms p(\)

Ist A komplexe Nullstelle, so ist y(z) = e** eine komplexe Losung. Dann sind aber

Re(e*®) und Im(e*?) reelle Losungen, denn es gilt:

Satz 7.9 :

w(z) = u(x) +iv(x) ist komplere Losung der DGL Lly] =0
< wu(z) und v(x) sind reelle Losungen der DGL Lly] = 0.

Beweis :
Llu+iv] = Llu] + iL[v] =0 (da L linear) < L[u] = L[v] = 0.

Ist A = a + i3 Nullstelle von p()), so ist auch A = a — i3 Nullstelle von p(\) (da
p(A) reelles Polynom), also sind  y(z) = e(@#)? = ¢®%(cos Bz + isin fz) komplexe
Losungen. Hieraus erhalt man die reellen Losungen

Re(elot)2) — e2® cos Bz und  Im(el®+H)®) = 9% sin B,

Da (4+e“*sin fz) und (—e** sin fz) linear abhéngig in IR, erhdlt man also als reelle
Losungen:

e*®cosfPx , e*Psinfx

Hat nun p(\) n verschiedene Nullstellen, so findet man iiber den Ansatz y(z) = e**

n verschiedene reelle Losungen, von denen noch gezeigt wird, dafl sie in IR linear
unabhangig sind.

Wir behandeln nun den Fall, da8 A I-fache Nullstelle von p(A) ist.
In diesem Fall gilt: p*)(\) =0 fiir 0 <k <1 —1 (da I- fache Nullstelle).
k

Da offensichtlich ( & (e*)) = @ (— " (er)) = A — (zFer) | gilt
nsi — = =
) dNF dy dai X VT da '8
d _ Z )\w _ - . d d' Az\) S ) d' k Az
U )\k Z ) = ;a e g @) = ;a’d:pi (z7e™)
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= dk [ )\x] _ L[l’k Aw]
d\k
Andererseits gilt L[e*] = ()\)e)‘m =
d* Gl : .
L{zFer] = WL[e’\m] = d)\k Z ( ) @ (N)zF=Ter =0 fiir

j_
0<k<l—-1 (dapW(N\)=0fir0<j<Il-1).

Also gilt

Ist A [-fache Nullstelle von p(\) , so sind

yr(z) = 2% Losungen von Lfy] =0 fir k=0,1,...,1—1

Satz 7.10 : Gegeben sei die lineare homogene DGL mit konstanten Koeffizienten
Lyl =y™ +a,_1y™ D+ . +ary +ay=0 , (4 €R).

a) Ist A€ IR [-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms p(\), so sind

e)\:c , xe)\x o ,Sl?l_leMU

Loésungen von L[y] = 0.

b) Ist A=a+if € € I-fache Nullstelle von p()), so sind

e cos Bx , xe®®cosfBx , ... , £ e cos fr

e gin Bx , e sinfr , ..., ' e sin Bx

Loésungen von L[y] = 0.

¢) Auf diesem Weg erhilt man insgesamt n linear unabhéngige Losungen in IR, also
ein Fundamentalsystem von L[y| = 0.

Beweis : Es bleibt zu zeigen, dafl die auf diesem Weg gefundenen Losungen in IR linear
unabhangig sind.

Sei \; l;-fache Nullstelle von p(A\) , (1 < i < k), dann betrachten wir eine beliebige
k

Linearkombination Z ¢i(z)eM® | wobei grad q; <1; — 1.

i=1
k

Es ist zu zeigen: Aus Zqi(x)e’\ix =0 VreR = ¢(r)=0inR V1<i<k.
i=1

Dies zeigen wir mit vollstandiger Induktion:

k=1 q(z)eM*=0 = q(z)=0,dae® #£0.

E—1—k qi(z)eM® + ...+ qp(x)eM® = 0.

Ist gx(z) =0 = (nach Induktions-Vor.) ¢1(z) =gq(z)=...=qp-1(x) =0.

Ist i (x) # 0, dann existiert ein g;j(z) Z0 mit j # k (denn sonst wére ja

240



ge(2)eM* =0 = q(z) =0).

Multiplizieren wir mit e~ **, so erhalten wir

ql(x)e()‘l_A’“)”’ o+ qk_le()\kfl—)\k)x + Qk(x) =0.

Differenzieren wir [, mal nach z, so erhalten wir

q1 (x)eo‘l_’\’f)w + ot e AR)T = (da grad q <l —1).

Hierbei haben die Polynome ¢; den gleichen Grad wie ¢;, wie man sich leicht iiberlegen
kann.

Dag; #0 = ¢; #0. Das ist aber ein Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung.

Beispiele
Y =Ty +6y=0

Der Ansatz y(z) = e** fiihrt auf das charakteristische Polynom

pA) =X -TA+6=A-1)(A-2)(A+3)=0

= M =1, =2, A3 = —3 sind die Nullstellen

= {e®, e?®  e73%} ist Fundamentalsystem

= y(x) =c1e” + c2e*® +c3e73% | (¢; € IR) , ist allgemeine Losung in IR.

) y(4) +2y/// _ 2y/ —y=0

pA)=A1+2X3 -2 1= (A —-1)(A+1)3=0 (charakteristisches Polynom)
= A1 =1 (einfache) , Ay = —1 (3-fache)-Nullstelle

= {e®, e ®, xe @ 2%e7%} ist Fundamentalsystem

= y(z) =c1e” + coe " + cgwe T + cyx’e® | (¢; € IR) , ist allgemeine
Losung in IR.

) y(5) + 8y/// + 16y/ =0

p(A) = A5+ 83 + 16\ = A(\2 +4)2 =0 (charakteristisches Polynom)

= A =0 (einfache) , Ay 3 = £2i (doppelte)-Nullstellen

Re(e?™®) = cos 2z , Im(e*?) = sin 2z

= {1, cos2x, sin2x , xcos2z , xsin2x} ist Fundamentalsystem

= y(z) = c1 + c2cos2x + c3sin 2x + cyx cos 2x + czxsin2x , (¢; € R)
ist allgemeine Losung in IR.

) y(4) + 2y/// + 3y// 4+ 2y/ +y = 0
pA) =AM 4203 + 4302+ 20+ 1= (A2 + X +1)2 =0 (charakteristisches Polynom)
= Mpo=-3+41-1=-1% z\/Tg (doppelte)-Nullstellen

_1.,;V3 _z 14,3 _z .
Re(el=215)%) = ¢ 2cos*/7§x, Im(el-2115)7) = ¢ 2sm\/7§:1:

= {e 2 cos By e %sin Ly, ze % cos Lx, ve F sin ‘/Tgx} ist Fundamental-

2 2 2
System
= y(x) = cre” 2 cos ‘/TE:B + cge” 2 sin ‘/TE:B + c3re” 2 cos ‘/7553 + cqze” 2 sin %gx ,

(c; € IR) , ist allgemeine Losung in IR.
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5. Lineare homogene DGL 2.0rdnung mit konstanten Koeffizienten
y'+ay +by=0 (z.B.: Reihenschwingkreis)
p(A) = A2 +a\+b=0 (charakteristisches Polynom)
= Mo=-244/% —b=-2+1Va2 4D

1LFall: a®>>4b = X\g2=—%+3Va?—4bc R (einfache) Nullstellen =

y(@) = c1eM? +cpe?® | € R

ist allgemeine Losung mit A\j o = —5 + %\/ a? —4b .
2.Fall: a*=4b = X\ =—% (doppelte) Nullstelle =

R

m

y(z) = (c1 + czx)e_%g” , G

ist allgemeine Losung.

S.Fall: a®> <4b = M g=—%4ii\/4b—a? € € (einfache) Nullstellen =
: 2 =13

y(z) = (c1 coswz + cosinwr)e™ 2% | ¢; € IR

ist allgemeine Losung mit w = %\/ 4b — a? .

Diese allgemeine Losung kann auch folgendermaflen geschrieben werden

y(r) = Ae 2% sin(wr +¢) , A,p€ R

Denn:
Asin(wz + ¢) = A(coswz sin ¢ + sinwzx cos ¢) = (A sin ) coswz + (A cos ¢) sinwx
= ¢1 coSwT + cysinwx mit ¢ = Asing und cg = Acosp , A= /c3+c3.

Ist a >0 = geddmpfte Schwingung.

"
/'\
Ist a=0 = wungedamfte Schwingung. \\//\\/

Im 1.Fall und 2.Fall liegen aperiodische Bewegungen vor.

Eine Dampfung tritt ein, wenn A\; und Ay < 0 sind, dh: wenn a > 0 und b > 0 ist.

NN
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Beispiele hierzu

' +2y +y=0 = y(z)=(c1 +cox)e ™

' +w?ly=0 = y(r)=ccoswr+ cysinwx

v'+y +y=0 = y(x)=e"2(ccos \/7530—1-02 sin %gx)
v +3y +2y=0 = y(x)=cre % +cre 2®

v —wly=0 = y(z)=c1e“" + cpe”¥? = dj cosh(wzx) + dy sinh(wz).

Bestimmung einer partikularen Losung bei inhomogenen linearen DGL

Gegeben: L[yl = y™ + ap_1y™ Y + ...+ ary/ + agy = f(z)
mit a; € IR und f: I C IR — IR stetig in I.

Gesucht: yo mit Lyg] = f(x) Vo € I (partikuldre Losung).

Beispiel Elektrischer Schwingkreis mit zusétzlichem Erreger ( Generator)
LI"+RI' + 51 = f(t) erzeugt eine erzwungene Schwingung.

Die Losungen der zugehorigen homogenen DGL sind die Figenschwingungen des
Schwingkreises.

Wir sprechen von Resonanz, wenn die Erregerfrequenz mit einer Frequenz einer Eigen-
schwingung (Eigenfrequenz) {ibereinstimmt.

Wir geben nun fir spezielle "rechte Seiten” einen Ansatz an, der auf eine partikulare
Losung fiihrt:

Die rechte Seite sei von der Form

) =gty { 0

sin Bz

mit g(x) Polynom.

Ersetzen wir die rechte Seite durch die komplexe Funktion f(z) = g(z)el@ Az,
so fiihrt der (komplexe) Ansatz

wo(x) = xlr(x)eletifle

(mit grad r = grad q) auf eine partikuldre Losung, und zwar

yo(x) = Re(wp(z)) , falls auf der rechten Seite ” cos fx”
yo(z) = Im(wo(z)) , falls auf der rechten Seite ” sin fz”

Hierbei ist [ = 0, falls (a+1i3) keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms p(\) ist
(keine Resonanz); esist (> 0, falls (a+i3) I[-fache Nullstelle des charakteristischen
Polynoms p(\) ist (I-fache Resonanz).
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Im Fall 8 =0 ist der Ansatz reell, und es gilt yo(z) = wo(x).
Im Fall 3 # 0 kann auch der folgende reelle Ansatz durchgefiithrt werden:

yo(z) = 2! (r1(x) cos Bx + ro(x) sin Bx)e®

(mit grad r = grad ro = grad q).

Beispiele
Y +y = 222

homogen: p(\) =A2+1=0 = No=4i =
yn(x) = crcosx + cosinx |, ¢; € IR , ist allgemeine Losung der homogenen DGL;

partikuldir: a=03=0 , a+if =0 ist keine Nullstelle von p(A) =
keine Resonanz =-

Ansatz: yo(x) = a +bx + ca® =

yo(r) = b+ 2cx , y{(xr) =2c, einsetzen ergibt:

2c+ a + bx + cx? = 222, Koeffizientenvergleich ergibt:
c=2,b=0,a=-2c=-4 =

yo(z) = —4 + 222 ist partikulire Losung =

y(z) = cicosz + casinz + (—4 +22%) |, ¢ € R , ist allgemeine Losung in IR.

Yy =142
homogen: p(A) =X +A=0 = M\ =0, py=-1 =
yn(x) =c1 +ce™ | ¢ € IR , ist allgemeine Losung der homogenen DGL;

partikuldr: a=0=0 , a+if =0 ist (einfache) Nullstelle von p(\) =
(einfache) Resonanz =-
Ansatz: yo(z) = z(a + bx) = ax + ba? =
yo(r) = a+2bx , y{(xr) =2b, einsetzen ergibt:
2b+4+a+ 2bx =1+ x , Koeflizientenvergleich ergibt:
b=1,a=1-20=0 =

)

yo(x) = % ist partikulare Losung =

y(r) =1+ coe™ " + %2 , ¢; € IR , ist allgemeine Losung in IR.

.y”—2y'+y=ew

homogen: p(A\) = A2 —=2XA+1=(A—1)2=0 = X\ =1 ist doppelte Nullstelle =
yn(z) = (1 + cax)e® |, ¢; € IR , ist allgemeine Losung der homogenen DGL;

partikulir: =1, =0, qg(z) =1 , a+if =1 ist (doppelte) Nullstelle von
p(A) = (doppelte) Resonanz =

Ansatz: yo(x) = 2%(ae®) = az’e® =

yo(z) = a2z + 22)e” | yl(z) = a(2 + 2z + 22 + 22)e® = a(2 + 4z + 2%)e” , einsetzen
und Division durch e” ergibt:
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a2+4z +2%) —2a(2r +2*) +az® =1 = 2a=1 = a=3 =

yo(z) = 22" ist partikulire Losung =

y(z) = (c1 + cox)e” + 2% | ¢; € R, ist allgemeine Lésung in IR.

—X

Yy —y = —4ze
homogen: p(A\) =X —-1=0 = A =1, Ay = —1 sind einfache Nullstellen =

x

yn(z) = 1e” + e | ¢; € IR |, ist allgemeine Losung der homogenen DGL;

partikulir: o= -1, =0, qx) = —4x , a+if = —1 ist (einfache) Nullstelle
von p(\) = (einfache) Resonanz =

Ansatz: yo(z) = z(a + bx)e™® = (ax + br?)e™* =

yo(z) = (a + 2bx — ax — bx?)e™® | ylf(z) = (2b — a — 2bx — a — 2bx + ax + bx?)e™®
= (2b — 2a — 4bx + ax + bx?)e™® | einsetzen und Division durch e™® ergibt (Koef-
fizientenvergleich):

r2-Term: b—b=0

xt-Term: —4b+a—a=-4 = b=1

20-Term: 2b—2a=0 = a=b=1 =

yo(z) = (x + 2?)e™® ist partikulire Losung =

y(r) = cre® + coe™* + (x +2%)e™® |, ¢; € IR , ist allgemeine Losung in IR.

-y 4y 4y =cos2x

homogen: p(A\) = N> +A+1=0 = M\o=—1+i%® sind cinfache Nullstellen =

yn(z) = (€1 cos %gx%—cz sin %gx)e_% , ¢; € IR | ist allgemeine Losung der homogenen
DGL;

partikulir: o =0, B =2, qz) =1 , «a-+if = 2i ist keine Nullstelle von
p(A) = keine Resonanz =
Komplexer Ansatz: wo(r) = ae** =

wo(x) = 2iae®® | wg(x) = —4ae®™  einsetzen und Division durch e** ergibt:
—da+2iata=1 = (3+2)a=1 Sa=—5="" =

wo(z) = (- —ig)e?™ = (-3 — z%)(cos2x +isin2x) =

yo(z) = Re(wo(z)) = — 2 cos 2z + Z sin 2z ist partikulére Losung.

Oder reeller Ansatz: yo(x) = acos2z + bsin2z  (keine Resonanz) =

yo(r) = —2asin2z 4+ 2bcos2x , y(x) = —4acos2z —4bsin2z , einsetzen und nach
cos- und sin- Termen sortieren ergibt:

cos-Terme: —4a+2b+a=1 = —-3a+2b=1

sin-Terme: —4b — 2a —|— b=20 :> —2a—-3b=0

GLS 16sen = a=— 13 ) b— =
yo(z) = == cos 2z + 5 sin 2z 1st partikuldre Losung =
y(z) = (1 cos §x+02 sin %ga:)e_% — 2 cos2r+ & sin2z , ¢ € R , ist allgemeine

Losung in IR.
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6. vy +y=sinx

homogen: p(A\) =A>+1=0 = A o==4i sind einfache Nullstellen =
yn(x) = crcosx + cosinx |, ¢ € IR , ist allgemeine Losung der homogenen DGL;

partikulir: o =0, =1, qlx) =1 , a+if =i ist einfache Nullstelle von
p(A) = (einfache) Resonanz =

Komplexer Ansatz: wo(z) = zae’™ =

wh(z) = a(l +ix)e’™ | wi(xr) = a(i + i+ i?x)e'” = a(2i — x)e' , einsetzen und
Division durch e ergibt:

a(2i—z)+ar=1 = 2a=1 = a=5=-% =
wo(z) = —Lwe™ = —Lz(cosz +isinz) =
yo(z) = Im(wo(z)) = —1zcosz ist partikulire Losung =

y(z) = cpcosz + cosinx — %ac cosr , ¢; € IR , ist allgemeine Losung in IR.

7.y +y=uxsinze”

homogen: p(\) = NM4+1=0 = M2 = i sind einfache Nullstellen =
yn(x) = crcosx +cosinxe , ¢; € IR , ist allgemeine Losung der homogenen DGL;

partikuldr: o =1, =1, qglx) =x , a+if =1+1i ist keine Nullstelle von
p(A) = keine Resonanz =
Komplexer Ansatz: wq(z) = (a + bx)e1+)? =
wh(x) = (b+ (1 +i)a+ (1 +14)bx)et+)?
wil (z) = (1 + )b+ (1 +i)b+ (144)%a + (1 +i)%bx)et+)®
= (2(1 +i)b + 2ia + 2ibx)e*T)¥ | einsetzen und Division durch e(**)? ergibt:
2(1+1)b+ 2ia+ 2ibz + a+ bxr =x = (Koeflizientenvergleich):
pl-Term: (1+2i)b=1 = b= =13%

1+2i 5

20-Term: (2 + 2i)b+ (1 + 2i)a = OJr = a= —%igzb — (2+2i)5(1—2i)b

= a:—%b:—wz—%?i:”{;“ -

wo(z) = (F2EH + L2ig)e(IHDe — (Z2EME 4 122100 (cosz + isinz)e® =

yo(z) = Im(wo(z)) = ((32 — 2z)cosz + (—& + tz)sinz)e” ist partikulire Losung.

Hier ware ein reeller Ansatz mit wesentlich mehr Rechenaufwand verbunden.

y(r) =crcosx +casinx +yo(x) , ¢ € R , ist allgemeine Losung in IR.
Superpositionsprinzip

Ist die rechte Seite von der Form f(z) = Z fr(z) wund ist yi partikuldre Losung
k=1
von Lly| = fr(z) =

yo(x) = Z yr(x) ist partikuldre Losung von Lly| = Z fe(x) .
k=1 k=1
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m m m

Denn: Llyo] = L[Z Yk = ZL[yk] = Z fr(z) (da L linear).
k=1 k=1 k=1

Beispiele

Yy +y = 3e* 4 222

partikulare Losung:

zu 3e?*:  Ansatz yi(x) = ae®*® (keine Resonanz)
= yi(x) =2ae** , y(x) = 4ae** =

da+a=3 = a=2 = y(z)=32e"

zu 222 Ansatz  yo(x) = a+br +cx
= yh(x)=b+2cx , yY(r)=2c =

2c+a+br+cr? =222 = ¢=2,b=0,a=-4 = ylr)=-4+22%> =
yo(z) = 2e?* + (—4 + 22?) ist partikulire Losung.

o Ul

(keine Resonanz)

.y +2y +y=2coshzx =e* +e 7

homogen: p(A) = A2 42 +1=(A+1)2=0 = A = —1 ist doppelte Nullstelle =
yn(z) = (c1 + c2x)e™™ | ¢; € IR , ist allgemeine Losung der homogenen DGL;

partz’kuldr'

zue®: Ansatz yi(z) =ae® (keine Resonanz)
= y1( ) =ae” , yl(z) =ae” =
a+2a+a=1 = a—i = yi(z) = 1e”,

zu e Ansatz ys(2) = ax?e™® (doppelte Resonanz)

= yh(z) =alx —2¥)e™® | yi(x) =a(2 -4z +2%)e™® =
a(2—4dr+a2?+4x-222+22) =1 = a=1L1 = p@) =1Lir%? =

2 2
yo(z) = Le” + 12%e™" ist partikulire Losung;

—XT.

€T

y(z) = (c1 + cox)e ™™ + e + 122%™ | ¢; € R, ist allgemeine Losung in IR.

g(z) Lfalls0<z<lI

h(z) Lfallsl <z < oo

so mufl man zunéachst die allgemeine Losung in [0, l] und dann die allgemeine Losung
in (I,00) bestimmen und an der Ubergangsstelle x = 1 verlangen, daB die Losungen
mitsamt ihrer Ableitung dbereinstimmen.

Ist die rechte Seite von der Form f(z) =

Beispiele

" Jx(r—2z) fallsO<zx <7
Y +4y‘{ 0 falls > 7

y(0) =¢'(0) =0 (Einschaltvorgang),
f ist stetig in [0, 00).
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homogen: p(A\) =X +4=0 = X\ o=+2 =
yn(x) = c1co82x 4 cosin2zx , ¢; € IR , ist allgemeine Losung der homogenen DGL;

partikular:

a) in [0,7]: Ansatz yo(z) = a+bx + cx? (keine Resonanz)
= yy(x)=b+2cx , yi(z)=2c =

2c +4a + 4bx +4ca®? =mx — 22 = c= —% , b=17, a:% =
yo(z) = 3 (1 + 27z — 22?) ist partikulére Losung in [0, 7];

b) in (m,00): = yo(x)=0.

Léosung in [0,7):  y1(x) = ¢1 cos 2z + casin 2z + §(1 4 272 — 222) | (¢; € R),
Losung in (m,00): yo(z) = dy cos2z + dasin2x |, (d; € IR).

o=

Anfangsbedingung: 31(0) = ¢; + % =0 = ¢ =-—
y’1(0)2202+%20 = Co =
= yi(z) = (1 + 27z — 22 — cos 2z — 7sin 2x).

us
8

Ubergang bei x =
yg(ﬂ'):dl:yl(ﬁ):%(1+2ﬂ'2—2ﬂ'2—1):0 = d; =
yé(ﬂ):2d2:y’1(ﬂ'):%(271’—471’—271‘)2—% = dy=-%7 =

B %(1—{—27@—23:2—cost—wsin?a:) Jalls 0 <z <7
y(w) = { — 7 sin 2z Jalls x >
ist die gesuchte Losung in [0,00). ¥y ist 2-mal stetig differenzierbar in [0,00), da f
stetig in [0, 00) ist.

[an}

y o falls0O<z<n7
4 +4y—{0 falls ¢ > 7

y(0) =4'(0) =0 (Einschaltvorgang),

f ist nicht stetig in [0, 00), .
sondern hat bei x = 7 eine Sprungstelle. I T o

homogen: p(A\) =X +4=0 = \o=+2i =
yn(r) = cpcos2x+cosin2z , ¢; € IR, ist allgemeine Losung der homogenen DGL;
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partikuldr:

a) in[0,7]: yo(z) =2,
b) in (m,00): yo(x) =

Losung in [0,7]: yi(x) = ci1cos2x +cosin2z + § , (¢; € IR),
Losung in (m,00):  ya(x) = dy cos2x + desin2z , (d; € IR).

Anfangsbedingung: 31(0) =¢; =0 = ¢ =0
Yi(0)=2c0+7=0 = co=—
= yi(z) = §(2z — sin2z).

oo

Ubergang bei x =
ya(m) =di =ypi(m) =7 = di=7
yh(m) =2dy =yi(m) =0 = dy=0 =
_ i@z —sin2z) falls0<z <7
y(w) = { Z cos2x Jalls ¢ >
ist die gesuchte Losung in [0, 00). y ist nur 1-mal stetig differenzierbar in [0, c0),
y" (m) existiert nicht.

\WAWA
R vavi

Zum Schlufl behandeln wir noch eine Methode, wie man auch bei anderen rechten
Seiten (wenn ein Ansatz nicht moglich ist) eine partikuldre Losung bestimmen kann:

Satz 7.11 : Gegeben Lly] =y™ 4+ ap_1y™ Y + ... + a1y + apy = f(x) mit

f i [a,b] — IR stetig in [a,b] , a; € IR, o € [a,b].

u sei Losung der zugehorigen homogenen DGL L[y] = 0 und erfiille die Anfangsbe-
dingungen:

u(0) =u'(0) = ... =u™2(0) =0, v""(0) = 1.
Dann ist
wie) = [ ute— 05 di

eine partikuldre Losung von L|y] = f(z) in [a, b].
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Beweis : Wir werden spéter zeigen, dafl yo n-mal differenzierbar ist in [a, b] mit

yo(z) = /x o (x —t)f(t) dt —|—EL(:L‘ — t)f(t)]t:x

J/

’ 2
() = [ @ = 05(0) dt ol @ - 010,
0

y" V(@) = / N ) 7(0) db D @ - 070,
-0

@) = [ = 0r@) e 0],

0 ~ d
=f(z)

Einsetzen :izn die DGL ergibt:

U = [ Dlute— 0150 4 1) = S@) (@a Ifu] =0)
= Yo is:fcopartikulé,re Losung von Lly] = f(x).
Bemerkung

xo ist frei wahlbar in [a,b], z.B.: z¢ =0, falls 0 € [a, b].

Beispiel

1 T T

12
— , e -, =
vty CcosS T v ( 2 2)

homogen: p(A)=X2+1=0 = yu(x)=cicosx + cysinuz.

Bestimmung von u mit u(0) =0, «/(0) = 1:

u(x) = cycosx + cosinz  (allgemeine Losung der homogenen DGL),

u@0) = =0 , ¥0) =c =1 = wulx) =snz erfilt Lju] = 0 und
u(0) =0, «/(0) =1

T sin(x — ¢t T sinxcost — cosxsint
- yo(x):/ (—)dt:/ dt
0 cost 0 cost

’ ¥ sint
=sinz 1dt —cosx / ; dt = xsinz + coszIn(cosz)  ist partikuldre
o COs

y(z) = cycosx + cpsinw + wsinx 4 coszIn(cos ) ist allgemeine Lésung in (-3, 7).
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