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Kurzüberblick

Ein staubiges oder komplexes Plasma besteht neben den Elektronen, Ionen und Neutral-
gasteilchen aus kompakten Partikeln im Mikro- oder Submikrometerbereich. Die Staub-
partikel wechselwirken mit den Plasmateilchen und laden sich elektrisch auf, bis ei-
ne Gleichgewichtsladung erreicht ist, welche von der Gröÿe der Staubteilchen und den
Plasmaparametern abhängt. Die Gleichgewichtsladung oder das Gleichgewichtspotenzi-
al stellt eine der charakteristischen Gröÿen eines staubigen Plasmas dar. Eine analyti-
sche Bestimmung des Gleichgewichtspotenzials für sphärische Staubteilchen ist mit der
OML-Theorie möglich, welche allerdings lediglich in einem eingeschränkten Parameter-
bereich eine gute Approximation darstellt, nämlich wenn das Staubteilchen kleiner als
die Debyelängen des Plasmasystems ist und kein Magnetoplasma vorliegt. Die wesentlich
aufwändigere OM-Theorie erlaubt die Bestimmung des Gleichgewichtspotenzials in Ab-
hängigkeit des Staubteilchenradius, wobei eine numerische Lösung der Poissongleichung
erforderlich ist.
In dieser Arbeit wird mit dem �Particle-In-Cell�-Code OPAR die Au�adung von einzel-
nen, sphärischen Staubteilchen unterschiedlicher Gröÿe bis zum Erreichen des Gleichge-
wichtszustands untersucht. Die Staubteilchen sind dabei als innere und ortsfeste Randbe-
dingungen mit einer zeitabhängigen Staubteilchenladung implementiert. In den OPAR-
Simulationen werden Elektronen und Ionen dynamisch betrachtet, wobei das Simulati-
onsgebiet durch entsprechende äuÿere Randbedingungen in ein �unendlich� ausgedehn-
tes, ungestörtes Maxwellplasma eingebettet ist. Es sind Plasmasysteme bei verschiedenen
Temperaturverhältnissen (Ionen zu Elektronen) sowie mit verschiedenen Staubteilchen-
radien simuliert worden. Die Radien fallen dabei kleiner als auch gröÿer als die Debye-
längen des betrachteten Plasmasystems aus. Es werden die Gleichgewichtspotenziale, die
Elektronen- und Ionendichten in der Umgebung des Staubteilchens sowie der Potenzi-
alverlauf sowohl für Plasmasysteme ohne Magnetfeld als auch für Magnetoplasmen mit
unterschiedlichen magnetischen Flussdichten diskutiert. Das Magnetoplasma wird dabei
durch die Überlagerung des Simulationsgebietes mit einem homogenen und konstanten
Magnetfeld erzeugt.
Die Ladungsströme auf ein sphärisches Staubteilchen verlieren in einem Magnetoplasma
die Rotationssymmetrie, welche in der OML- und OM-Theorie angesetzt wird. Da Elek-
tronen stärker an Magnetfeldlinien gebunden werden als Ionen, wird der Elektronenstrom
auf ein Staubteilchen stets stärker beein�usst als der Ionenstrom. Mit Hilfe der OML-
Theorie werden qualitative Aussagen über das Verhalten des Gleichgewichtspotenzials
unter dem Ein�uss eines Magnetfeldes analytisch abgeleitet und mit den Simulationser-
gebnissen verglichen, wobei insbesondere der Übergang zwischen dem unmagnetisierten
und dem voll magnetisierten Fall untersucht und modelliert wird.
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Glossar

Konstanten

Symbol Name Wert

ε0 Elektrische Feldkonstante 8, 85419 · 10−12 F/m
π Kreiszahl 3, 141592654
e Elementarladung 1, 6022 · 10−19 C
k Boltzmannkonstante 1, 3807 · 10−23 J/K
me Elektronenmasse 9, 1094 · 10−31 kg

Wichtige Variablen und Parameter

Symbol Name Einheit

α Streuparameter dimensionslos
β Normierte Temperatur Ti/Te dimensionslos
γe Normierter Radius R/rmp

ge dimensionslos
γi Normierter Radius R/rmp

gi dimensionslos
Γn Stromdichte, n = 1D, 2D, 3D 1/m, 1/m2, 1/m3

∆t Zeitschrittweite s
∆x Gitterpunktabstand x-Richtung m
∆y Gitterpunktabstand y-Richtung m
∆z Gitterpunktabstand z-Richtung m
ηR Normiertes Ober�ächenpotenzial eVR/kTe dimensionslos
Θ Heaviside-Funktion dimensionslos
λd Abschirmlänge m
λe Debyelänge der Elektronen m
λi Debyelänge der Ionen m
λl Linearisierte Debyelänge m
ρ Ladungsdichte, 1D, 2D, 3D C/m, C/m2, C/m3

ρ0 Superteilchenladung pro Gitterzelle, 1D, 2D, 3D C/m, C/m2, C/m3

σ Stoÿparameter m
σb Kritischer Stoÿparameter (Potenzialbarrieren) m
σkrit Kritischer Stoÿparameter m
σ−krit Kritischer Stoÿparameter, abstoÿendes Potenzial m
σ+

krit Kritischer Stoÿparameter, anziehendes Potenzial m
φ Potential (numerische Lösung Poissongleichung) V
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ψ Phasenwinkel rad
ψkrit Kritischer Phasenwinkel rad
ω Winkelgeschwindigkeit rad/s
ωe Plasmafrequenz Elektronen 1/s
ωg Zyklotronfrequenz 1/s
A Entmagnetisierungsfunktion dimensionslos
~B Magnetisches Feld T
Be Magnetische Flussdichte gemäÿ magnetisierter

Elektronen
T

Bi Magnetische Flussdichte gemäÿ magnetisierter
Ionen

T

Bz Magnetische Flussdichte in z-Richtung T
C Kapazität F
D Magnetisierungsfunktion dimensionslos
E Energie eV
~E Elektrisches Feld V/m
erfc Komplementäre Fehlerfunktion dimensionslos
fnM(~v) Geschwindigkeitsverteilung nach Maxwell, n =

2D, 3D
dimensionslos

i, j, k Indizierung Gitterpunkte
I0 Potenzialunabhängiger Strom A
Ie Elektronenstrom A
Ii Ionenstrom A
IBi

i Magnetisierter Ionenstrom A
J Drehimpuls kg m2/s
Jkrit Kritischer Drehimpuls kg m2/s
K0 Modi�zierte Besselfunktion dimensionslos
lmfp Mittlere freie Weglänge m
m Masse kg
mi Ionenmasse kg
n0 Teilchendichte, 1D, 2D, 3D 1/m, 1/m2, 1/m3

ne Elektronendichte, 1D, 2D, 3D 1/m, 1/m2, 1/m3

ni Ionendichte, 1D, 2D, 3D 1/m, 1/m2, 1/m3

NSP Anzahl Superteilchen dimensionslos
NSPC Superteilchendichte pro Gitterzelle, 1D, 2D, 3D 1/m, 1/m2, 1/m3

Nn Anzahl Gitterpunkte, n = x, y, z dimensionslos
q Ladung C
Q Ladung auf Gitterpunkt C
QR Ober�ächenladung Staubteilchen C
QSP Superteilchenladung e
R Staubteilchenradius m
~r Abstandsvektor m
rA Absorptionsradius m
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rg Gyrationsradius m
rmp

ge Wahrscheinlichster Gyrationsradius Elektronen
in Maxwellverteilung

m

rmp
gi Wahrscheinlichster Gyrationsradius Ionen in

Maxwellverteilung
m

rav
ge Mittlerer Gyrationsradius Elektronen m
rav

gi Mittlerer Gyrationsradius Ionen m
S Abbildungsfunktion dimensionslos
t Zeit s
T Temperatur K
Te Elektronentemperatur K
Ti Ionentemperatur K
V Potenzial (analytische Lösung Poissongleichung) V
VR Ober�ächenpotenzial Staubteilchen V
Veff E�ektives Potenzial eV
~v Geschwindigkeit m/s
v∞ Geschwindigkeit im unendlichen m/s
v⊥ Senkrechte Geschwindigkeit m/s
v‖ Parallele Geschwindigkeit m/s
vφ Tangentiale Geschwindigkeit m/s
vn

av Mittlere Geschwindigkeit in Maxwellverteilung,
n = 2D, 3D

m/s

vnmp Wahrscheinlichste Geschwindigkeit in Maxwell-
verteilung, n = 2D, 3D

m/s

vr Radiale Geschwindigkeit m/s
x Kartesische x-Koordinate m
X Gitterpunkt dimensionslos
y Kartesische y-Koordinate m
z Kartesische z-Koordinate m
ˆ Normierter Wert

Abkürzungen

Bezeichnung Beschreibung

1D, 2D, 3D Ein-, Zwei-, Dreidimensional
Ar40 Argon 40
CCD Charge Coupled Device
H+ Ionisierter Wassersto� (Proton)
HF Hochfrequenz
HST Hubble Space Telescop
IMPF International Microgravity Plasma Facility
ISS International Space Station
ITER International Thermonuclear Experimental Reactor
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MDPX Magnetized Dusty Plasma Experiment
NGP Nearest Grid Point
OM Orbital Motion
OML Orbital Motion Limited
PECVD Plasma Enhanced Chemical Vapour Deposition
PIC Particle In Cell
PK-3 Plus Plasma Kristall Experiment 3 Plus
PK-4 Plasma Kristall Experiment 4
PKE Plasma Kristall Experiment
RF Radiofrequenz
SCEPTIC Specialized Coordinate Electrostatic Particle Thermals In Cell
UKW Ultrakurzwelle
UV Ultraviolett
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1. Einführung: Komplexe (staubige)
Plasmen

Aus der alltäglichen Erfahrung sind uns die drei Aggregatzustände �fest�, ��üssig� und
�gasförmig� sehr gut vertraut. Wasser be�ndet sich bei atmosphärischem Normaldruck
und einer Temperatur zwischen 0◦C und 100◦C im �üssigen Zustand. Die Kühlung auf
unter 0◦C bewirkt den Phasenübergang in den festen Zustand (Eis) und die Erwärmung
auf über 100◦C in den gasförmigen Zustand (Wasserdampf). Die Temperatur bestimmt
also den Aggregatzustand eines Sto�es, wobei die Temperatur wiederum ein Maÿ für
die durchschnittliche kinetische Energie der Moleküle oder Atome darstellt. Die wei-
tere Heizung eines Gases bzw. die Zuführung von kinetischer Energie führt dazu, dass
durch die entsprechend energiereichen Stöÿe unter den Molekülen die Molekülverbindun-
gen aufbrechen und das Gas schlieÿlich nur noch aus Atomen besteht. Heizt man das
atomare Gas noch weiter, können die an die Atomkerne gebundenen Elektronen durch
Stöÿe schlieÿlich so viel Energie aufnehmen, dass die Bindung an die Atomkerne verlo-
ren geht und das Atom ionisiert wird. Zurück bleiben die negativ geladenen Elektronen,
die positiv geladenen Atomkerne (auch Ionen genannt) und ein Anteil neutraler Atome,
welche nicht ionisiert wurden. Ein solches Gemisch wird als Plasma bezeichnet. Obwohl
es keinen direkten Phasenübergang vom gasförmigen Zustand in den eines Plasmas gibt,
wird ein Plasma auch oft als vierter Aggregatzustand der Materie bezeichnet. Auf der
Erde ist der Zustand eines Plasmas infolge natürlicher Prozesse äuÿerst selten zu �nden.
Flammen eines Feuers stellen streng genommen kein Plasma da, auch wenn in einer
Flamme ein gewisser Ionisationsgrad erreicht wird. Neben der Oxidationsreaktion wer-
den lediglich Elektronen in höhere Bahnen bzw. Energieniveaus gehoben und emittieren
beim Zurückfallen auf die ursprünglichen Bahnen Photonen bzw. Licht. In einer Kerzen-
�amme oxidieren Kohlenwassersto�e, aus welchen Kerzenwachs hauptsächlich besteht,
zu CO2 und H2O, wobei ein gewisser Anteil von Kohlensto�partikeln in der Gröÿenord-
nung von einigen Nanometern zurückbleibt, welche aufgrund der hohen Temperaturen
(>1.000◦C) zu glühen und zu leuchten beginnen.
Während eines Gewitters kommt es zu Funkenentladungen (Blitzen) zwischen Wolken
oder zwischen Wolken und der Erde. In einer Gewitterwolke bilden sich relativ groÿe
Eispartikel (Graupelteilchen), welche aufgrund der Schwerkraft nach unten sinken. Durch
Reibung an noch relativ kleinen Eiskristallen, welche durch Aufwinde in der Wolke
nach oben getrieben werden, laden sich die Graupelteilchen negativ und die Eiskristalle
folglich positiv auf. Es �ndet somit eine gewaltige Ladungstrennung innerhalb der Ge-
witterwolke statt. Durch den E�ekt der In�uenz lädt sich der direkt unter der Wolke
be�ndliche Erdboden wie der obere Bereich der Gewitterwolke positiv auf. Be�nden sich
nun zwischen dem Erdboden und der Wolke oder innerhalb der Wolke freie Elektronen,
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1. Einführung: Komplexe (staubige) Plasmen

werden diese im starken elektrischen Feld beschleunigt und lösen schlieÿlich eine Stoÿ-
ionisation der Luftmoleküle aus. Hierdurch bildet sich ein hochleitfähiger Plasmakanal
von nur wenigen Millimetern Breite aus, durch welchen schlieÿlich ein den Ladungsun-
terschied ausgleichender Strom �ieÿt. Das heiÿe Plasma wird dann im sichtbaren Licht
als der eigentliche Blitz wahrgenommen.
In einer Höhe von ca. 80 bis 800 km ist die Atmosphäre der Erde teilweise ionisiert, wes-
halb dieser Bereich Ionosphäre genannt wird [1]. Die Ionisierung der Luftmoleküle wird
hauptsächlich durch die UV- und Röntgenstrahlung der Sonne sowie durch kosmische
Strahlung verursacht. Durch die freien Elektronen in der Ionosphäre können Radiowellen
re�ektiert werden, wodurch ein weltweiter Funkverkehr ermöglicht wird.
Enthält ein Plasma neben den üblichen Komponenten wie Elektronen, Ionen und Neu-
tralgasteilchen zusätzlich kompakte Partikel im Mikro- oder Submikrometerbereich, be-
zeichnet man es als ein staubiges Plasma. Die Staubpartikel oder Staubteilchen laden
sich durch Wechselwirkung mit den Elektronen und Ionen im Plasma elektrisch auf
und können eine Ladung von mehreren tausend Elementarladungen aufnehmen. Die
Ladung ist dabei zeitlich nicht konstant, sondern �uktuiert um einen Gleichgewichtszu-
stand, welcher von der Gröÿe der Staubteilchen sowie den Plasmaparametern abhängt.
Die geladenen Staubteilchen können sowohl untereinander wechselwirken als auch eine
Rückwirkung auf das Plasma selbst ausüben. Da die Masse eines Staubteilchens sehr
viel gröÿer ist als die der Ionen, stellen Staubteilchen infolge ihrer relativen Unbeweg-
lichkeit eine Hintergrundladung im Plasma dar. Durch die Anwesenheit von vielen, stark
miteinander wechselwirkenden Staubteilchen wird die Komplexität eines Plasmasystems
enorm erhöht, weshalb ein solches Plasma auch komplexes Plasma genannt wird. Ins-
besondere nach der Entdeckung des Plasmakristalls im Jahr 1994 (siehe Abschnitt 1.2)
ist die Anzahl der Verö�entlichungen zum Thema nahezu exponentiell angestiegen. Das
Gebiet der staubigen oder komplexen Plasmen berührt heute eine Vielzahl von wissen-
schaftlichen Themengebieten und bietet viele Anwendungsmöglichkeiten. Die folgenden
Abschnitte geben einen Überblick.

1.1. Technische Anwendungen

Die Au�adung eines von einem Plasma umgebenen Objekts ist ein typisches Problem
in der Plasmaphysik und wurde schon in den 1920er Jahren im Rahmen der Plasma-
sondentheorie diskutiert [2]. In den 1980er Jahren wurden bei der Fertigung von immer
kleiner werdenden Mikrochips vermehrt Plasmaprozesse eingesetzt, wobei das Problem
der Kontamination durch Staubpartikel auftrat und zu einem wachsenden Interesse an
der Erforschung von staubigen Plasmen in der Industrie führte [3, 4]. In experimentellen
Kernfusionsreaktoren stellen Staubpartikel ein Problem wegen ihrer kühlenden Wirkung
auf das Fusionsplasma dar. Die Kontamination mit Staubpartikeln wird in den Reakto-
ren hauptsächlich durch die Plasma-Wand-Wechselwirkung verursacht, zudem reichert
sich in den Staubpartikeln das als Fusionsbrennsto� verwendete radioaktive Wassersto�-
isotop Tritium an, was zu Entsorgungs- und Sicherheitsproblemen führt [5, 6]. Zudem
wirken sich chemische Reaktionen und Ablagerungen des Staubes an sensiblen Stellen
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1.1. Technische Anwendungen

Abbildung 1.1.: Der Verlauf einer Plasmaentladung in der Zündeinheit einer Hochleistungs-
funkenstrecke bei einer Energieentladung von ca. 11MW (Treibende Lichtbogenspannung ca.
2 kV, Stromstärke: ca. 5 kA, 50Hz). Links die Zündung zwischen den Zündelektroden in zwei
Teilfunkenstrecken. Die nächsten Bilder zeigen die Entladung jeweils ca. 50ms später. In den
Randbereichen der Entladung sind Staub- und Ruÿwolken zu erkennen, welche aus dem Abbrand
von Elektrodenmaterial stammen und die Plasmaentladung kontaminieren. Die Seitenlänge des
Gehäuses beträgt ca. 2, 5m. Mit Genehmigung der Siemens AG.

im Fusionsreaktor negativ auf einen Langzeitbetrieb aus [7, 8]. Mit dem seit 2009 im
Bau be�ndlichen Groÿforschungsreaktor ITER (engl. International Thermonuclear Ex-
perimental Reactor) im französischen Cadarache soll die technische und kommerzielle
Realisierbarkeit der Nutzung der Kernfusion zur Energieversorgung erforscht und be-
wertet werden. Die Inbetriebnahme ist für das Jahr 2018 vorgesehen [9, 10].
In Hochspannungsschaltanlagen werden Funkenstrecken als Schutzschalter vor Über-
spannungen und als Energieableiter eingesetzt. In diesen Hochleistungsfunkenstrecken
erhöhen geladene Staubpartikel die Gefahr von Rückzündungen an den Zündelektroden,
da die Entionisierungszeit des Gases nach Löschung der kontaminierten Plasmaentladung
stark erhöht wird. Um die Kontamination in der Plasmaentladung zu reduzieren, wird der
Hochstromlichtbogen (mit Stromstärken von bis zu 63 kA) zum einen in einem Mehrelek-
trodensystem gehalten, zum anderen bestehen die Elektroden aus sehr abbrandarmem
und temperaturresistentem Material (Wolfram und Graphit). Abbildung 1.1 zeigt den
Verlauf einer Plasmaentladung in der Zündeinheit einer Hochleistungsfunkenstrecke bei
einer Energieentladung von ca. 11MW, aufgenommen mit einer Hochgeschwindigkeits-
kamera. Die Plasmaentladung kann durch Abbrand an den Elektroden mit Staubteilchen
kontaminiert werden, was zu Rückzündungen nach Löschung der Entladung und kurz
darau�olgender Wiederaufschaltung (< 500ms) der Spannung führen kann.
Neben diesen unerwünschten E�ekten können geladene, kompakte Partikel in Plasmen
aber auch gezielt eingesetzt und technisch nutzbar gemacht werden, wodurch sich ins-
besondere in den letzten zwei Dekaden eine Vielzahl von Anwendungsgebieten ergeben
haben [11, 3, 12]. Durch eine Plasmabeschichtung mit Mikropartikeln können die che-
mischen, mechanischen, magnetischen und elektrischen Ober�ächeneigenschaften eines
Materials verändert werden, womit beispielsweise eine E�zienzsteigerung von Solarzel-
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1. Einführung: Komplexe (staubige) Plasmen

len und Halbleiterchips erreicht werden kann [13, 14]. Auch die Herstellung von neuen
Verbundwerksto�en durch eine schichtweise Ablagerung von Mikropartikeln verschie-
dener Gröÿe oder chemischer Bescha�enheit wird diskutiert [3]. Im chemischen Gas-
phasenabscheidungverfahren PECVD (engl. Plasma Enhanced Chemical Vapour De-
position), welches durch ein Plasma angetrieben wird, können die Abscheidungsraten
durch den Einsatz von geladenen Mikropartikeln gezielt erhöht und kontrolliert werden
[14]. Zur Herstellung von leitenden Metallschichten in der Mikroelektronik wird häu�g
dasMagnetron-Beschichtungsverfahren (engl. Magnetron Sputtering) eingesetzt. Hierbei
wird in der Gasentladung die Ionisierungsrate der Elektronen durch Überlagerung eines
externen Magnetfeldes erhöht, was wiederum zu einer höheren Beschichtungsrate führt.
Abbildung 1.2 aus Kersten et al. [15] zeigt Aufnahmen eines Elektronenmikroskopes von
Siliziumoxidteilchen, welche in einer Argon RF-Entladung mit Kupfer, Titanium und
Aluminium beschichtet wurden. Die Schichtdicke beträgt dabei nur wenige Nanometer.
Mit dem gleichen Verfahren lassen sich sehr dünne Metallschichten auf Glas oder trans-
parenten Folien aufbringen, wodurch das Material für UV-Licht undurchlässig aber für
sichtbares Licht weiterhin transparent bleibt.

1.2. Plasmakristalle

Für die physikalische Grundlagenforschung bieten sich komplexe Plasmen ebenfalls an.
Im Jahr 1994 konnten am Max-Planck-Institut für extraterrestrische Physik in Garching
geladene Staubpartikel in einem Plasma durch die Coulomb-Wechselwirkung derart stark
aneinander gekoppelt werden, dass diese sich in einer regelmäÿigen Struktur anordne-
ten [16]. Diese Kristallisation von Staubpartikeln wird seitdem auch als Plasmakristall
bezeichnet. Die mikrometergroÿen Partikel besitzen dabei einen Abstand, welcher typi-
scherweise um den Faktor 100 gröÿer ist als der Partikelradius. Ein Plasmakristall besitzt
also eine groÿe optische Transparenz und ist damit durch Videomikroskopie direkt be-
obachtbar. Durch Veränderung der Plasmaeigenschaften oder durch Manipulation mit
Lasern kann der Plasmakristall zum Schmelzen gebracht werden, sodass die Staubparti-
kel �uide Eigenschaften annehmen können [18]. Laborexperimente mit komplexen Plas-
men eignen sich also hervorragend, um Wachstumsprozesse von kristallinen Strukturen,
Phasenübergänge sowie die Dynamik von Coulomb-Wechselwirkungen auf dem elemen-
tarsten physikalischen Niveau, dem kinetischen, direkt und systematisch zu untersuchen
[19]. Bisher lieÿen sich nur die durch gravitative Wechselwirkungen verursachten Bewe-
gungen direkt beobachten, z.B. die der Planeten. Allerdings entsteht in einem Labor auf
der Erde immer ein in vertikaler Richtung deformierter Plasmakristall, da die Schwer-
kraft einen nicht zu vernachlässigenden Ein�uss auf die Mikropartikel ausübt [20]. Die
Untersuchung in einem erdgebundenen Labor ist also auf nahezu zweidimensionale Kris-
tallstrukturen beschränkt. Um den störenden Ein�uss der Schwerkraft zu reduzieren
und auch dreidimensionale Plasmakristalle studieren zu können, werden Plasmakris-
tallexperimente seit den 1990er Jahren auf Parabel- und Raketen�ügen durchgeführt
[21]. Zudem wurde als eines der ersten wissenschaftlichen Experimente im Jahr 2001
das PKE (Plasma Kristall Experiment) auf der Raumstation ISS (engl. International
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1.2. Plasmakristalle

Abbildung 1.2.: Aufnahmen eines Elektronenmikroskopes von Siliziumoxidteilchen a) und b),
welche in einer Argon RF-Entladung durch das Magnetron-Verfahren mit Kupfer c) und d),
mit Titanium e) sowie mit Aluminium f) beschichtet wurden. Bildmaterial aus Kersten et al.
[15].
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1. Einführung: Komplexe (staubige) Plasmen

Abbildung 1.3.: Links: Eine schematische Darstellung des PKE (Plasma Kristall Experiment)
[4]. Rechts: Ein im PKE erzeugtes komplexes Plasma mit einem staubleeren Gebiet (Void) in
der Mitte der Entladungskammer, aus Mor�ll et al. [17].

Space Station) in Betrieb genommen [4, 22]. Das PKE besteht aus einer Plasmakam-
mer, welche ein Plasma in Argon mittels einer Hochfrequenzentladung (HF) erzeugt,
siehe Abbildung 1.3 (links). In dieses Plasma können dann Polymerkugeln mit einem
Durchmesser von 3 bis 7 µm injiziert werden. Die Schwerkraft auf der Raumstation be-
trägt nur noch 10−4 g, womit die elektromagnetische Wechselwirkung der Mikropartikel
die dominierende Kraft im PKE ist [20, 23]. Bis zum Jahr 2005 konnten über 30 Expe-
rimente erfolgreich durchgeführt werden, ehe das PKE durch das Nachfolgeexperiment
PK -3 Plus abgelöst wurde [17]. PK-3 Plus bietet eine noch gröÿere Bandbreite an ein-
stellbaren Parametern, u.a. können Polymerkugeln bis zu einem Durchmesser von 20µm
sowie exakter dosiert injiziert werden [24]. Bereits in Planung ist ein weiterer Nachfol-
ger, das PK -4 Experiment, welches im Jahr 2014 auf die Raumstation gebracht werden
soll und eine Gleichspannungs-Glimmentladung zur Plasmaerzeugung nutzen wird. Mit
PK-4 sollen dann vor allem die �uiden und rheologischen Eigenschaften des Plasmakri-
stalls wie etwa die Strömungseigenschaften der Mikropartikel bei Turbulenz untersucht
werden [25, 26, 27]. Ebenfalls in Planung ist der Betrieb eines langzeit Forschungslabors
auf der ISS, die IMPF (engl. International Microgravity Plasma Facility), welches durch
einen modularen Aufbau immer wieder neue Experimente aufnehmen und durchführen
soll [4].
Abbildung 1.3 (rechts) aus Mor�ll et al. [17] zeigt ein typisches komplexes Plasma, wel-
ches man im PKE beobachten kann [17]. Die hellen Punkte sind die geladenen Mikro-
partikel (Durchmesser 3, 4 µm). Au�ällig ist der groÿe leere Bereich in der Mitte, welcher
Void genannt wird [28]. Dieser Void, welcher in Experimenten unter Schwerkraftbedin-
gungen nicht auftritt, wird vermutlich durch Ionen verursacht, welche von der Mitte
der Entladung nach auÿen beschleunigen und somit die Mikropartikel durch Stöÿe ver-
drängen [29]. In den Randgebieten bilden sich Wirbel von Mikropartikeln, welche durch
Inhomogenitäten des elektrischen Feldes an den Elektroden und Partikeldispensoren ver-
ursacht werden [22]. Durch Anregung von akustischen Wellen unter den Mikropartikeln
konnten Vereinigungen zu gröÿeren Agglomeraten von einigen 100.000 Partikeln beob-
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achtet werden [30]. Nach Abschaltung der Plasmaentladung treten ebenfalls Agglomerate
auf, wobei diese insgesamt sowohl positiv wie auch negativ geladen sein können [4]. Die
Erforschung dieser durch Coulomb-Wechselwirkungen angetriebenen Wachstumsprozes-
se von Mikropartikeln ist vor allem für die Modellierung der Planetenentstehung aus
protoplanetaren Staubscheiben von enormem Interesse [31]. Die Ergebnisse der Plasma-
kristallexperimente auf der internationalen Raumstation ISS haben für die Grundlagen-
forschung auf dem Gebiet der komplexen Plasmen als auch für technologische Anwen-
dungen wertvolle Resultate geliefert. Beispielsweise konnte die Geräteentwicklung in der
Plasmamedizin angewendet werden, um eine kontaktfreie Sterilisation sowie eine Be-
handlung von antibiotikaresistenten Wunden durch ein Niedertemperaturplasma unter
Atmosphärendruck zu ermöglichen [32, 33].

1.3. Staubige Plasmen in der Weltraum- und

Astrophysik

Staubige Plasmen spielen eine Hauptrolle in der Weltraum- und Astrophysik. 99% der
sichtbaren Materie im Universum be�ndet sich im Zustand eines Plasmas. Die restliche
Materie besteht zum groÿen Teil aus Staubteilchen, weshalb die Wechselwirkung die-
ser beiden Hauptbestandteile des Kosmos in den meisten astrophysikalischen Systemen
allgegenwärtig ist [34, 35, 36]. Bis hin zu Eisen werden in Sternen durch die Kernfu-
sion schwerere Elemente als Wassersto� und Helium gebildet. Über Sternenwinde oder
Supernova-Explosionen werden diese erbrüteten Elemente dann ans interstellare Medi-
um abgegeben, wobei die (gasförmigen) Elemente aufgrund der fallenden Temperatur
der ausströmenden Materie zu Staubpartikeln auskondensieren können. Allerdings wird
ein beträchtlicher Anteil von schweren Elementen dem interstellaren Medium auch im
gasförmigen Zustand zugeführt, welcher erst in dichten Molekülwolken zu festen Parti-
keln kondensiert [37].
In der Mesosphäre der Erde führen Staubpartikel zu Leuchterscheinungen, welche in
den Sommermonaten auf der Nordhalbkugel kurz nach Sonnenuntergang sichtbar wer-
den und als nachtleuchtende Wolken (engl. Noctilucent Clouds) bezeichnet werden. Das
Sonnenlicht wird hier an Eiskristallen re�ektiert, welche durch Kondensation an Staub-
partikeln entstehen. Die Herkunft dieser Staubpartikel ist noch nicht vollständig geklärt,
jedoch verglühen Meteoriten in etwa der gleichen Höhe (ca. 80 km) und reichern somit
die Mesosphäre mit Staubpartikeln an [38, 39]. Als weitere Erklärung kommen starke
Vulkanausbrüche in Frage, welche groÿe Mengen an Vulkanasche hoch in die Atmosphäre
schleudern. Neben den Leuchterscheinungen treten starke Radar-Echos im Ultrakurzwel-
lenbereich (UKW) auf, was darauf hindeutet, dass sich die Eispartikel im Strahlungsfeld
der Sonne durch den photoelektrischen E�ekt positiv au�aden und somit freie Elektro-
nen bereit stellen, an welchen die Radarre�exionen statt�nden [40, 36].
Der interplanetare Raum unseres Sonnensystems wird kontinuierlich durch einen Teil-
chenstrom, welcher von der Sonne ausgeht und Sonnenwind genannt wird, mit einem
Plasma angefüllt. Die Dichte dieses Plasmas beträgt dabei in Erdnähe etwa 5− 10 Teil-
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1. Einführung: Komplexe (staubige) Plasmen

Abbildung 1.4.: Links: Radiale, speichenartige Strukturen (engl. spokes) in den Saturnringen,
aufgenommen von den Voyager-Sonden im Jahr 1981. Rechts: Der Komet Hale-Bopp, welcher
im Jahr 1995 entdeckt wurde und einen Ionenschweif (oben) und einen Staubschweif (unten)
aufweist. Bildmaterial aus [41].

chen pro cm3 [1]. Seit den ersten Raumfahrtmissionen ist bekannt, dass sich Satelliten
und Raumsonden in der Magnetosphäre der Erde und im interplanetaren Raum elek-
trostatisch au�aden können. Schon im Vorfeld der ersten Satellitenmission Sputnik im
Jahr 1957 wurden Berechnungen zum Gleichgewichtspotenzial des Flugkörpers in der
Ionosphäre durchgeführt [42]. Die Au�adung wird dabei zum einen durch die Wechsel-
wirkung mit Plasmateilchen und zum anderen durch den photoelektrischen E�ekt (siehe
Anhang A) verursacht, denn im Weltraum sind Raumsonden und Satelliten teilweise der
direkten Sonneneinstrahlung ausgesetzt. Elektrische Entladungen können zu Beschädi-
gungen der elektrischen Systeme und zum Ausfall der Raumsonde oder des Satelliten
führen. Während die sonnenzugewandte Seite einer Raumsonde abhängig vom Material
in der Magnetosphäre der Erde ein positives elektrisches Potenzial von bis zu 1V an-
nehmen kann, kann sich die sonnenabgewandte Seite mit bis zu −10 kV au�aden [43].
Ähnlich nehmen Meteoriten und Staubpartikel im Strahlungsfeld der Sonne ein positi-
ves Potenzial an, da hier der photoelektrische E�ekt der dominante Au�adungsprozess
ist. Der Mond besitzt keine ihn schützende Atmosphäre, weshalb die Mondober�äche
stets der direkten Strahlung aus dem Weltraum ausgesetzt ist. Staubpartikel auf der
Mondober�äche laden sich daher in der UV-Strahlung der Sonne positiv auf und werden
dann durch elektrostatische Kräfte von der Mondober�äche abgestoÿen. Die Staubpar-
tikel können bis in einige Kilometer Höhe über der Mondober�äche gelangen und bilden
somit eine Art Staubatmosphäre [42]. Diese Erscheinung wurde auch von den Apollo
Astronauten beobachtet [44].
Anfang der 1980er Jahre passierten die Voyager Raumsonden den Planeten Saturn und
lieferten zum ersten Mal detaillierte Aufnahmen des Ringsystems, welches den Plane-
ten umgibt. Innerhalb des Ringsystems waren radiale, speichenartige Strukturen (engl.
spokes) zu erkennen, siehe Abbildung 1.4 (links). Diese Strukturen erscheinen im Auf-
licht dunkler als im Gegenlicht der Sonne, was auf das Vorhandensein von Staubteilchen
im Mikrometerbereich hindeutet [45]. Allein durch gravitative Wechselwirkungen las-
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Abbildung 1.5.: Links: Der Orionnebel, aufgenommen vom HST. Mitte und Rechts: Protopla-
netare Staubscheiben im Orionnebel, welche sich als dunkle Silhouetten von dem leuchtenden
Hintergrundgas des Nebels abheben. Bildmaterial aus [41].

sen sich diese auftretenden Strukturen nicht erklären. Weitere Beobachtungen u.a. mit
dem HST (engl. Hubble Space Telescop) und der Raumsonde Cassini zeigten, dass die
speichenartigen Strukturen periodisch auftreten, und zwar immer dann, wenn die Ringe-
bene der direkten Sonneneinstrahlung ausgesetzt ist [46, 47]. Es wird vermutet, dass die
elektrostatisch geladenen Staubpartikel in einem relativ dichten Plasma nahe der Ringe-
ebene in einem Schwebezustand (Levitation) gehalten werden [48]. Auch ein Ein�uss von
elektrodynamischen Kräften wird diskutiert, welche durch das rotierende Magnetfeld des
Saturns verursacht werden könnten [49, 50]. Kometen, die unser Sonnensystem durchque-
ren, zeigen stets einen von der Sonne wegzeigenden Schweif. Der Schweif teilt sich dabei
in einen radial von der Sonne zeigenden Ionenschweif und in einen di�us gekrümmten
Staubschweif auf. Die Raumsonde Rosetta wird im Jahr 2014 in eine Umlaufbahn des
Kometen 67P/Tschurjumow-Gerasimenko einschwenken um u.a. die Zusammensetzung
des Staubschweifes zu bestimmen [51].
Bei der erstmals von Alfvèn im Jahr 1954 formulierten Theorie zur Entstehung des Son-
nensystems aus einer protoplanetaren Staubscheibe spielen die elektrostatischen Kräfte
unter geladenen Mikropartikeln eine entscheidende Rolle. Die groÿen Objekte unseres
Sonnensystems wie die Planeten, Monde, Asteroiden und Kometen gingen demnach aus
der Verschmelzung und dem Wachstum von Mikropartikeln hervor [52]. Das Frühstadi-
um des Sonnensystems wies demzufolge die Eigenschaften eines staubigen Plasmas auf.
Unter bestimmten Bedingungen, z.B. in der intensiven UV-Strahlung eines neu entstan-
denen Sterns, können Staubpartikel unterschiedlicher Gröÿe und Bescha�enheit in der
gleichen Plasmaumgebung sowohl eine negative als auch eine positive Ladung anneh-
men. Dies könnte folglich zu einem beschleunigten Staubwachstum und schlieÿlich zu
den sogenannten Planetesimalen geführt haben [53, 31].
Im 18. Jahrhundert entdeckte William Herschel dunkle, scheinbar sternenleere Gebiete
in der Milchstrasse. Durch photometrische Beobachtungen konnte schon in den 1930er
Jahren gezeigt werden, dass es sich um interstellare Staubwolken handelt, welche das
Licht dahinter liegender Sterne absorbieren [54]. Die Absorption ist dabei wellenlängen-

9



1. Einführung: Komplexe (staubige) Plasmen

abhängig und wird als Extinktion bezeichnet. Durch Spektralmessungen im Infrarotbe-
reich konnten auch mikrometergroÿe Staubpartikel in interstellaren und zirkumstellaren
Molekül- und Gaswolken nachgewiesen werden. Die Staubpartikel werden dabei in den
Hüllen von roten Riesensternen gebildet und bestehen aus Silikaten, Graphit und amor-
phem Kohlensto� bei einer Partikelgröÿe von ca. 0, 05 bis 0, 25µm [35]. Der Massenanteil
der Staubpartikel in solchen Gaswolken liegt dabei typischerweise nur bei ca. 1%. Durch
das interstellare Strahlungsfeld, welches vor allem junge, massereiche und sehr leucht-
kräftige Sterne erzeugen, wird der Wassersto� in Gas- und Molekülwolken ionisiert. In
diesen HII-Regionen, welche die Hauptentstehungsgebiete für neue Sterne darstellen,
können sich die Staubpartikel in dem ionisierten Gas au�aden und so die Entwicklung
und Entstehung von protostellaren Kernen wesentlich beein�ussen. Die Verschmelzung
von Staubteilchen zu gröÿeren Kernen bewirkt dabei eine wachsende inhomogene Vertei-
lung der Staubpartikel, was den globalen selbstgravitativen Kollaps der Gaswolke durch
die elektrostatische Abstoÿung der Kerne sowie durch turbulente Gasströmungen ver-
hindern kann [55]. Lokal können somit in diesen riesigen ionisierten Gaswolken Millionen
neuer Sterne entstehen, wie zum Beispiel im Orionnebel, siehe Abbildung 1.5. Die vielen
o�enen Detailfragen in der Theorie der Sternentstehung wurden und werden durch das
Forschungsgebiet der staubigen oder komplexen Plasmen entscheidend inspiriert.

1.4. Au�adung von Staubteilchen in einem Plasma

Die Ladungsdichten und Temperaturen der Elektronen, Ionen, Neutralgasteilchen so-
wie der Staubteilchen stellen die zentralen Gröÿen zur Charakterisierung eines stau-
bigen oder komplexen Plasmas dar. Von fundamentaler Bedeutung ist zusätzlich die
Ober�ächenladung der Staubteilchen. Die Ober�äche eines Staubteilchens wird in ei-
nem Plasma von geladenen Plasmateilchen (Elektronen und Ionen) getro�en und durch
Absorption elektrisch aufgeladen. Da die Elektronen aufgrund ihrer geringeren Masse im
Vergleich zu den Ionen eine höhere thermische Geschwindigkeit besitzen, tre�en Elek-
tronen wesentlich häu�ger auf die Ober�äche als die schwereren Ionen. Daher wird sich
ein Staubteilchen in einem Plasma im Regelfall negativ au�aden. Die Folge ist, dass
das Staubteilchen nun aufgrund der Coulombabstoÿung Elektronen abstoÿen und Ionen
entsprechend anziehen. Der Ionenstrom wird also erhöht und der Elektronenstrom ver-
ringert. Dies geschieht so lange, bis beide Ströme gleich groÿ werden, der Nettostrom auf
das Staubteilchen also Null wird. Das Staubteilchen hat dann eine Gleichgewichtsladung
(oder Gleichgewichtspotenzial) erreicht, die sich im zeitlichen Mittel nicht mehr ändert.
Um das Gleichgewichtspotenzial in Abhängigkeit der Plasmaparameter zu bestimmen,
wird häu�g die ursprünglich von Langmuir und Mott-Smith [2] entwickelte OML-Theorie
(engl. Orbital Motion Limited) verwendet. Der Name �Limited� bezieht sich dabei auf
die Existenz einer oberen Grenze für den Drehimpuls (in Abhängigkeit der Energie)
für alle Plasmateilchen, die zum Strom auf das (sphärische) Staubteilchen beitragen.
Aus der OML-Theorie folgt dann ein Ober�ächenpotenzial in Abhängigkeit des Massen-
und Temperaturverhältnisses der Plasmateilchen (Elektronen und Ionen), jedoch nicht
in Abhängigkeit des Radius des Staubteilchens. Zudem behält die OML-Theorie nur im
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Abbildung 1.6.: Links: Schematische Darstellung eines experimentellen Aufbaus zur Messung
der Ober�ächenladung von Staubpartikeln. Die Staubpartikel fallen von oben durch eine Plas-
makammer in einen Faraday-Becher. Rechts: Die Ober�ächenladung in Einheiten der Elemen-
tarladung von Silikon-, Graphit-, Kupfer- und Glaspartikeln in Abhängigkeit des Radius der
Partikel. Es zeigt sich, dass die Staubteilchenladung proportional zum Radius ist. Bildmaterial
aus Walch et al. [57].

Falle eines kleineren Radius im Vergleich zu den Debyelängen des betrachteten Plasmas
ihre Gültigkeit. Für gröÿere Radien muss die volle orbitale Bewegung der Plasmateilchen
betrachtet werden, welche durch die wesentlich aufwändigere OM-Theorie (engl. Orbi-
tal Motion) beschrieben wird. Die OML- und OM-Theorie wird im nächsten Kapitel
ausführlich vorgestellt und deren Gültigkeitsbereich diskutiert. Die Wechselwirkung mit
Plasmateilchen stellt den hauptsächlichen Au�adungsprozess von Staubteilchen dar. Im
Anhang A sind noch weitere E�ekte beschrieben, welche die Ladung eines Staubteilchens
unter bestimmten Bedingungen beein�ussen kann.
Erste Verfahren zur Messung der Staubteilchenladung wurden Mitte der 1990er Jah-
re entwickelt [56]. Abbildung 1.6 (links) aus Walch et al. [57] zeigt ein Experiment, in
welchem Staubteilchen von oben in eine Plasmakammer eingestreut werden. Die Staub-
partikel laden sich im Plasma elektrisch auf und fallen aufgrund der Schwerkraft durch
die Plasmakammer in einen Faraday-Becher. Der Faraday-Becher wird auf einem de�-
nierten und konstantem Potenzial gehalten, weshalb ein Ladungsstrom gemessen werden
kann, der wiederum von der Ober�ächenladung der einzelnen Staubteilchen abhängt.
Gemessen wurde die Ober�ächenladung von Staubteilchen aus Silikon, Graphit, Kup-
fer und Glas bei einem Partikelradius zwischen 30µm und 125µm, womit die Staub-
teilchen klein gegenüber den Debyelängen in dem betrachteten Plasma ausfallen. Es
zeigt sich ein linearer Anstieg der Staubteilchenladung mit dessen Gröÿe, die Ladung
ist also proportional zum Radius, siehe Abbildung 1.6 (rechts). Die Proportionalitäts-
konstante ist das Ober�ächenpotenzial, welches sich aus der OML-Theorie ergibt. Der
Zusammenhang zwischen dem Ober�ächenpotenzial und der Ober�ächenladung wird im
Abschnitt 3.6 näher erläutert. Erhöht sich die Dichte der Staubpartikel, sodass der mitt-
lere Abstand zwischen diesen in der Gröÿenordnung der Debyelängen des Plasmas liegt,
beobachtet man eine signi�kante Reduzierung der Ober�ächenladung im Vergleich zu
einer geringeren Dichte [58]. Dieser E�ekt wird durch die gegenseitige Beein�ussung der
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Abbildung 1.7.: Links: Schematische Darstellung eines experimentellen Aufbaus zur Messung
der Ober�ächenladung von Staubpartikeln. Mit einem Argon-Laser bei einer Strahldicke von ca.
60 µm können mikrometergroÿe Partikel (< 15 µm) einige Millimeter aus der Staubstruktur hin-
ausbewegt werden, wobei die Ober�ächenladung durch die Laserenergie nicht beein�usst wird.
Rechts: Die Ober�ächenladung in Einheiten der Elementarladung von Partikeln aus Melamin-
Formaldehydharz der Gröÿe 1, 87 µm, 4, 82 µm und 13, 57 µm. Es zeigt sich ein nichtlinearer
Zusammenhang zwischen der Ober�ächenladung und dem Partikelradius. Bildmaterial aus For-
tov et al. [62].

Ladungsströme aufgrund der starken Kopplung der Staubteilchen untereinander sowie
die damit verbundene Abnahme der Plasmadichte innerhalb des Staubteilchenclusters
oder Plasmakristalls hervorgerufen, wie mittels numerischer Simulationen gezeigt werden
konnte [45, 59]. Eine Messung der Ladung von Staubpartikeln bei hoher Staubteilchen-
dichte kann dabei indirekt über eine Langmuirsonde erfolgen, welche eine modi�zierte
Strom-Spannungs-Kennlinie im Vergleich zu einem staubfreien Plasma aufweist [58].
Auch die direkte Beobachtung eines komplexen Laborplasmas mit CCD-Kameras lässt
Rückschlüsse auf die Ober�ächenladung von mikrometergroÿen Staubpartikeln zu. Aus
den Trajektorien von elastischen Stöÿen unter Staubteilchen können die Ladungsgröÿen
der Stoÿpartner bestimmt werden [60]. Geladene Staubteilchen können zwischen den
Entladungselektroden in einem Schwebezustand (Levitation) gehalten werden, indem
die Schwerkraft durch die elektrostatische Abstoÿung der unteren Elektrode kompen-
siert wird. Aus der Schwebehöhe über den Elektroden lässt sich dann die Ladung der
Partikel bestimmen [61]. Mit Hilfe von Lasern können in einem Plasmakristall Schwin-
gungen angeregt werden, aus dessen Struktur und Frequenz die Ladung der Partikel im
Kristall berechnet werden kann [63, 64, 65].
Abbildung 1.7 (links) aus Fortov et al. [62] zeigt ein weiteres Experiment, in welchem
mittels eines Argon-Lasers ein einzelnes mikrometergroÿes Staubpartikel aus dem Plas-
makristall hinausbewegt werden kann. Fällt es in die Staubstruktur zurück, lässt sich
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aus der Trajektorie auf die Ladung des Partikels schlieÿen. Im Unterschied zu Abbil-
dung 1.6 (rechts) wurde in diesem Experiment kein linearer Zusammenhang zwischen
dem Partikelradius und der Ober�ächenladung gemessen, siehe Abbildung 1.7 (rechts).
Obwohl die Staubteilchen mit einem Radius von < 15µm ebenfalls deutlich kleiner als
die Debyelängen des Laborplasmas ausfallen, ist hier die OML-Theorie mit einem kon-
stanten Ober�ächenpotenzial nicht anwendbar. Denn mit einer Plasmadichte im Bereich
von 108/cm3 liegt die mittlere freie Weglänge der Ionen in der Gröÿenordnung der linea-
risierten Debyelänge (siehe Anhang C), wodurch Teilchenstöÿe nicht mehr vernachlässigt
werden können, welche in der OML-Theorie jedoch nicht berücksichtigt werden.
Als Alternative und Ergänzung gegenüber relativ aufwändigen Experimenten bieten nu-
merische Simulationen die Möglichkeit, die grundlegenden physikalischen Prozesse und
E�ekte der Au�adung von Staubteilchen in einem Plasma sehr detailreich zu model-
lieren. Hierbei werden zwei Grundtypen von Simulationen unterschieden. Zum einen
kann das Plasma hydrodynamisch in einem Flüssigkeitsmodell beschrieben werden, wo-
bei Elektronen, Ionen und Staubteilchen als elektromagnetisch in Wechselwirkung ste-
hende Flüssigkeiten behandelt werden. Zum anderen wird ein rein kinetischer Ansatz
verfolgt, in welchem die Bewegungsgleichungen der Plasmateilchen numerisch direkt in-
tegriert werden. Dieses sogenannte Particle-In-Cell (PIC) Verfahren wird im Kapitel
3 ausführlich vorgestellt. Flüssigkeitsmodelle erfordern im Allgemeinen im Vergleich zu
den PIC-Simulationen einen numerisch geringeren Aufwand, allerdings liefert die Lösung
der Kontinuitätsgleichung lediglich eine zeitlich wie räumlich gemittelte Ladungs- und
Energiedichte des Plasmas. Das aufwändigere PIC-Verfahren simuliert die kinetischen
Prozesse in einem Plasma elementarer und detailreicher. Numerische Flüssigkeitsmodel-
le eignen sich insbesondere, um das Wachstum und den Transport von Staubpartikeln
zu studieren.
Barto² et al. [66] verwendet ein numerisches Hybridmodell, um die Ober�ächenladung
von Staubteilchen verschiedener Gröÿe zu bestimmen, wobei die Partikelgröÿe nur in
einem Bereich variiert wurde, welcher stets deutlich kleiner als die Deybelängen des
betrachteten Plasmas ausfällt. Somit ergab sich ähnlich wie in Abbildung 1.6 (rechts)
gezeigt ein linearer Zusammenhang zwischen Ober�ächenladung und Staubteilchenradi-
us. In dem numerischen Hybridmodell ist hierzu zunächst mit einem Flüssigkeitsmodell
ein Potenzialpro�l des Staubteilchens ermittelt worden, mit welchem dann über einen
kinetischen Ansatz eine Gleichgewichtsladung berechnet wurde.
In Willis et al. [67] ist mit einem PIC-Modell und einem ortfesten Staubteilchen das
Gleichgewichtspotenzial von Staubpartikeln verschiedener Gröÿe bestimmt worden, wo-
bei die Partikelradien sowohl gröÿer als auch kleiner als die Deybelängen des Plasma-
systems gewählt wurden. Das Ober�ächenpotenzial steigt dabei vom Betrag her mit
dem Raidus an, wenn dieser in die Gröÿenordnung der Deybelänge der Ionen gelangt.
Die Ergebnisse entsprechen denen aus der OM-Theorie, welche im Abschnitt 2.3 aus-
führlich diskutiert werden wird. Verwendet wurde der von Hutchinson [68] entwickelte
SCEPTIC -Code, welcher teilweise auf dem PIC-Verfahren beruht. Dabei sind nur die
Ionen als stoÿfreie, kinetische Komponenten simuliert worden, die Elektronendichte zur
Lösung der Poissongleichung auf dem numerischen Gitter ist stets durch eine Boltzmann-
verteilung berücksichtigt worden. Ebenfalls mit dem SCEPTIC-Code ist in Hutchinson
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1. Einführung: Komplexe (staubige) Plasmen

[69] das (schwebende) Ober�ächenpotenzial im Gleichgewicht eines sphärischen Objekts
bestimmt worden, wobei zusätzlich eine Ionenströmung angesetzt wurde. Die Relativ-
bewegung zwischen den Ionen und dem Objekt verursacht dabei einen betragsmäÿigen
Anstieg des Ober�ächenpotenzials mit der Driftgeschwindigkeit der Ionen.
In Gatsonis et al. [70] werden PIC-Simulationen in einem zweidimensionalen numerischen
Gitter vorgestellt, wobei drei kinetische Komponenten berücksichtigt werden: Elektro-
nen, Ionen und Staubteilchen, wobei die Staubteilchen eine zeitlich variable Ladung
besitzen. Die Ober�ächenladung der Staubteilchen ist in jedem Zeitschritt der Simula-
tion über eine statistische Anzahl von Teilchenabsorptionen bestimmt worden, welche
durch eine Monte-Carlo-Methode beschrieben wurde. Neben dem Vergleich des zeitli-
chen Verlaufs der Ober�ächenladung von einzelnen Staubteilchen mit der OML-Theorie
sind insbesondere �Wolken� aus Staubteilchen simuliert worden. Hierbei zeigt sich, dass
die Ladung der Staubteilchen innerhalb der Wolke mit steigender Staubteilchendichte
abnimmt, wie oben erwähnt auch in Experimenten beobachtet werden konnte [58]. Eben-
falls zweidimensionale PIC-Simulationen mit ortsfesten Staubteilchen werden in Young
et al. [59] behandelt. Dabei werden sehr groÿe Partikel sowie Debyelängen im Zentime-
terbereich betrachtet, was insbesondere für astrophysikalische Systeme von Interesse ist.
Neben dem Gleichgewichtspotenzial eines einzigen Staubteilchens wird auch ein Gitter
aus insgesamt 16 (4×4) Staubteilchen im Abstand der Gröÿenordnung einer Debyelänge
simuliert. Auch hier zeigt sich eine signi�kante Abnahme der Ober�ächenladung in dem
Gitter aus Staubteilchen.

1.5. Staubige Magnetoplasmen

Eine vollständige Beschreibung und Untersuchung von komplexen (staubigen) Plasmen
muss den Ein�uss von Magnetfeldern beinhalten. Denn sowohl Laborplasmen als auch
insbesondere astrophysikalische Plasmen werden ständig von externen Magnetfeldern
durchdrungen und überlagert. Ein Magnetfeld fügt dem Plasmasystem dabei einen wei-
teren Parameter hinzu, wodurch neue Eigenschaften und E�ekte hervorgerufen werden
können. Einer dieser E�ekte ist die Kopplung der Bewegung der Plasmateilchen (Elek-
tronen und Ionen) an die Magnetfeldlinien aufgrund der Lorentzkraft, siehe Abschnitt
2.4.1. Erste Beschreibungen eines Plasmas in einem externen Magnetfeld wurden im
Rahmen der Plasmasondentheorie bereits in den 1930er Jahren verö�entlicht [71]. San-
martin [72] sowie Laframboise und Rubinstein [73, 74, 75, 76] haben in den 1970er
und 1980er Jahren numerische Berechnungen insbesondere des Elektronenstroms in Ab-
hängigkeit des Sondenpotenzials durchgeführt (siehe Abschnitt 2.4.2). Im Vergleich zu
nicht-magnetisierten Plasmen wird die Modellierung der Strom-Spannungs-Kennlinie so-
wie des Potenzialverlaufs von Plasmasonden zum einen durch die Anisotropie des Ma-
gnetoplasmas erheblich verkompliziert, zum anderen müssen Stöÿe mit Neutralgasteil-
chen insbesondere bei starken Magnetfeldern berücksichtigt werden, was den kinetischen
Gleichungen durch die Transportko�zienten einen statistischen Charakter verleiht [77].
Denn durch die Kopplung der Elektronen an das Magnetfeld erhöht sich die Wahrschein-
lichkeit der Stoÿionisation von Neutralgasteilchen. In Verbindung mit der Betrachtung
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1.5. Staubige Magnetoplasmen

Abbildung 1.8.: Links: Schematische Darstellung eines experimentellen Aufbaus zur Erzeu-
gung eines komplexen Plasmas. In der kapazitiv gekoppelten (RF) Plasmaentladung werden
Plastikkugeln (Durchmesser 4, 5 µm) injiziert und ein inhomogenes Magnetfeld überlagert. Die
Bereiche (a) und (b) können mit einer Kamera aufgenommen werden. Rechts oben: Ohne ein
überlagertes Magnetfeld ordnen sich die geladenen Plastikkugeln in einer regelmäÿigen Struktur
an. Rechts unten: In einem überlagerten Magnetfeld von 0, 04T sind Vereinigungen zu gröÿe-
ren Agglomeraten zu erkennen, welche über der unteren Elektrode Schweben. Bildmaterial aus
Samsonov et al. [83].

von Satelliten und Raumsonden in der Iono- und Magnetosphäre der Erde ist die Auf-
ladung von Objekten in einem Magnetoplasma ebenfalls behandelt worden. In Whipple
[78, 42] wird der Ladungsstrom auf ein ungeladenes, sphärisches Objekt in Abhängigkeit
des wahrscheinlichsten Gyrationsradius (siehe Gleichung (2.49)) in einer Geschwindig-
keitverteilung der Plasmateilchen nach Maxwell bestimmt, siehe Abbildung 2.15 und die
Herleitung im Abschnitt 2.4.2.
Erste Laborexperimente mit komplexen Plasmen unter dem Ein�uss von magnetischen
Feldern wurden Ende der 1990er Jahre vorgenommen [79]. Die beiden gröÿten derzeit
im Betrieb be�ndlichen Versuchsaufbauten zur Erforschung von komplexen Magneto-
plasmen werden an der Universität in Kiel (Dustwheel) und am Max Planck Institut in
Garching (Para-Magnetic Laboratory) betrieben [80, 81, 82]. In Konopka et al. [84] wird
ein Experiment vorgestellt, in welchem einer Argon Entladung mit mikrometergroÿen
Staubteilchen ein konstantes magnetisches Feld von 10−2 T überlagert wurde, wobei eine
Rotation des Plasmakristalls in einer Ebene senkrecht zur Magnetfeldrichtung beobach-
tet werden konnte [84]. Die Rotation wird dabei nicht durch die magnetische Lorentz-
kraft verursacht, sondern ist auf eine Reibungskraft (engl. drag force) der Argonionen
auf die Staubteilchen zurückzuführen, welche aufgrund der ~E × ~B-Drift auftritt. Der
Ladungsstrom von Plasmateilchen auf ein Staubteilchen in einem Magnetfeld ist also
nicht mehr rotationssymmetrisch, wie im Abschnitt 2.4.2 ausführlich diskutiert werden
wird. In einem weiteren Laborexperiment mit einem inhomogenen Magnetfeld (siehe
Abbildung 1.8, links) konnten magnetische Staubteilchen (bestehend aus Plastikkugeln
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1. Einführung: Komplexe (staubige) Plasmen

mit einem Eisenanteil) in einem Schwebezustand über den Elektroden gehalten werden,
indem durch die magnetische Kraft die Gravitationskraft vollständig kompensiert wurde
[83]. In Abhängigkeit der Magnetfeldstärke sowie der Schwebehöhe kann die Ladung der
Staubteilchen sowie die Dicke der Plasmarandschicht abgeleitet werden. Das überlager-
te Magnetfeld kann also als ein Diagnoseinstrument für das komplexe Plasma verwen-
det werden. Durch die magnetische Anziehung aufgrund des induzierten magnetischen
Moments in den Staubteilchen konnten auch Vereinigungen zu gröÿeren Agglomeraten
beobachtet werden (siehe Abbildung 1.8, rechts), dessen Rate von der Magnetfeldstärke
abhängt, da die geladenen Staubteilchen eine ausreichende kinetische Energie besitzen
müssen, um das elektrostatische Abstoÿungspotenzial zu überwinden [83]. Wie bereits im
letzten Abschnitt erwähnt, sind derartige Wachstumsprozesse insbesondere für die Mo-
dellierung der Entstehung des Sonnensystems interessant. In der Bauphase be�ndet sich
derzeit das MDPX (engl. Magnetized Dusty Plasma eXperiment, Auburn Universität),
welches die bislang gröÿte Plasmakammer erhalten und sehr variable Versuchsparameter
bezüglich der Magnetfeldkon�guration erlauben wird [85].
Mit Hilfe von numerischen Simulationen ist in Land [86] die Bildung der oben erwähnten
staubleeren Gebiete (Voids, siehe Abbildung 1.3) unter dem Ein�uss eines axialen und
homogenen Magnetfeldes untersucht worden. Die Entstehung eines Voids erfordert eine
höhere Ionisationsrate in der Mitte der Plasmakammer als in den äuÿeren Bereichen der
Elektroden, da die Staubteilchen durch Stöÿe mit Ionen aus der Mitte verdrängt werden.
Die Elektronen des Plasmas werden durch die negativ geladenen Staubteilchen geheizt,
was in Verbindung mit dem elektrischen Feld der Elektroden zu einem Gradienten in
der Elektronentemperatur führt. Wie in den Simulationen gezeigt wird, verursacht dieser
Temperaturgradient einen Wärme- und Energie�uss in die Mitte der Entladungskam-
mer, was zu der erhöhten Ionisationsrate und schlieÿlich zu dem staubfreien Void führt.
In einem Magnetfeld verändert sich die ambipolare Di�usion der Elektronen und Ionen,
weshalb sich der Void wesentlich schneller ausbilden kann, auch wenn der magnetische
Fluss zu gering ist, um die Ionen direkt zu magnetisieren. Die Ober�ächenladung der
Staubteilchen wird dabei stets mittels der OML-Theorie (siehe Kapitel 2.1) bestimmt,
wobei eine Beein�ussung der Ober�ächenladung durch das Magnetfeld in dem numeri-
schen Modell nicht berücksichtigt wird.
Mit dem bereits oben erwähnten SCEPTIC-Code [68] haben Hutchinson und Patac-
chini [87, 88] den Ionenstrom auf eine Plasmasonde unter dem Ein�uss eines äuÿeren,
konstanten und homogenen Magnetfeldes bestimmt. Im Falle einer relativ schwachen
Magnetisierung der Ionen, d.h. wenn der Gyrationsradius viel gröÿer als der Radius der
Sonde ist, nimmt der Ionenstrom dabei mit ansteigendem magnetischem Fluss linear ab,
unabhängig von den Plasmaparametern wie der Ionentemperatur. Zudem ist in Pata-
cchini et al. [89] mit dem SCEPTIC-Code das Ober�ächenpotenzial im Gleichgewicht
eines sphärischen Objekts in Abhängigkeit eines äuÿeren Magnetfeldes bestimmt wor-
den. Die Ergebnisse sind in Abbildung 2.18 dargestellt und werden im Abschnitt 2.4.2
diskutiert.
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2. Gleichgewichtspotenzial von
sphärischen Staubteilchen

In einem Plasma nehmen Staubteilchen aufgrund der Wechselwirkung mit den Plasma-
teilchen eine Gleichgewichtsladung (oder Gleichgewichtspotenzial) an, welche sich im
zeitlichen Mittel nicht mehr ändert. Um dieses Gleichgewichtspotenzial in Abhängig-
keit der Plasmaparameter zu bestimmen, wird häu�g die ursprünglich von Langmuir
und Mott-Smith [2] entwickelte OML-Theorie (engl. Orbital Motion Limited) verwen-
det. Der Name �Limited� bezieht sich dabei auf die Existenz einer oberen Grenze für den
Drehimpuls (in Abhängigkeit der Energie) für alle Plasmateilchen, die zum Strom auf das
(sphärische) Staubteilchen beitragen. Aus der OML-Theorie folgt dann ein Ober�ächen-
potenzial in Abhängigkeit des Massen- und Temperaturverhältnisses der Plasmateilchen
(Elektronen und Ionen), jedoch nicht in Abhängigkeit des Radius des Staubteilchens.
Zudem behält die OML-Theorie nur im Falle eines kleineren Radius im Vergleich zu den
Debyelängen des betrachteten Plasmas ihre Gültigkeit. Für gröÿere Radien muss die vol-
le orbitale Bewegung der Plasmateilchen betrachtet werden, welche durch die wesentlich
aufwändigere OM-Theorie (engl. Orbital Motion) beschrieben wird. In diesem Kapitel
werden die OML- und die OM-Theorie vorgestellt und deren Gültigkeitsbereich disku-
tiert, sowohl für den dreidimensionalen (sphärischen) als auch für den zweidimensionalen
(zylindersymmetrischen) Fall. Im letzten Abschnitt wird der Ein�uss eines externen ma-
gnetischen Feldes auf das Gleichgewichtspotenzial diskutiert. Durch die Überlagerung
eines externen Magnetfeldes erhält das Plasma einen zusätzlichen Freiheitsgrad, welcher
die Plasmaeigenschaften erheblich beein�ussen kann. Durch die Bindung der Plasmateil-
chen an die Magnetfeldlinien verliert der Ladungsstrom auf ein sphärisches Staubteilchen
die Rotationssymmetrie, welche in der OML- und OM-Theorie stets angenommen wird.

2.1. Die Orbital Motion Limited (OML) Theorie

Im Folgenden sei ein negativ geladenes Staubteilchen mit dem Radius R betrachtet,
welches ein attraktives Potenzial für (positive) Ionen darstellt. In Abbildung 2.1 ist
schematisch die Bahn eines im Coulombfeld des Staubteilchens abgelenkten Ions gezeigt,
wobei v∞ die anfängliche Geschwindigkeit und σ der Stoÿparameter des Ions ist. Für die
Energie- und Drehimpulserhaltung gilt:

E =
1

2
miv

2
∞ =

1

2
mi(v

2
r + v2

φ) + eV (r) =
1

2
miv

2
r + Veff(r) = const. (2.1)
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2. Gleichgewichtspotenzial von sphärischen Staubteilchen

Abbildung 2.1.: Ein aus dem unendlichen kommendes Ion streift die Ober�äche eines negativ
geladenen Staubteilchens tangential.

und

J = miv∞σ = const. , (2.2)

wobei mi die Masse, vr und vφ die radiale und tangentiale Geschwindigkeit des Ions ist.
Zudem sei V (r) das Potenzial des Staubteilchens bei r. Das e�ektive Potenzial Veff(r)
ist durch

Veff(r) =
1

2
miv

2
φ + eV (r) =

J2

2mir2
+ eV (r) = E

σ2

r2
+ eV (r) . (2.3)

gegeben. Die Bewegung des Teilchens ist dabei stets auf Veff(r) ≤ E beschränkt. Der
kritische Stoÿparameter bzw. Drehimpuls, bei dem ein Ion die Ober�äche des Staub-
teilchens tangential streift, sei σkrit bzw. Jkrit. Die Radialgeschwindigkeit ist dann gleich
Null (vr = 0) und das e�ektive Potenzial gleich der Gesamtenergie (E = Veff(R, σkrit)).
Aus der Energie- und Drehimpulserhaltung folgt demnach:

E =
1

2
miv

2
φR + eVR =

J2
krit

2miR2
+ eVR = E

σ2
krit

R2
+ eVR (2.4)

und

Jkrit = miv∞σkrit = mivφRR , (2.5)

wobei vφR die (tangentiale) Geschwindigkeit auf der Ober�äche des Staubteilchens ist
und eVR das Potenzial auf der Ober�äche (V (R) = VR). Aus den Erhaltungsgröÿen lässt
sich nun der kritische Stoÿparameter und der kritische Drehimpuls in Abhängigkeit der
Energie des Ions, des Radius und Ober�ächenpotenzials des Staubteilchens darstellen:

σkrit = R

√
1− eVR

E
(2.6)
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und

Jkrit = R
√

2mi(E − eVR) . (2.7)

Im Folgenden sei ein Coulomb-Potenzial der Form

V (r) = VR
R

r
(2.8)

betrachtet. In Abbildung 2.2 ist das e�ektive Potenzial aus (2.3) mit dem Coulomb-
Potenzial (2.8) dargestellt. Veff(r, σ) ist dabei auf die Gesamtenergie E, die Abstände r
und σ sind auf den Radius R des Staubteilchens normiert. Die Gesamtenergie sei dabei
durch den dimensionslosen Streuparameter α bestimmt:

α =
|eVR|
2E

. (2.9)

Abbildung 2.2 zeigt Veff(r, σ) für α = 0, 2 und fünf verschiedene Stoÿparameter. In
Abbildung 2.3 sind die entsprechenden Teilchenbahnen dargestellt. Die Teilchenbahnen
beginnen ungestört am rechten Rand (im Unendlichen) und enden auf der Ober�äche
des Staubteilchens, falls das Teilchen absorbiert wird. Der kritische Stoÿparamter ist hier
σkrit/R = 1, 2. Für σ = σkrit streift das Teilchen die Ober�äche gerade tangential, da dort
das e�ektive Potenzial gleich der Gesamtenergie ist (Veff(R, σkrit) = E). Ist σ > σkrit,
können die Teilchen die Ober�äche nicht erreichen, da sie bei einem r > R re�ektiert
werden. Nur Teilchen mit σ ≤ σkrit können die Ober�äche erreichen. Für das Coulomb-
Potenzial (2.8) werden also alle Ionen, die einen Stoÿparameter bzw. Drehimpuls kleiner
als σkrit(E) bzw. Jkrit(E) besitzen vom Staubteilchen absorbiert. Somit lässt sich nun der
Ionenstrom auf die Ober�äche des Staubteilchens folgendermaÿen ausdrücken, wobei die
Integration bei genügend groÿem Abstand r vom Staubteilchen betrachtet wird:

dIi =

{
efn(~v)vrd

nv für J ≤ Jkrit

0 für J > Jkrit

, (2.10)

wobei fn(~v) die Verteilungsfunktion der Geschwindigkeit und vr die radiale Geschwin-
digkeit der Ionen ist. Der Index n steht für die Dimension des betrachteten Systems. Im
Folgenden werden der drei- und zweidimensionale Fall behandelt.

2.1.1. Dreidimensionaler Fall

Das Integral über (2.10) ergibt für n = 3:

Ii = 4πr2

∫
J≤Jkrit

ef 3D(~v)vrd
3v . (2.11)

Die radiale Geschwindigkeit vr und das Geschwindigkeitsdi�erential d3v lassen sich mit
(2.1) und (2.2) durch E und J ausdrücken:

vr(r) =

√
2

mi

(E − eV (r))− J2

m2
i r

2
(2.12)
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2. Gleichgewichtspotenzial von sphärischen Staubteilchen

Abbildung 2.2.: Das normierte e�ektive Potenzial mit dem Coulomb-Potenzial (2.8) für einen
Streuparameter α = 0, 2 und fünf Stoÿparameter σ/R. Alle Abstände sind auf den Radius R
des Staubteilchens normiert. Für den kritischen Stoÿparameter σkrit/R = 1, 2 ist das e�ektive
Potenzial auf der Ober�äche des Staubteilchens gleich der Gesamtenergie E.

Abbildung 2.3.: Die entsprechenden Teilchenbahnen nach Abbildung 2.2. Die Teilchenbah-
nen beginnen ungestört am rechten Rand (im Unendlichen) und enden auf der Ober�äche des
Staubteilchens mit dem Radius R, falls das Teilchen absorbiert wird. Alle Abstände sind auf
den Radius R normiert. Für den kritischen Stoÿparamter σkrit/R = 1, 2 streift das Teilchen die
Ober�äche tangential. Nur Teilchen mit σ ≤ σkrit können die Ober�äche erreichen, Teilchen
mit σ > σkrit werden re�ektiert.
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und

d3v =
2πJ

m3
i r

2vr

dJdE . (2.13)

Für die Verteilungsfunktion f 3(~v) der Geschwindigkeit wird eine Maxwellverteilung an-
gesetzt:

f 3D
M (~v) = n0

(
mi

2πkTi

)3/2

e−E/kTi , (2.14)

wobei n0 die Ionendichte bei groÿem r und Ti die Ionentemperatur ist. Nun werden (2.13)
und (2.14) in (2.11) eingesetzt:

Ii = en0

√
π

(
2

mikTi

)3/2 ∫ ∞
0

∫ Jkrit

0

dJdEJe−E/kTi . (2.15)

Die obere Integrationsgrenze Jkrit ist durch (2.7) gegeben. Nach Integration ergibt sich
der Ionenstrom zu:

Ii = 4πR2en0

√
kTi

2πmi

(
1− eVR

kTi

)
. (2.16)

Um nun das Ober�ächenpotenzial eVR zu erhalten muss noch der Elektronenstrom Ie

auf das negativ geladene Staubteilchen bestimmt werden. Analog zu (2.15) lautet der
Elektronenstrom:

Ie = −en0

√
π

(
2

mekTe

)3/2 ∫ ∞
−eVR

∫ Jkrit

0

dJdEJe−E/kTe , (2.17)

wobei die untere Integrationsgrenze der Energie hier auf das Ober�ächenpotenzial −eVR

gesetzt werden muss, da die Elektronen mindestens diese kinetische Energie besitzen
müssen, um die Ober�äche des Staubteilchens erreichen zu können. Jkrit ist wieder durch
(2.7) gegeben, wobei ein Vorzeichenwechsel von VR beachtet werden muss, da es sich für
Elektronen um ein abstoÿendes Ober�ächenpotenzial handelt. Die Integration von (2.17)
ergibt den Elektronenstrom zu:

Ie = −4πR2en0

√
kTe

2πme

eeVR/kTe . (2.18)

Der Ionenstrom (2.16) nimmt also mit −VR/Ti linear zu, während der Elektronenstrom
(2.18) mit −VR/Te exponentiell abfällt. Das Ober�ächenpotenzial wird in einem Plasma
mit konstanter Temperatur einen Wert annehmen, der den Ionen- und Elektronenstrom
gleich groÿ werden lässt. Das Ober�ächenpotenzial im Gleichgewicht ergibt sich demnach
aus Ii + Ie = 0. Mit (2.16) und (2.18) folgt:√

mi

me

1√
β

=

(
1− ηR

β

)
e−ηR , (2.19)
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2. Gleichgewichtspotenzial von sphärischen Staubteilchen

Abbildung 2.4.: Das normierte Ober�ächenpotenzial ηR = eVR/kTe aus (2.19) in Abhängigkeit
des Temperaturverhältnisses β. Für das Massenverhältnis (Ionen- zu Elektronenmasse, mi/me)
wurde 1836, 2 (Wassersto� H+), 73.609 (Argon Ar40) und 100 angenommen, welches oft in
numerischen Simulationen verwendet wird.

wobei β das Verhältnis von Ionen- zu Elektronentemperatur ist, Ti/Te, und ηR das nor-
mierte Ober�ächenpotenzial, eVR/kTe. Zu beachten ist, dass (2.19) nicht vom Radius R
des Staubteilchens abhängt, sondern nur noch vom Massenverhältnis mi/me und dem
Temperaturverhältnis β.
Abbildung 2.4 zeigt das normierte Ober�ächenpotenzial ηR aus (2.19) in Abhängigkeit
des Temperaturverhältnisses β. Für das Massenverhältnis (Ionen- zu Elektronenmasse,
mi/me) wurde hier 1836, 2 (Wassersto� H+), 73.609 (Argon Ar40) und 100 angesetzt,
welches oft in numerischen Simulationen verwendet wird. Sind die Elektronen- und Io-
nentemperatur gleich (β = 1, Te = Ti = T ) ergibt sich das Ober�ächenpotenzial zu
VR(H+) = −2, 5kT/e, VR(Ar40) = −3, 99kT/e und VR(100) = −1, 42kT/e. Je gröÿer
das Massenverhältnis, jesto gröÿer fällt der Betrag des Ober�ächenpotenzials aufgrund
der jeweils geringeren kinetischen Energie der Ionen aus. Bei sehr kleinen Temperatur-
verhältnissen geht das Ober�ächenpotenzial ηR asymptotisch gegen Null. Denn verfügen
die Ionen nur über eine sehr geringe kinetische Energie im Vergleich zu den Elektronen,
werden diese vom negativen Ober�ächenpotenzial nahezu radial auf das Staubteilchen
beschleunigt und auch absorbiert, wobei die Anzahl der re�ektierten Ionen mit kleiner
werdendem β immer geringer wird. Steigt dagegen das Temperaturverhältnis an, werden
immer mehr Ionen aufgrund der höheren kinetischen Energie vom Staubteilchen re�ek-
tiert, weshalb der Strom von Elektronen und Ionen im Gleichgewicht sinkt, wodurch der
Betrag des negativen Ober�ächenpotenzials entsprechend ansteigt. Das Ober�ächenpo-
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tenzial kann jedoch nur solange mit dem Temperaturverhältnis zunehmen, wie es vom
Betrag gröÿer als β ausfällt. Ist der Betrag des Ober�ächenpotenzials gleich dem Tem-
peraturverhältnis, ist ein Maximum erreicht und das Ober�ächenpotenzial fällt wieder
ab. Denn ist die kinetische Energie der Ionen gröÿer als der Betrag des Ober�ächenpo-
tenzials, nähern sich die Ionen dem kinetischen Energieniveau der Elektronen an und
der Betrag des Ober�ächenpotenzials sinkt wieder. Stimmen schlieÿlich das Massenver-
hältnis und das Temperaturverhältnis überein, besitzen die Ionen die gleiche kinetische
Energie wie die Elektronen und das Ober�ächenpotenzial ηR verschwindet.
Aus dem Ober�ächenpotenzial im Gleichgewicht lässt sich über einen Kapazitätswert
auch die Ober�ächenladung bestimmen, wie im Abschnitt 3.6 diskutiert ist.

2.1.2. Zweidimensionaler Fall

Betrachtet man nur die Bewegung von Plasmateilchen in der Ebene, so stellt sich der
Ionenstrom analog zu (2.11) wie folgt dar:

Ii = 2πr

∫
J≤Jkrit

ef 2D(~v)vrd
2v . (2.20)

Das Geschwindigkeitsdi�erential d2v lautet:

d2v =
2π

mi

dE . (2.21)

Für die radiale Geschwindigkeit in (2.20) wird vr(R) aus (2.12) mit dem Ober�ächenpo-
tenzial V (R) = VR eingesetzt:

vr(R) =

√
2

mi

(E − eVR) , (2.22)

wobei J = 0 auf der Ober�äche des nun zweidimensionalen, also zylinderförmigen
Staubteilchens angenommen wird. Mit der zweidimensionalen Maxwellverteilung der Ge-
schwindigkeit

f 2D
M (~v) = n0

(
mi

2πkTi

)
e−E/kTi (2.23)

zusammen mit (2.21) und (2.22) eingesetzt in (2.20) ergibt sich:

Ii = en0
2πR

kTi

√
2

mi

∫ ∞
0

dE
√
E − eVRe

−E/kTi . (2.24)

Das Integral (2.24) lässt sich mit Hilfe der komplementären Fehlerfunktion angeben
(siehe Anhang E):

Ii = en0
2πR

kTi

√
2

mi

(kTi)
3/2

(√
−eVR

kTi

+

√
π

2
e−eVR/kTi erfc

(√
−eVR

kTi

))
. (2.25)
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Abbildung 2.5.: Das normierte Ober�ächenpotenzial ηR = eVR/kTe aus (2.28) in Abhängig-
keit des Temperaturverhältnisses β für den zweidimensionalen Fall. Für das Massenverhältnis
(Ionen- zu Elektronenmasse, mi/me) wurde 1836, 2 (Wassersto� H+), 73.609 (Argon Ar40) und
100 angenommen, welches oft in numerischen Simulationen verwendet wird. Zum Vergleich ist
ηR (gestrichelte Linie) für den dreidimensionalen Fall aus Abbildung 2.4 gezeigt.

Analog zu (2.24) lautet der Elektronenstrom:

Ie = −en0
2πR

kTe

√
2

me

∫ ∞
−eVR

dE
√
E + eVRe

−E/kTe . (2.26)

wobei die untere Integrationsgrenze der Energie hier wieder auf das Ober�ächenpotenzial
−eVR gesetzt werden muss. Die Ausführung des Integrals (2.26) gibt (siehe Anhang E):

Ie = −en0
2πR

kTe

√
2

me

(kTe)
3/2

√
π

2
eeVR/kTe . (2.27)

Das Ober�ächenpotenzial im Gleichgewicht ergibt sich wieder aus Ii + Ie = 0. Mit (2.25)
und (2.27) erhält man:√

mi

me

eηR = 2

√
−ηR

π
+
√
βe−ηR/βerfc

(√
−ηR

β

)
, (2.28)

wobei β wieder das Verhältnis von Ionen- zu Elektronentemperatur ist, Ti/Te, und ηR

das normierte Ober�ächenpotenzial, eVR/kTe. Der Ausdruck (2.28) hängt ebenfalls nicht
vom Radius R des zylinderförmigen Staubteilchens ab, sondern nur vom Massenverhält-
nis mi/me und dem Temperaturverhältnis β.
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Abbildung 2.6.: Für eine bestimmte Energie E′ und einen bestimmten Drehimpuls J ′ ver-
schwindet die Radialgeschwindigkeit bei rA > R, vr(E

′, J ′, rA) = 0. Alle Ionen mit (E′, J < J ′)
tre�en auf die Ober�äche des Staubteilchens und haben dort stets eine nicht verschwindende Ra-
dialgeschwindigkeit, vr(E

′, J < J ′, R) 6= 0. Ionen mit (E′, J > J ′) werden bei r > rA re�ektiert
und damit nicht vom Staubteilchen absorbiert.

Abbildung 2.5 zeigt das normierte Ober�ächenpotenzial ηR aus (2.28) in Abhängig-
keit des Temperaturverhältnisses β. Für das Massenverhältnis (Ionen- zu Elektronen-
masse, mi/me) wurde wieder 1836, 2 (Wassersto� H+), 73.609 (Argon Ar40) und 100
verwendet. Zum Vergleich ist das Ober�ächenpotenzial (gestrichelte Linie) aus dem
dreidimensionalen Fall dargestellt. Für eine gleiche Elektronen- und Ionentemperatur
(β = 1, Te = Ti = T ) ergibt sich das Ober�ächenpotenzial hier zu VR(H+) = −2, 96kT/e,
VR(Ar40) = −4, 62kT/e und VR(100)− 1, 7kT/e und fällt damit betragsmäÿig höher aus
als im dreidimensionalen Fall. Während für groÿe Temperaturverhältnisse die Ober�ä-
chenpotenziale des drei- und zweidimensionalen Falls übereinstimmen, geht das Ober-
�ächenpotenzial für kleine Temperaturverhältnisse im zweidimensionalen Fall gegen je-
weils einen konstanten Wert von VR(H+) = −3, 08kTe/e, VR(Ar40) = −4, 71kTe/e und
VR(100) = −1, 87kTe/e. Für kleine Ionentemperaturen verschwindet nämlich die Feh-
lerfunktion in (2.25), womit der Ionenstrom unabhängig von der Ionentemperatur wird
und ηR in (2.28) somit nur noch vom Massenverhältnis abhängt.

2.2. Gültigkeitsbereich der OML-Theorie

Die OML-Theorie unterliegt der expliziten Annahme, dass nur die Ionen vom Staubteil-
chen absorbiert werden, die einen Stoÿparameter bzw. Drehimpuls kleiner oder gleich
σkrit (siehe (2.6)) bzw. Jkrit (siehe (2.7)) besitzen. Ein Ion mit dem Drehimpuls J = Jkrit

streift dabei die Ober�äche des Staubteilchens tangential, d.h. die Radialgeschwindig-
keit ist Null (vr = 0, siehe (2.4)). Diese Annahme gilt insbesondere wie gezeigt für
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ein Coulomb-Potenzial. Allerdings wird ein geladenes Objekt in einem Plasma abge-
schirmt werden, weshalb das Coulomb-Potenzial keine gute Approximation des Poten-
zialpro�ls eines Staubteilchens darstellt. Im nächsten Abschnitt wird daher ein abge-
schirmtes Coulomb-Potenzial (auch Debye-Hückel-Potenzial genannt) als Potenzialpro�l
eingeführt und diskutiert. Wie gezeigt werden wird, ist die De�nition des kritischen
Drehimpulses für ein abgeschirmtes Coulomb-Potenzial nicht mehr durch (2.7) gegeben,
da Potenzialbarrieren auftreten können, an denen die Plasmateilchen re�ektiert werden.
Abbildung 2.6 zeigt schematisch eine Situation, in der für eine bestimmte Energie E ′

und einen bestimmten Drehimpuls J ′ die Radialgeschwindigkeit bei rA > R gleich Null
wird, also vr(rA) = 0 gilt. Der Ausdruck für die Radialgeschwindigkeit (2.12) besitzt für
(E ′, J > J ′, rA) keine Lösung, wohingegen für vr(E

′, J < J ′, rA < R) positive Lösungen
existieren. Unter der Annahme, dass das Potenzial V (r) sich nicht sprunghaft ändert,
werden daher alle Ionen mit einem Drehimpuls gröÿer als J ′ nicht vom Staubteilchen ab-
sorbiert. Ionen mit J < J ′ tre�en auf die Ober�äche des Staubteilchens und weisen dort
stets eine von Null verschiedene Radialgeschwindigkeit vr(E

′, J < J ′, R) 6= 0 auf. rA(E)
ist ein energieabhängiger Radius, der auch Absorptionsradius genannt wird. Existiert
solch ein Absorptionsradius, ist die OML-Theorie nicht mehr anwendbar, da die De�-
nition des kritischen Drehimpulses Jkrit in (2.10) dann nicht mehr durch (2.7) gegeben
sein kann. Damit die OML-Theorie Gültigkeit besitzt, muss die Radialgeschwindigkeit
für alle r > R stets gröÿer als Null sein, vr(r > R) > 0. Diese Bedingung lässt sich durch
den kritischen Drehimpuls folgendermaÿen ausdrücken. Der kritische Drehimpuls Jkrit

an der Stelle rA lautet:

Jkrit(rA) = rA

√
2mi(E − eV (rA)) , (2.29)

welcher analog zu (2.7) aus der Bedingung vr = 0 folgt. Ist dieser kritische Drehimpuls
Jkrit(rA) stets gröÿer als Jkrit(R), so behält die OML-Theorie ihre Gültigkeit:

rA

√
1− eV (rA)

E
> R

√
1− eVR

E
, (2.30)

wobei diese Bedingung für alle Energien E gelten soll, für die die Verteilungsfunktion der
Geschwindigkeit endlich ist. Im Falle der Maxwellverteilung (2.14) muss die Bedingung
(2.30) damit auch für sehr kleine Energien gelten, womit sich die Bedingung für die
Gültigkeit der OML-Theorie durch

V (r)

VR

>
R2

r2
(2.31)

ausdrücken lässt. (2.31) ist nur erfüllt, wenn das Potenzial V (r) stets langsamer als 1/r2

abfällt. Während dies für ein Coulomb-Potenzial der Fall ist, wird die Bedingung für ein
abgeschirmtes Coulomb-Potenzial verletzt, wie im Anhang C gezeigt wird. Die OML-
Theorie ist also für die Bestimmung des Ober�ächenpotenzials im Gleichgewicht eines
sphärischen, abgeschirmten Objekts in einem Plasma nicht anwendbar. Die Behandlung
der vollständigen orbitalen Bahnen von Ionen in der OM-Theorie (welche im nächs-
ten Abschnitt vorgestellt wird) zeigt allerdings, dass die OML-Theorie für Radien von
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2.2. Gültigkeitsbereich der OML-Theorie

Staubteilchen kleiner als die Debyelängen des betrachteten Plasmas trotzdem eine gute
Approximation darstellt. Denn in diesem Fall fällt ein abgeschirmtes Coulomb-Potenzial
in der Nähe des Staubteilchens langsamer als 1/r2 ab, siehe Abbildung C.1 im Anhang
C. Die OM-Theorie bestimmt das Ober�ächenpotenzial im Gleichgewicht zusätzlich in
Abhängigkeit des Potenzialpro�ls und des Radius von Staubteilchen.
Ist die Ionentemperatur gleich Null (Ti = 0), betrachtet man also ein Plasma mit �kalten�
Ionen, ist die OML-Theorie ebenfalls nicht anwendbar, da der Ausdruck für den Ionen-
strom (2.16) bzw. (2.25) für Ti = 0 nicht de�niert ist. Die Ionen führen in diesem Fall
keine Orbitalbewegung aus, sondern werden radial auf das Staubteilchen beschleunigt.
In Kennedy et al. [90] wird eine Theorie zur radialen Bewegung von Ionen vorgestellt,
wobei das Ober�ächenpotenzial aus dem numerischen Lösen der Poisson-Gleichung be-
stimmt wird. Dabei zeigt sich eine starke Abhängigkeit des Ober�ächenpotenzials mit
dem Radius des Staubteilchens.
In der OML-Theorie wird ferner ausschlieÿlich ein stoÿfreies Plasma betrachtet. Zwar ist
die mittlere freie Weglänge der Plasmateilchen für die meisten Plasmen sehr groÿ im Ver-
gleich zu den Debyelängen, dennoch kann die Ionendichte in der Nähe des Staubteilchens
durch Ladungsaustauschstöÿe signi�kant erhöht werden, selbst wenn die Stoÿwahrschein-
lichkeit gering ist, wie in Goree [91] und Lampe et al. [92] gezeigt wird. Denn das nach
dem Austauschstoÿ mit einem Neutralgasteilchen zurückbleibende Ion kann im Potenzial
des Staubteilchens gefangen und in einem Orbit gehalten (engl. trapped ions) oder vom
Staubteilchen direkt absorbiert werden. Hierdurch kann der Ionenstrom in Abhängig-
keit der Plasmadichte und der Stoÿfrequenz signi�kant zunehmen, wodurch der Betrag
des negativen Ober�ächenpotenzials im Gleichgewicht um bis zu 50% im Vergleich zur
OML-Theorie sinken kann [92]. In Khrapak et al. [93] wird gemäÿ in Laborexperimenten
gemessenen Staubteilchenladungen der Ionenstrom wie folgt approximiert (vergleiche
mit (2.16)):

Ii,coll = 4πR2en0

√
kTi

2πmi

eVR

kTi

(
1 + 0, 1

eVR

kTi

λl

lmfp

)
, (2.32)

wobei lmfp die mittlere freie Weglänge der Ionen ist. Das Verhältnis λl
lmfp

liegt typischer-
weise im Zehntel- oder Hunderstelbereich. In Abhängigkeit der Gröÿe des Ober�ächen-
potenzials eVR kann der Ionenstrom im Vergleich zu (2.16) signi�kant zunehmen.
Obwohl die im letzten Abschnitt vorgestellte OML-Theorie prinzipiell wie dargestellt
nicht auf staubige oder komplexe Plasmen anwendbar ist, wird diese in der Literatur
häu�g verwendet und diskutiert, u.a. in Allen et al. [94, 95], Lampe et al. [96], Shukla
et al. [97] oder Fortov et al. [98].

27



2. Gleichgewichtspotenzial von sphärischen Staubteilchen

2.3. Die Orbital Motion (OM) Theorie

Im Folgenden sei allgemein die Bewegung eines Teilchens in einem Zentralfeld V (r)
betrachtet. Die Gesamtenergie E und der Drehimpuls J sind dabei Erhaltungsgröÿen:

E =
1

2
mv2
∞ =

1

2
mv2

r + Veff(r, J) , J = mv∞σ , (2.33)

wobei m die Masse, σ der Stoÿparameter und vr die radiale Geschwindigkeit des Teilchen
ist. v∞ sei wieder die anfängliche Geschwindigkeit (Energie) des Teilchens. Das e�ektive
Potenzial Veff(r, J) ist wieder durch

Veff(r, J) =
J2

2mr2
+ eV (r) (2.34)

gegeben. Ist bei einem bestimmten Abstand r0 das e�ektive Potenzial gleich der Gesamt-
energie, Veff(r0, J) = E, verschwindet die Radialgeschwindigkeit in (2.33). Das Teilchen
hat somit den kleinsten erreichbaren Abstand zum Ursprung erreicht. Dieser Abstand
r0 lässt sich aus (2.34) bestimmen:

r0 =
J√

2m(E − eV (r0))
. (2.35)

Betrachtet man einen Radius R um den Ursprung, so kann das Teilchen diesen Ra-
dius nur erreichen, wenn r0 ≤ R ist. Ist hingegen r0 > R, so wird das Teilchen vom
Zentralpotenzial bei r0 > R re�ektiert und kann somit den Radius R nicht erreichen.

2.3.1. Abstoÿendes Potenzial

Ist V (r) > 0, stellt das Zentralpotenzial also ein abstoÿendes Potenzial für ein Teilchen
dar, ist das e�ektive Potenzial (2.34) eine positive, monoton fallende Funktion von r, falls
das Zentralpotenzial V (r) ebenfalls monoton abfallend in r ist. Die Gleichung (2.35) des
kleinsten erreichbaren Abstand r0 hat damit nur eine Lösung. Das Argument der Wurzel
in (2.35) bleibt dabei stets positiv, da im Falle eines abstoÿenden Potenzials die Energie
E des Teilchens stets gröÿer oder gleich V (r) ist. Der kritische Stoÿparameter σ−krit für
ein abstoÿendes Potenzial, den ein Teilchen maximal besitzen darf, um den Radius R
noch zu erreichen, lässt sich nun aus der Bedingung Veff(R, σ−krit) = E bestimmen. Es
gilt:

σ−krit = R

√
1− eVR

E
, (2.36)

wobei V (R) = VR gilt. (2.36) ist somit gleich dem Ausdruck (2.6) aus der OML-Theorie.
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2.3.2. Anziehendes Potenzial

Ist V (r) < 0, wirkt das Zentralpotenzial also als ein anziehendes Potenzial für ein Teil-
chen, kann die Gleichung (2.35) mehrere Lösungen haben, abhängig vom speziellen Ver-
halten des Zentralpotenzials V (r). Die Extremstellen des e�ektiven Potenzials werden
durch dVeff(r)/dr = 0 bestimmt. Mit Veff(r) aus (2.34) folgt:

r3e
dV

dr
=
J2

m
. (2.37)

Aus dieser Bedingung ist ersichtlich, falls |V (r)| überall langsamer als 1/r2 fällt, dass
die linke Seite von (2.37) monoton wächst und Veff(r) nur eine Extremstelle rm hat,
wobei diese immer ein Minimum darstellt, da für alle rm stets V ′′eff(rm) > 0 gilt. Dies
gilt insbesondere für das Coulomb-Potenzial, welches in der OML-Theorie angenommen
wird. Im Folgenden sei als Zentralpotenzial das Debye-Hückel-Potenzial der Form

V (r) = VR
R

r
e(R−r)/λd (2.38)

angenommen [12], mit der sogenannten Abschirmlänge λd und dem Radius R. Die Her-
leitung dieses Potenzialpro�ls aus der linearisierten Poissongleichung wird im Anhang
C vorgenommen. Die Abschirmlänge λd entspricht dabei der charakteristischen Längen-
skala, auf der die Ladung eines Objekts in einem Plasma abgeschirmt wird und das
Ober�ächenpotenzial eVR abfällt. Das Debye-Hückel-Potenzial (2.38) fällt für kleine r
langsamer, für groÿe r jedoch schneller ab als 1/r2. Somit kann Gleichung (2.37) zwei
Lösungen haben. Das e�ektive Potenzial Veff(r) kann hier sowohl ein Maximum als auch
ein Minimum besitzen, wobei das Maximum stets bei gröÿerem r auftritt als das Mi-
nimum (rmax > rmin). Gilt nun Veff(rmax) > E, besitzt die Gleichung des kleinsten
erreichbaren Abstands (2.35) mehrere Lösungen. Physikalisch bedeutet dies, dass eine
Potenzialbarriere auftritt und das Teilchen bei r > rmax re�ektiert wird, das Maximum
also nicht erreichen kann.
In Abbildung 2.7 ist das Verhalten des e�ektiven Potenzials Veff(r) aus (2.34) mit dem
Debye-Hückel-Potenzial (2.38) dargestellt. Veff(r) ist dabei auf die Energie E, die Abstän-
de r und σ auf den Radius R normiert. Die Energie sei wieder durch den dimensionslosen
Streuparameter α nach (2.9) bestimmt. Abbildung 2.7 zeigt Veff(r, σ) für zwei Werte von
α mit R/λd = 1 und fünf verschiedenen Stoÿparametern σ/R. Für α = 10 können Po-
tenzialbarrieren auftreten, wie z.B. bei σ/R = 4, 5. Bei α = 5 existieren keine Potenzial-
barrieren, da alle Maxima von Veff stets unterhalb von 1 liegen, also Veff(rmax, σ) < E für
alle rmax und σ gilt. In Abbildung 2.8 sind die entsprechenden Teilchenbahnen aus Ab-
bildung 2.7 für die zwei Werte von α dargestellt. Die Teilchenbahnen beginnen ungestört
am rechten Rand (im Unendlichen) und enden auf der Ober�äche des Staubteilchens,
falls das Teilchen durch das Debye-Hückel-Potenzial eingefangen wird. Wie auch schon
aus Abbildung 2.7 ersichtlich, können Teilchen mit dem Stoÿparameter σ/R = 4, 5 und
5, 5 für α = 10 und σ/R = 3, 9 für α = 5 die Ober�äche der Kugel R nicht erreichen.
Es existieren also abhängig von der Energie und dem Stoÿparameter Teilchenbahnen mit
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Abbildung 2.7.: Das normierte e�ektive Potenzial mit dem Debye-Hückel-Potenzial (2.38) mit
R/λd = 1 für zwei Streuparameter α = |eVR|/2E und jeweils fünf verschiedenen Stoÿpara-
metern. Alle Abstände sind auf den Radius R des Staubteilchens normiert. Bei der Energie
α = 10 können Potenzialbarrieren auftreten, wie bei σ/R = 4, 5. Für α = 5 treten dagegen
keine Potenzialbarrieren auf, da hier alle Maxima von Veff stets unterhalb von 1 liegen. Es gilt:
Veff(rmax, σ) < E für alle rmax und σ.
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Abbildung 2.8.: Die zu Abbildung 2.7 gehörigen Teilchenbahnen für α = 10 und α = 5. Die
Teilchenbahnen beginnen ungestört am rechten Rand (im Unendlichen) und enden auf der Ober-
�äche des Staubteilchens mit dem Radius R, falls das Teilchen absorbiert wird. Alle Abstände
sind auf den Radius R normiert. Für α = 10 werden die Teilchen mit dem Stoÿparameter
σ/R = 4, 5 und 5, 5 re�ektiert, für α = 5 nur das Teilchen mit σ/R = 3, 9.

und ohne Potenzialbarrieren, welche durch die Einführung eines kritischen Stoÿparame-
ters σb unterschieden werden können:

σb = rmax

√
1− eV (rmax)

E
, (2.39)

wobei rmax die Maximalstelle des e�ektiven Potenzials ist. σb bestimmt also den Über-
gang von Teilchenbahnen mit und ohne Potenzialbarrieren. Ist σ < σb tritt keine Barriere
auf, wohingegen bei σ > σb ein Teilchen durch eine auftretende Potenzialbarriere bei
r ≥ rmax re�ektiert wird. Zu beachten ist, dass rmax vom Stoÿparameter σ abhängt. Somit
stellt Gleichung (2.39) eine implizite Beziehung dar, denn der kritische Stoÿparameter
des Übergangs σb hängt nicht nur von der Energie, sondern auch vom Stoÿparameter
selbst ab. Nun kann analog zu (2.36) der kritische Stoÿparameter σ+

krit, den ein Teil-
chen maximal besitzen darf, um die Ober�äche eines Radius R zu erreichen, formuliert
werden:

σ+
krit =

{
σkrit für σkrit < σb

σb(E, σ) für σkrit ≥ σb

, (2.40)

wobei σkrit wieder durch (2.6) gegeben ist. Diese De�nition des kritischen Stoÿparameters
σ+

krit gilt insbesondere für das vorgestellte Debye-Hückel-Potenzial (2.38), jedoch wie
erwähnt nicht für Zentralpotenziale, die überall langsamer als 1/r2 abfallen. In diesem
Fall ist die De�nition eines kritischen Stoÿparameters σb für den Übergang über�üssig
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2. Gleichgewichtspotenzial von sphärischen Staubteilchen

und σ+
krit wäre ebenfalls durch (2.36) bzw. (2.6) gegeben. Der Ionenstrom entspricht dann

dem OML-Fall aus (2.16).

2.3.3. Dreidimensionaler Fall

Mit der De�nition des kritischen Stoÿparameters σ+
krit (2.40) für die volle orbitale Be-

wegung in einem Debye-Hückel-Potenzial lässt sich nun der Ionenstrom auf ein negativ
geladenes Staubteilchen mit dem Radius R bestimmen. Der Ionenstrom ist durch (2.15)
gegeben, wobei die obere Integrationsgrenze des Drehimpulses Jkrit nun durch (2.40)
ersetzt werden muss (bzw. der Drehimpuls kann über J =

√
2Emσ durch den Stoÿ-

parameter ausgedrückt werden). Da (2.40) vom Stoÿparameter σ selbst abhängt, wird
σ+

krit(E, σ) durch eine Heaviside-Funktion Θ in das Integral eingebunden:

Ii = en0

√
π

(
2

mikTi

)3/2

2mi

∫ ∞
0

∫ ∞
0

dσdE σEe−E/kTi Θ
(
min

(
σkrit, σ

+
krit

)
− σ

)
.

(2.41)

Die beiden Fallunterscheidungen in (2.40) wurden hier durch eine Minimumfunktion
ausgedrückt. Ist der Stoÿparameter σ kleiner als das Minimum von

(
σkrit(E), σ+

krit(E, σ)
)
,

wird das Argument der Heaviside-Funktion gröÿer als Null. Die Heaviside-Funktion ist
hier also folgendermaÿen de�niert:

Θ
(
min

(
σkrit, σ

+
krit

)
− σ

)
=

{
0 : σ > min

(
σkrit, σ

+
krit

)
1 : σ ≤ min

(
σkrit, σ

+
krit

) . (2.42)

Um das Ober�ächenpotenzial eVR zu bestimmen, muss der Ausdruck für den Ionen-
strom (2.41) gleich dem Elektronenstrom gesetzt werden. Dieser entspricht dem Aus-
druck (2.18) aus der OML-Theorie, wie im Abschnitt über ein abstoÿendes Potenzial
gezeigt wurde. eVR ergibt sich wieder aus Ii + Ie = 0, wobei das Ober�ächenpotenzial
hier nicht mehr nur vom Temperatur- und Massenverhältnis abhängt, sondern auch vom
Radius R des Staubteilchens. Die Abhängigkeit von R geht dabei insbesondere über
das Debye-Hückel-Potenzial (2.38) mit einer entsprechenden Abschirmlänge λd ein. Mit
dieser expliziten Annahme eines Debye-Hückel-Potenzials ergibt sich allerdings keine
selbstkonsistente Lösung des Ober�ächenpotenzials. Um eine selbstkonsistente Lösung
zu erhalten, muss die Poissongleichung direkt gelöst werden. In Kennedy et al. [99]
wird eine numerische Lösung der Poissongleichung vorgestellt, wobei ein Ausdruck für
die Ionendichte unter Berücksichtigung der OM-Theorie in der Poissongleichung ver-
wendet wird. Iterativ wird dabei ein Potenzialpro�l bestimmt, aus dem dann über den
Ionen- und Elektronenstrom wieder ein Ober�ächenpotenzial folgt. Abbildung 2.9 zeigt
die Ergebnisse für das Ober�ächenpotenzial ηR = eVR/Te aus Kennedy et al. [99] in
Abhängigkeit des normierten Radius R/λe. Gezeigt sind drei Temperaturverhältnisse
β = Ti/Te, das Massenverhältnis entspricht 1836, 2 (Wassersto� H+). Erreicht der Ra-
dius die Debyelänge der Elektronen bzw. Ionen, beginnt das Ober�ächenpotenzial für
jedes Temperaturverhältnis anzusteigen. Nach der OM-Theorie ist somit der Ionenstrom

32



2.3. Die Orbital Motion (OM) Theorie

Abbildung 2.9.: Die Ergebnisse aus Kennedy et al. [99] für das Ober�ächenpotenzial ηR =
eVR/kTe in Abhängigkeit des normierten Radius R/λe. Dargestellt sind drei Temperaturver-
hältnisse β = Ti/Te, dass Massenverhältnis ist auf 1836, 2 (Wassersto� H+) gesetzt. Für je-
des Temperaturverhältnis steigt das Ober�ächenpotenzial an, wenn der Radius die Gröÿen-
ordnung der Debyelänge der Elektronen bzw. Ionen erreicht. Für kleine Radien im Vergleich
zu den Debyelängen wird das Ober�ächenpotenzial konstant und entspricht dem Ergebnis aus
der OML-Theorie, siehe Abbildung 2.4. Die markierten Ober�ächenpotenziale (Kreuze) kön-
nen mit Hilfe eines Debye-Hückel-Potenzials (2.38) im Ionenstrom (2.41) reproduziert wer-
den. Hierzu sind bei der numerischen Lösung des Ober�ächenpotenzials im Gleichgewicht aus
Ii(VR, R, λd) = Ie(VR, R) die in Abbildung 2.10 gezeigten Abschirmlängen λd/λe im Debye-
Hückel-Potenzial ermittelt worden.

(2.41) für groÿe Radien im Vergleich zu den Debyelängen stets kleiner als in der OML-
Theorie (2.16). Für sehr groÿe Radien streben alle drei Kurven einem konstanten Wert
von VR(H+) = −3, 3kTe/e entgegen, welcher dem Potenzial einer ebenen Plasmawand
entspricht und über

ηR = −1

2
ln

(
mi

2πme

)
(2.43)

bestimmt werden kann [100]. Für kleine Radien wird das Ober�ächenpotenzial ebenfalls
konstant und entspricht dem Ergebnis aus der OML-Theorie, siehe Abbildung 2.4. Die
OM-Theorie enthält also die OML-Theorie als Grenzfall für kleine Radien von Staubteil-
chen im Vergleich zu den Debyelängen im betrachteten Plasma. Mit einem Debye-Hückel-
Potenzial (2.38) und einer entsprechenden Abschirmlänge λd lassen sich die Ergebnisse
aus Abbildung 2.9 allerdings teilweise reproduzieren. Da das Integral über den Ionen-
strom (2.41), welches vom Ober�ächenpotenzial, dem Radius und der Abschirmlänge
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2. Gleichgewichtspotenzial von sphärischen Staubteilchen

Abbildung 2.10.: Die Abschirmlänge λd in Abhängigkeit des Radius R, jeweils normiert auf die
Debyelänge λe für drei Verhältnisse von Ionen- zu Elektronentemperatur β = Ti/Te. Die dar-
gestellten Abschirmlängen wurden im Debye-Hückel-Potenzial (2.38) zur numerischen Lösung
des Ober�ächenpotenzials im Gleichgewicht aus Ii(VR, R, λd) = Ie(VR, R) gemäÿ Abbildung 2.9
ermittelt. Jeweils ausgehend von der linearisierten Debyelänge (2.44) bei kleinen Verhältnissen
von R/λe steigt die Abschirmlänge mit gröÿer werdendem Radius jeweils an.

abhängt, nicht mehr analytisch lösbar ist, muss es numerisch gelöst werden. Hierzu wer-
den die Ober�ächenpotenziale aus Abbildung 2.9 verwendet. Für die Abschirmlänge λd

im Debye-Hückel-Potenzial wird üblicherweise die linearisierte Debyelänge verwendet,
welche durch

1

λ2
l

=
1

λ2
i

+
1

λ2
e

(2.44)

gegeben ist und aus der linearisierten Poissongleichung folgt (siehe Anhang C). Der
numerisch berechnete Ionenstrom Ii(VR, R, λd) wird dann gleich dem Elektronenstrom
Ie(VR, R) nach (2.18) gesetzt, aus welchem wiederum eVR bestimmt werden kann. Itera-
tiv wird dann unter Variation der Abschirmlänge das Ober�ächenpotenzial im Gleich-
gewicht bestimmt, bis dieses mit dem aus Abbildung 2.9 übereinstimmt. Hierbei zeigt
sich, dass die Abschirmlänge mit steigendem Radius nicht mehr gemäÿ der linearisierten
Debyelänge nach (2.44) gegeben ist, sondern ebenfalls ansteigt.
Abbildung 2.10 zeigt die normierte Abschirmlänge λd/λe gegen den normierten Radi-
us R/λe für drei Verhältnisse von Ionen- zu Elektronentemperatur β, wie es aus der
numerischen Berechnung des Ionenstroms (2.41) im Debye-Hückel-Potenzial ermittelt
wurde. Für kleine Verhältnisse von R/λe entspricht die Abschirmlänge der jeweiligen
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2.3. Die Orbital Motion (OM) Theorie

Abbildung 2.11.: Das Debye-Hückel-Potenzial gemäÿ (2.38) mit den in Abbildung 2.10 darge-
stellten Radien R/λe und Abschirmlängen λd/λe für das Temperaturverhältnis β = 0, 01. Das
Potenzial ist dabei auf das Ober�ächenpotenzial VR und der Abstand r−R von der Ober�äche
des Staubteilchens auf die Debyelänge der Elektronen normiert. Die obere Kurve zeigt den Po-
tenzialverlauf für R/λe = 0, 01, die untere für R/λe = 0, 1. Das Ober�ächenpotenzial fällt also
mit ansteigendem Radius und ansteigender Abschirmlänge immer langsamer ab.

linearisierten Debyelänge λl/λe nach (2.44), welche nur vom Temperaturverhältnis ab-
hängt. Die gepunkteten Linien in Abbildung 2.10 zeigen die entsprechenden linearisierten
Debyelängen. Mit ansteigendem Radius R/λe steigt auch die Abschirmlänge an, um wie
beschrieben ein Gleichgewichtspotenzial aus Ii(VR, R, λd) = Ie(VR, R) gemäÿ Abbildung
2.9 zu erhalten. Dabei können nur die markierten Ober�ächenpotenziale (Kreuze) in
Abbildung 2.9 gewonnen werden, welche den Ergebnissen aus der OML-Theorie ent-
sprechen. Der Anstieg des Ober�ächenpotenzials ηR mit dem Radius R/λe kann also
mit dem Debye-Hückel-Potenzial (2.38) im Ionenstrom (2.41) selbst mit einer immer
weiter ansteigenden Abschirmlänge wie in Abbildung 2.10 nicht reproduziert werden.
Denn durch die auftretenden Potenzialbarrieren bei gröÿeren Radien und den damit
verbundenen Ionenbahnen (siehe Abbildung 2.8) wird die Dichteverteilung der Ionen
in der Umgebung des Staubteilchens und damit die Abschirmung des Ober�ächenpo-
tenzials zunehmend nichtlinear, wodurch sich das Potenzialpro�l nicht mehr durch ein
Debye-Hückel-Potenzial darstellen lässt, welches aus der linearisierten Poissongleichung
mit einer entsprechenden Abschirmlänge folgt (siehe Anhang C).
Abbildung 2.11 zeigt als Beispiel für ein Temperaturverhältnis von β = 0, 01 das Debye-
Hückel-Potenzial nach (2.38) für die in Abbildung 2.10 angegebenen Radien R/λe und
Abschirmlängen λd/λe. Das Potenzial V (r) ist dabei auf das Ober�ächenpotenzial VR
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2. Gleichgewichtspotenzial von sphärischen Staubteilchen

und der Abstand r − R von der Ober�äche des Staubteilchens auf die Debyelänge der
Elektronen λe normiert. Wie zu erwarten, fällt das Ober�ächenpotenzial mit ansteigen-
der Abschirmlänge immer langsamer ab. Die Abschirmlänge beschreibt eine charakte-
ristische Längenskala um das sphärische Staubteilchen herum, in dem die Ionendichte
signi�kant erhöht ist und das Oberfächenpotenzial auf das Plasmapotenzial abfällt. Die
erhöhte Dichte wird dabei durch Ionen verursacht, welche nicht vom Staubteilchen absor-
biert, sondern re�ektiert werden. Je gröÿer dabei das Staubteilchen im Vergleich zu der
Debyelänge der Ionen ist, desto �dünner� fällt der Mantel aus Ionen um das Staubteilchen
herum aus, wie im Abschnitt (4.2) über die OPAR-Simulationen (siehe Abbildung 4.7)
diskutiert werden wird. Infolgedessen fällt das Potenzial für gröÿere Radien entsprechend
langsamer ab. In Lampe et al. [96] sowie Daugherty et al. [101] wird durch numerisches
Lösen der Poissongleichung und An�tten eines Debye-Hückel-Potenzials ebenfalls die
Abschirmlänge für verschiedene Radien bestimmt. Analog zeigt sich hier, dass die Ab-
schirmlänge mit dem Radius bis in die Gröÿenordnung der Debyelänge der Elektronen
ansteigt.
Wie in der OML-Theorie ist auch in der oben vorgestellten OM-Theorie stets ein stoÿ-
freies Plasma betrachtet worden. Wie in Goree [91] und Lampe et al. [102, 92] diskutiert
wird, kann durch Ladungsaustauschstöÿe die Ionendichte in der Nähe des Staubteilchens
signi�kant erhöht werden, selbst wenn die Stoÿwahrscheinlichkeit sehr gering ist (siehe
auch Abschnitt (2.2)). Hierdurch kann die Abschirmung des Ober�ächenpotenzials sowie
der Ionenstrom auf das Staubteilchen signi�kant erhöht werden. Die im diesem Abschnitt
vorgestellte stoÿfreie OM-Theorie wird u.a. auch in Allen [94], Kennedy et al. [99] und
in Fortov et al. [98] diskutiert.

2.3.4. Zweidimensionaler Fall

Im Folgenden sei wieder nur die Bewegung von Plasmateilchen in der Ebene betrach-
tet. Das Geschwindigkeitsdi�erential d2v aus (2.21) lässt sich auch in Abhängigkeit des
Di�erentials dJ ausdrücken:

d2v = 2π
dEdJ

m2
i rvr

. (2.45)

Mit diesem Di�erential stellt sich der Ionenstrom nach (2.20) wie folgt dar:

Ii = en0
2π

mikTi

∫ ∞
0

∫ Jkrit

0

dJdEe−E/kTi . (2.46)

Ersetzt man nun wieder die obere Integrationsgrenze durch (2.40), lautet analog zu
(2.41) der Ionenstrom für den zweidimensionalen Fall:

Ii = en0
23/2π
√
mikTi

∫ ∞
0

∫ ∞
0

dσdE
√
Ee−E/kTi Θ

(
min

(
σkrit, σ

+
krit

)
− σ

)
, (2.47)

wobei der Drehimpuls J durch den Stoÿparameter σ ausgedrückt wurde und die Heaviside-
Funktion durch (2.42) gegeben ist. Das Ober�ächenpotenzial eVR ergibt sich wieder aus
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Abbildung 2.12.: Das Potenzialpro�l aus (2.48) für den zylindersymmetrischen Fall (gestri-
chelte Linie) und das Debye-Hückel-Potenzial (durchgezogene Linie) aus Abbildung 2.11 für den
Radius R/λe = 0, 01. Die Abschirmlänge wurde jeweils zu λd/λe = 0, 1 gewählt. Das Poten-
zial ist dabei auf das Ober�ächenpotenzial VR und der Abstand r − R von der Ober�äche des
Staubteilchens auf die Debyelänge der Elektronen normiert. Das Potenzial für den zylindersym-
metrischen Fall fällt natürlich deutlich langsamer ab als das Debye-Hückel-Potenzial.

Ii +Ie = 0 mit (2.47) und (2.27), wobei das Ober�ächenpotenzial wie im dreidimensiona-
len Fall nicht mehr nur vom Temperatur- und Massenverhältnis abhängt, sondern auch
vom Radius R des Staubteilchens. Das Potenzialpro�l wird für den zweidimensionalen
Fall nun nicht mehr durch das Debye-Hückel-Potenzial gegeben sein. Die Lösung der
zylindersymmetrischen Poissongleichung lautet [59]:

V (r) = VR
K0(r/λd)

K0(R/λd)
, (2.48)

wobei wie im Fall des Debye-Hückel-Potenzials die Plasmadichten in der Poissonglei-
chung linearisiert wurden (siehe Anhang C). K0 stellt die modi�zierte Besselfunktion
dar. Abbildung 2.12 zeigt das Potenzial nach (2.48) (gestrichelte Linie) im Vergleich
zum Debye-Hückel-Potenzial (durchgezogene Linie) aus Abbildung 2.11 für den Radius
R/λe = 0, 01. Die Abschirmlänge wurde jeweils zu λd/λe = 0, 1 gewählt. Der Potenzial-
verlauf ist auf VR und der Abstand r−R auf λe normiert. Das Potenzial für den zylinder-
symmetrischen Fall fällt natürlich deutlich langsamer ab als das Debye-Hückel-Potenzial.
Dennoch zeigt es den gleichen charakteristischen Verlauf, es fällt wie das Debye-Hückel-
Potenzial für kleine r langsamer, für groÿe r jedoch schneller als 1/r2 ab. Der Verlauf des
Ober�ächenpotenzials eVR/kTe im Gleichgewicht in Abhängigkeit des Radius R/λe wird
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im Abschnitt 4.4 über die zweidimensionalen OPAR-Simulationen diskutiert. Es zeigt
sich, dass das Potenzial nach (2.48) für kleine Radien und Temperaturverhältnisse im
Vergleich zu den Debyelängen keine gute Approximation des Potenzialverlaufs darstellt.
Eine selbstkonsistente Lösung des Ober�ächenpotenzials im Gleichgewicht erfordert wie-
der eine direkte Lösung der zylindersymmetrischen Poissongleichung.

2.4. Staubteilchen in einem Magnetoplasma

2.4.1. Gyrationsradius in einem Plasma

Bewegt sich ein geladenes Teilchen senkrecht zu einem homogenen Magnetfeld, wird es
durch die magnetische Lorentzkraft auf eine Kreisbahn gezwungen. Dabei ändert sich
nur die Richtung der Geschwindigkeit, nicht aber der Betrag und damit die kinetische
Energie des Teilchens. Der Radius der Kreisbahn wird Gyrationsradius rg genannt und
lässt sich über das Gleichsetzen von Zentripetalkraft mv2

⊥/rg und der magnetischen
Lorentzkraft qv⊥Bz bestimmen:

rg =
mv⊥
qBz

, (2.49)

dabei ist q die Ladung und v⊥ die Geschwindigkeit des Teilchens senkrecht zum ma-
gnetischen Feld. Bz sei der Betrag der magnetischen Flussdichte, wobei ein homogenes
Magnetfeld in z-Richtung angenommen sei, also ~B = Bz~ez. Die Kreisfrequenz oder Zy-
klotronfrequenz hängt nicht direkt vom Gyrationsradius ab:

ωg =
v⊥
rg

=
qBz

m
. (2.50)

Da Ionen eine vielfach gröÿere Masse als Elektronen besitzen, fällt der Gyrationsradi-
us für Elektronen kleiner aus als für Ionen. Entspricht die Geschwindigkeitsverteilung
der Teilchen einer Maxwellverteilung, sei der wahrscheinlichste Gyrationsradius über
die wahrscheinlichste Geschwindigkeit vmp =

√
2kT/m (siehe (3.47)) folgendermaÿen

de�niert:

rmp
g =

mvmp

2qBz

=

√
mkT

2

1

qBz

. (2.51)

Durch den Faktor 2 sei eine gleichmäÿige Aufteilung des Geschwindigkeitsbetrages von
vmp auf die senkrechte und die parallele Geschwindigkeitskomponente bezüglich des Ma-
gnetfeldes angenommen, also

kT =
1

2
mv2

mp =
1

2
m
(
v‖ + v⊥

)2 ≡ 2mv2
⊥ woraus folgt v⊥ = vmp/2 . (2.52)

Im Folgenden seien stets Ionen betrachtet, die betragsmäÿig die gleiche Ladung wie die
Elektronen aufweisen. Das Verhältnis der Gyrationsradien von Ionen und Elektronen
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Abbildung 2.13.: Der auf die Debyelänge normierte wahrscheinlichste Gyrationsradius nach
(2.54) in Abhängigkeit der magnetischen Flussdichte Bz. Die Plasmadichte ist zu n0 = ne =
ni = 6 · 1015/m3 gewählt worden. Der magnetische Fluss Bz ist in Tesla angegeben. Die vier
Kurven zeigen den Gyrationsradius für die Elektronenmasse me sowie für die Ionenmassen
mi = 100me, mi = 1836, 2me (Wassersto� H+) und mi = 73.609me (Argon Ar40).

hängt somit für die wahrscheinlichste Geschwindigkeit nur vom Massen- und Tempera-
turverhältnis ab:

rmp
gi

rmp
ge

=

√
β
mi

me

, (2.53)

β = Ti/Te ist wieder das Temperaturverhältnis. In Abbildung 2.13 ist der wahrschein-
lichste Gyrationsradius nach (2.51) in Abhängigkeit der magnetischen Flussdichte B
dargestellt, wobei rmp

g auf die Debyelänge nach (C.6) normiert wurde. Das Verhältnis
rmp

ge /λe bzw. r
mp
gi /λi hängt dabei nicht mehr von der Temperatur ab, sondern nur noch

von der Masse und der Plasmadichte n0:

rmp
ge

λe

=
1

Bz

√
men0

2ε0

,
rmp

gi

λi

=
1

Bz

√
min0

2ε0

. (2.54)

Für die Plasmadichte ist in Abbildung 2.13 jeweils n0 = ne = ni = 6 · 1015/m3 einge-
setzt worden. Die vier Kurven zeigen den Gyrationsradius für die Elektronenmasse me

und drei verschiedene Ionenmassen. Der magnetische Fluss Bz ist direkt in Tesla an-
gegeben. Ab ca. Bz = 0, 02T unterschreitet der wahrscheinlichste Gyrationsradius der
Elektronen die Debyelänge λe, wohingegen gröÿere magnetische Flussdichten notwendig
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sind, um die Ionen zu magnetisieren. Da ein geladenes Teilchen neben einer senkrechten
Geschwindigkeitskomponente v⊥ auch eine parallele Komponente v‖ = vz in Bezug auf
die Magnetfeldlinien besitzen kann, führen die Teilchen eine Spiralbewegung um eine
Magnetfeldlinie aus, wie es in Abbildung 2.14 (links) gezeigt ist. Der Mittelpunkt dieser
Spiralbewegung wird Führungszentrum genannt. Die Geschwindigkeit ~vc, mit welcher
sich das Führungszentrum entlang einer Magnetfeldlinie bewegt, läÿt sich durch

~vc = ~v‖ +
~E × ~B

B2
z

mit
∣∣~v‖∣∣ = v‖ = vz . (2.55)

ausdrücken. Die Herleitung ist im Anhang B zu �nden. Der erste Term beschreibt die
Bewegung parallel zum Magnetfeld, der zweite Term die ~E × ~B - Drift des Teilchens.

2.4.2. OML-Theorie unter Berücksichtigung eines Magnetfeldes

Im Folgenden sei wieder ein homogenes Magnetfeld in z-Richtung angenommen. Die
Spiralbewegung eines Teilchens wird durch das Koordinatenpaar

x = xc + rg cos

(
ω

vz

z + ψ

)
y = yc + rg sin

(
ω

vz

z + ψ

)
(2.56)

bestimmt, wobei ψ der Phasenwinkel des Teilchens und ω die Winkelgeschwindigkeit
ist. Die Koordinaten xc und yc geben die Position der Magnetfeldlinie und damit des
Führungszentrums an, um welche das Teilchen die Spiralbewegung ausführt. Wie in Ab-
bildung 2.14 (rechts) dargestellt, be�nde sich ein sphärisches, ungeladenes Staubteilchen
mit dem Radius R im Koordinatenursprung. Hiermit ist der Abstand eines Führungs-
zentrums zum Mittelpunkt des Staubteilchens durch r2

c = x2
c + y2

c gegeben. Ein Teilchen
wird absorbiert, wenn es die Ober�äche des sphärischen Staubteilchens erreicht. Eine
notwendige Bedingung hierfür ist, das der Abstand des Führungszentrums kleiner als
die Summe des Radius R und des Gyrationsradius rg ist, aber gröÿer als der Betrag der
Di�erenz:

|R− rg| ≤ rc ≤ R + rg . (2.57)

Zudem �ndet eine Absorption statt, wenn als notwendige Bedingung R ≥ rg und als
hinreichende Bedingung rc ≤ R− rg erfüllt wird. Die hinreichende Bedingung zu (2.57)
hängt vom Phasenwinkel ψ des Teilchens ab. Mit der Kugelgleichung R2 = x2

R + y2
R +

z2
R lässt sich ein kritischer Phasenwinkel ψkrit berechnen, ab welchem eine Absorption
statt�ndet. xR, yR und zR bezeichnen dabei die Koordinaten, an denen das Teilchen die
Ober�äche des Staubteilchens berührt. Das Einsetzen von (2.56) in die Kugelgleichung
ergibt

R2− z2
R = r2

c + r2
g + 2rg

(
xc cos

(
ω

vz

zR + ψkrit

)
+ yc sin

(
ω

vz

zR + ψkrit

))
. (2.58)
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Abbildung 2.14.: Links: Geladene Teilchen führen eine Spiralbewegung (durchgezogene Linien)
um Magnetfeldlinien (gepunktete Linien) aus. Das Magnetfeld Bz ist hier homogen und in z-
Richtung. Ob ein Teilchen von einem sphärischen Staubteilchen mit dem Radius R (gestrichelte
Linie) absorbiert wird, hängt vom Gyrationsradius rg, vom Abstand rc der Magnetfeldlinie bzw.
des Führungszentrums, vom Phasenwinkel ψ, von der Geschwindigkeitskomponente vz und von
der Winkelgeschwindigkeit ω ab. Rechts: Aufsicht auf die x-y-Ebene mit einem Staubteilchen
(gestrichelte Linie) im Koordinatenursprung. Eine hinreichende Absorptionsbedingung de�nie-
ren die Schnittpunkte der Kreise mit den Radien R und rg durch einen kritischen Phasenwinkel
ψkrit nach (2.60).

Legt man das Koordinatensystem so wie in Abbildung 2.14 (rechts) dargestellt, folgt
yc = 0 und xc = rc, womit sich (2.58) zu

R2 − z2
R = r2

c + r2
g + 2rgrc cos

(
ω

vz

zR + ψkrit

)
(2.59)

reduziert. Durch Au�ösen von (2.59) nach ψkrit ergibt sich

ψkrit = arccos

(
R2 − z2

R − r2
c − r2

g

2rgrc

)
− ω

vz

zR . (2.60)

Zu bestimmen ist noch die Koordinate zR. Hierzu wird die Ableitung nach zR der linken
und rechten Seite von (2.59) bestimmt und jeweils quadriert:

z2
R = r2

gr
2
c

(
ω

vz

)2

sin2

(
ω

vz

zR + ψkrit

)
. (2.61)

Aufgelöst nach sin2 ergibt sich

sin2

(
ω

vz

zR + ψkrit

)
=

(
zR

rgrc

vz

ω

)2

. (2.62)

Gleichung (2.59) lässt sich auch durch

R2 − z2
R = r2

c + r2
g + 2rgrc

√
1− sin2

(
ω

vz

zR + ψkrit

)
(2.63)
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ausdrücken, oder aufgelöst nach sin2:

sin2

(
ω

vz

zR + ψkrit

)
= 1−

(
R2 − z2

R − r2
c − r2

g

2rgrc

)2

. (2.64)

Durch Gleichsetzen von (2.62) und (2.64) folgt der Ausdruck

0 = z4
R + 2z2

R

(
r2

g + r2
c −R2 + 2

(vz

ω

)2
)

+
(
r2

g + r2
c −R2

)2 − 4r2
gr

2
c . (2.65)

Aus (2.65) folgt nun mittels der quadratischen Ergänzung ein Ausdruck für z2
R:

z2
R = R2 − r2

c − r2
g − 2

(vz

ω

)2

+ 2

√(vz

ω

)2
((vz

ω

)2

+ r2
g + r2

c −R2

)
+ r2

gr
2
c . (2.66)

Gleichung (2.60) mit (2.66) gibt also einen kritischen Phasenwinkel ψg in Abhängigkeit
des Staubteilchenradius R, des Gyrationsradius rg, des Abstand rc des Führungszen-
trums sowie der parallelen Geschwindigkeitskomponente vz und der Winkelgeschwindig-
keit ω an. Ein Teilchen kann dabei die Ober�äche des Staubteilchens erreichen, wenn der
Phasenwinkel gröÿer oder gleich ψkrit ist (siehe Abbildung 2.14). Zudem wird ein Teil-
chen unabhängig von dessen Phasenwinkel absorbiert, wenn der kritische Phasenwinkel
kleiner als Null ist. Zusammengefasst lautet die Bedingung für die Absorption an einem
ungeladenen Staubteilchen

Notwendige Bedingung : |R− rg| ≤ rc ≤ R + rg

Hinreichende Bedingung : ψ ≥ ψkrit oder ψkrit < 0 (2.67)

oder

Notwendige Bedingung : R ≥ rg

Hinreichende Bedingung : rc ≤ R− rg . (2.68)

Im Fall von ψ = ψkrit = 0 streift das Teilchen die Ober�äche des Staubteilchens und
wird daher per De�nition absorbiert. Mit dem kritischen Phasenwinkel ψkrit nach (2.60)
mit (2.66) lässt sich nun der Strom auf ein (ungeladenes) Staubteilchen mit dem Ra-
dius R bestimmen. Ähnlich wie im Abschnitt über die OML-Theorie vorgestellt, ergibt
sich der Strom über eine Integration der Verteilungsfunktion der Geschwindigkeit (siehe
(2.10)). Die Integration muss hierzu über den Gyrationsradius rg, den Abstand rc des
Führungszentrums, den Phasenwinkel ψ und über die Geschwindigkeitskomponente vz

ausgeführt werden. Zudem müssen die Absorptionsbedingungen nach (2.67) und (2.68)
berücksichtigt werden.
Abbildung 2.15 aus Whipple [78, 42] zeigt den numerisch integrierten Strom I/I0 in
Abhängigkeit des Verhältnisses γ = R/rmp

g . I0 ist dabei der Strom, welcher sich ohne ein
Magnetfeld ergibt und nach (2.16) bzw. (2.18) mit VR = 0 durch

I0 = 4πR2en0

√
kT

2πm
(2.69)
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2.4. Staubteilchen in einem Magnetoplasma

Abbildung 2.15.: Der numerisch integrierte Strom auf ein ungeladenes Staubteilchen mit dem
Radius R in einem homogenen Magnetfeld in Abhängigkeit des Verhältnisses des Radius R zum
wahrscheinlichsten Gyrationsradius rmp

g der Elektronen in einer Maxwellverteilung. I0 ist der
Strom, welcher sich ohne ein Magnetfeld nach (2.69) ergibt. Aus Whipple [78, 42].

gegeben ist. Ist der wahrscheinlichste Gyrationsradius rmp
g mehr als einhundertmal grö-

ÿer als der Staubteilchenradius R, bleibt der Strom auf das ungeladene Staubteilchen
nahezu unbeein�usst. Dagegen reduziert sich der Strom mit sinkendem Gyrationsradius
(also mit steigendem magnetischen Fluss) im Vergleich zum Radius. Ist der Radius ca.
einhundertmal gröÿer als der wahrscheinlichste Gyrationsradius, sinkt der Strom bis auf
ca. die Hälfte des Stromes I0 ohne ein Magnetfeld. In Patacchini et al. [89] wird folgender
Polynom-Fit für den Funktionsverlauf in Abbildung 2.15 angegeben (Fehler 0, 3%):

I(ξ)/I0 = 1, 0− 0, 0946 ξ − 0, 305 ξ2 + 0, 95 ξ3 − 2, 2 ξ4 + 1, 15 ξ5 , (2.70)

mit

ξ =
γ

1 + γ
, γ = R/rmp

g . (2.71)

In der obigen Betrachtung wurde lediglich der Strom auf ein ungeladenes Staubteil-
chen (VR = 0) bestimmt. Die Berechnung eines Ober�ächenpotenzials im Gleichgewicht
wie in der OML- oder OM-Theorie in zusätzlicher Abhängigkeit eines konstanten und
homogenen Magnetfeldes ist analytisch nicht mehr möglich. Neben der Bewegung der
Elektronen und Ionen in einem Zentralpotenzial würde zusätzlich die Spiralbewegung
um die Magnetfeldlinien sowie die ~E× ~B-Drift in der Nähe des geladenen Staubteilchens
berücksichtigt werden müssen. Zudem sind die Ströme auf ein sphärisches Staubteilchen
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in einem Magnetfeld nicht mehr rotationssymmetrisch, da die Plasmateilchen durch das
Magnetfeld eine bevorzugte Bewegungsrichtung erhalten. Daher seien im Folgenden zu-
nächst qualitative Aussagen über das Gleichgewichtspotenzial eines Staubteilchens in
einem Magnetfeld diskutiert. Für ein gegebenes, konstantes Magnetfeld wird nach (2.53)
der Gyrationsradius der Ionen aufgrund der viel gröÿeren Masse gegenüber den Elek-
tronen stets gröÿer ausfallen als der Gyrationsradius der Elektronen. Die Elektronen
werden also stärker an das Magnetfeld gebunden als die Ionen, weshalb auch der Strom
von Elektronen auf ein Staubteilchen stets stärker durch ein Magnetfeld beein�usst wird
als der Strom von Ionen. Es sei ein magnetischer Fluss betrachtet, bei welchem der wahr-
scheinlichste Gyrationsradius der Elektronen kleiner als der Staubteilchenradius ist. Mit
rmp

ge < R folgt damit nach (2.51) für das Magnetfeld

Be >

√
mekTe

2

1

eR
für 1 < γe = R/rmp

ge . (2.72)

In Tsytovich et al. [103] wird (2.72) als kritisches Magnetfeld bezeichnet, bei welchem
eine signi�kante Änderung der Staubteilchenladung beginnt. Der wahrscheinlichste Gy-
rationsradius der Ionen soll für das Magnetfeld Be dabei stets gröÿer als der Staubteil-
chenradius bleiben:

rmp
gi = rmp

ge

√
mi

me

β > R , γi < 1 < γe . (2.73)

Elektronen mit einer ausreichenden kinetischen Energie, um die negativ geladene Ober-
�äche des Staubteilchens zu erreichen, bewegen sich somit nahezu entlang der Magnet-
feldlinien. Der Gyrationsradius der Elektronen, welche zum Ladungsstrom auf das Staub-
teilchen beitragen, ist also sehr klein gegenüber dem Staubteilchenradius. Die Elektro-
nen mit einer nicht ausreichenden kinetischen Energie werden vom Ober�ächenpoten-
zial entlang der magnetischen Feldlinien zurück re�ektiert. Durch die starke Bindung
an das Magnetfeld verändert sich die Einfallsrichtung der Elektronen auf das sphäri-
sche Staubteilchen. Statt der Kugelober�äche 4πR2 muss daher im Integral über die
Verteilungsfunktion der Geschwindigkeit (siehe (2.11)) nur die Projektions�äche 2πR2

des Staubteilchens angesetzt werden. Der Faktor zwei berücksichtigt dabei die Einfalls-
richtung von zwei Seiten. Hieraus folgt, dass sich der Elektronenstrom im Magnetfeld
Be gegenüber dem aus der OML-Theorie ohne Magnetfeld nach (2.18) um die Hälfte
verringert. Der Ionenstrom bleibt dagegen aufgrund des groÿen Gyrationsradius nahezu
unbeein�usst. Das Ober�ächenpotenzial im Gleichgewicht ergibt sich für den vorgestell-
ten Fall daher aus IOMLi + IOMLe /2 = 0. Mit (2.16) und (2.18) folgt:√

mi

me

1√
β

= 2

(
1− ηR

β

)
e−ηR für γi < 1 < γe . (2.74)

Abbildung 2.16 zeigt das normierte Ober�ächenpotenzial ηR (gestrichelte Linie) aus
(2.74) in Abhängigkeit des Temperaturverhältnisses β für drei Massenverhältnisse. Zum
Vergleich ist das Ober�ächenpotenzial ohne Magnetfeld nach der OML-Theorie aus Ab-
bildung 2.4 gezeigt (durchgezogene Linie). Durch den um die Hälfte reduzierten Elek-
tronenstrom hat sich erwartungsgemäÿ auch der Betrag des Ober�ächenpotenzials im
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2.4. Staubteilchen in einem Magnetoplasma

Abbildung 2.16.: Das normierte Ober�ächenpotenzial ηR = eVR/kTe nach (2.74) für ein Ma-
gnetfeld Be (2.72) (gestrichelte Linie) sowie nach (2.77) für ein Magnetfeld Bi (2.75) (gepunk-
tete Linie) in Abhängigkeit des Temperaturverhältnisses β. Zum Vergleich ist das Ober�ächen-
potenzial ohne Magnetfeld aus Abbildung 2.4 gezeigt (durchgezogene Linie). Für das Massen-
verhältnis (Ionen- zu Elektronenmasse, mi/me) wurde 1836, 2 (Wassersto� H+) (Rot), 73.609
(Argon Ar40) (Blau) und 100 (Schwarz) angenommen.

Gleichgewicht verringert. Zu beachten ist, dass nach der Voraussetzung (2.73) der wahr-
scheinlichste Gyrationsradius der Ionen für ein gegebenes Massen- und Temperaturver-
hältniss gröÿer als R sein muss, damit der Ionenstrom in (2.74) nahezu unbeein�usst
vom Magnetfeld bleibt. In Abbildung 2.16 ist daher das Ober�ächenpotenzial ηR in Ab-
hängigkeit des Massenverhältnisses nur bis zu dem Temperaturverhältnis gezeigt, für
das rmp

gi /r
mp
ge ≥ 10 (siehe (2.53)) gilt. Hierdurch beschränkt sich der Gültigkeitsbereich

insbesondere für das kleine Massenverhältnis von 100 auf relativ groÿe Temperaturver-
hältnisse.
Betrachtet man ein derart starken magnetischen Fluss, sodass der wahrscheinlichste Gy-
rationsradius der Ionen deutlich kleiner als der Staubteilchenradius ausfällt, ergibt sich
mit rmp

gi < R nach (2.51) für das Magnetfeld

Bi >

√
mikTi

2

1

eR
für 1 < γi = R/rmp

gi . (2.75)

Zusätzlich gelte Bi >> Be. Für diesen Fall ist sowohl die Bewegung der Elektronen als
auch der Ionen stark an das Magnetfeld gekoppelt. Die Gyrationsradien der Elektronen
und Ionen seien also allesamt kleiner als der Staubteilchenradius, womit sich nun alle
Teilchen nahezu entlang der Magnetfeldlinien bewegen. Somit ist der Ladungsstrom der
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2. Gleichgewichtspotenzial von sphärischen Staubteilchen

positiv geladenen Ionen auf ein negativ geladenes Staubteilchen unabhängig von der Grö-
ÿe des Ober�ächenpotenzials, denn alle Ionen, welche sich entlang einer Magnetfeldlinie
bewegen, die das Staubteilchen berührt, werden auch absorbiert. Analog zum oben dis-
kutierten Elektronenstrom muss nun auch im Integral über die Verteilungsfunktion der
Ionengeschwindigkeit (siehe (2.11)) die Projektions�äche 2πR2 berücksichtigt werden.
Der Ionenstrom lässt sich also für ein Magnetfeld Bi nach (2.75) zu

IBi
i ≈ 2πR2en0

√
kTi

2πmi

für 1 < γi . (2.76)

abschätzen. Das Ober�ächenpotenzial im Gleichgewicht ergibt sich für den vorgestellten
Fall wieder aus IBi

i + IOMLe /2 = 0. Mit (2.76) und (2.18) folgt:√
mi

me

1√
β

= e−ηR für 1 < γi, γe . (2.77)

Abbildung 2.16 zeigt das normierte Ober�ächenpotenzial ηR (gepunktete Linie) aus
(2.77) in Abhängigkeit des Temperaturverhältnisses β für drei Massenverhältnisse. Der
Betrag des Ober�ächenpotenzials steigt jeweils mit sinkendem Temperaturverhältnis
deutlich im Vergleich zum Fall ohne Magnetfeld an, da der Ionenstrom nach (2.76) mit
fallender Ionentemperatur kleiner wird.
Die Verläufe in Abbildung 2.16 für die Magnetfelder Be und Bi stellen wie beschrieben
nur eine qualitative Aussage über das Verhalten des Ober�ächenpotenzials im Gleichge-
wicht in dem jeweiligen Magnetfeld sowie ausschlieÿlich für den OML-Fall (R < λe, λi) da
und werden in Bezug auf die Gleichgewichtsladung von Staubteilchen auch in Tsytovich
et al. [103, 3], Schwabe [104] sowie in Salimullah et al. [105] behandelt. Für Magnetfeld-
stärken von B ≤ Be oder B ≤ Bi lassen sich nur über numerische Simulationen Aussagen
über das Ober�ächenpotenzial tre�en. In Patacchini et al. [89] ist durch direkte nume-
rische Integration von genügend Teilchenbahnen der Elektronenstrom auf eine negativ
geladene Kugel in einem Zentralpotenzial über einen weiten Bereich von Magnetfeldstär-
ken und Ober�ächenpotenzialen bestimmt worden. Dabei wurde ein unabgeschirmtes
Coulomb-Potenzial (siehe (2.8)) als Potenzialpro�l angesetzt. Die Ergebnisse lassen sich
in einer empirischen bestimmten Formel ausdrücken [89]:

IBe = −4πR2en0

√
kTe

2πme

(
A(w) + (1− A(w))

I(ξe)

I0

)
eηR . (2.78)

A(w) ist die sogenannte Entmagnetisierungsfunktion, welche die Abhängigkeit vom ma-
gnetischen Fluss B trägt:

A(w) = 0, 678w + 1.543w2 − 1, 212w3 , (2.79)

mit

w =
ζe

1 + ζe

sowie ζe = −ηR

γe

. (2.80)
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Abbildung 2.17.: Das normierte Ober�ächenpotenzial ηR = eVR/kTe nach (2.81) für Magnet-
felder Be > B > 0 (gepunktete Linien) in Abhängigkeit des Temperaturverhältnisses β für
γe = R/rmp

ge = 3, 5 und 10. Aus Gründen der Übersicht ist nur das Massenverhältnis 1836, 2
(Wassersto� H+) gezeigt. Die durchgezogene Linie entspricht dem Fall ohne Magnetfeld nach
der OML-Theorie, die gestrichelte Linie dem Fall (2.74) aus Abbildung 2.16 für ein Magnetfeld
Be nach (2.72). Für sehr groÿe γe geht die Lösung von (2.81) in die von (2.74) über.

Die Abhängigkeit von B geht dabei über den wahrscheinlichsten Gyrationsradius der
Elektronen, rmp

ge nach (2.51), ein. Der Ausdruck I(ξe)/I0 entspricht dem Strom auf ein
ungeladenes Staubteilchen in einem Magnetfeld und ist durch (2.70) gegeben. Für ein
verschwindendes Magnetfeld, d.h. für rmp

ge = 0, verschwindet auch die Entmagnetisie-
rungsfunktion und der Ausdruck in der Klammer von (2.78) ist gleich eins, womit IB=0

e

dem Ausdruck aus der OML-Theorie (siehe (2.18)) entspricht. Setzt man nun IBe nach
(2.78) und den Ionenstrom nach der OML-Theorie (2.16) in IOMLi + IBe = 0 ein, ergibt
sich:√

mi

me

1√
β

(
A(w) + (1− A(w))

I(ξe)

I0

)
=

(
1− ηR

β

)
e−ηR für Be > B > 0 . (2.81)

Abbildung 2.17 zeigt wieder das normierte Ober�ächenpotenzial ηR (gepunktete Linien)
aus (2.81) in Abhängigkeit des Temperaturverhältnisses β für zwei Werte von γe. Aus
Gründen der Übersicht ist nur das Massenverhältnis für Wassersto� H+ gezeigt. Die
durchgezogene Linie entspricht dem Fall ohne Magnetfeld nach der OML-Theorie, die
gestrichelte Linie dem Fall (2.74) aus Abbildung 2.16 für ein Magnetfeld Be nach (2.72).
Für sehr groÿe γe, d.h. für einen magnetischen Fluss, welcher die Bewegung der Elektro-
nen sehr stark an die magnetischen Feldlinien koppelt, geht die Lösung von (2.81) in die
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von (2.74) über. Die beiden gezeigten Kurven für γe = 3, 5 und 10 liegen zwischen dem
Fall ohne Magnetfeld und dem Fall Be nach (2.72), weshalb (2.81) das Ober�ächenpo-
tenzial für Magnetfelder Be > B > 0 angibt. Somit stellt die untere Kurve nach (2.74)
mit dem Elektronstrom IOMLe /2 eine untere Grenze für den Betrag des Ober�ächenpo-
tenzial bzw. den Elektronenstrom für den Fall von magnetisierten Elektronen aber nicht
magnetisierten Ionen dar.
Im Rahmen der Plasmasondentheorie sind in Laframboise und Rubinstein [73, 74, 75, 76]
obere sowie untere Grenzen des Elektronenstroms auf eine Plasmasonde in einem Ma-
gnetoplasma in Abhängigkeit des Sondenpotenzials bestimmt worden. Dabei wird der
Strom über die Integration von Teilchenbahnen berechnet, wobei diejenigen Teilchen-
bahnen identi�ziert werden müssen, welche auch tatsächlich zum Strom auf die Sonde
beitragen. Denn in einem Zentralpotenzial mit einem überlagerten Magnetfeld existie-
ren Bahnen, welche in sich geschlossen sind und damit nicht im Unendlichen beginnen.
Demzufolge sind diese Bahnen nicht besetzt und tragen nicht zum Strom auf die Sonde
bei. Um den entsprechenden Elektronenstrom zu bestimmen wird zudem angenommen,
dass die Änderung des elektrostatischen Potenzial der Sonde innerhalb eines Gyrations-
radius sehr klein ist, womit alle Teilchenbahnen als reine Spiralbahnen approximiert und
eine Maxwellverteilung angesetzt werden kann. Dies hat zur Folge, dass keine Potenzi-
albarrieren berücksichtigt werden können, die Lösung also nur für R << λe, λi zutri�t.
Zudem kann nur ein Bereich mit einer oberen und unteren Grenze angegeben werden, in
welchem der Elektronenstrom in Abhängigkeit des Sondenpotenzials liegen wird. In einer
späteren Arbeit von Sonmor und Laframboise [106] wird eine numerische Lösung vorge-
stellt, wobei über eine Million Teilchenbahnen numerisch integriert wurde. In Sanmartin
[72] werden auch Potenzialbarrieren berücksichtigt, wobei die Einschränkung R < rmp

ge

gemacht werden muss, womit die Lösung nur für relativ starke Magnetfelder Gütigkeit
besitzt. Ein Review der theoretischen Behandlungen von Plasmasonden in einem Ma-
gnetfeld ist in Laframboise et al. [107] zu �nden.
Mit dem bereits im letzten Kapitel erwähnten SCEPTIC-Code ist in Patacchini et al.
[89] das Ober�ächenpotenzial einer sphärischen Sonde in Abhängigkeit eines magneti-
schen Flusses bestimmt worden. Der SCEPTIC-Code basiert dabei nur teilweise auf
dem PIC-Verfahren. Lediglich die Ionen werden als stoÿfreie, kinetische Komponenten
simuliert, der Elektronenstrom auf die Sonde wird stets nach Gleichung (2.78) angesetzt.
Das Potenzialpro�l wird ebenfalls vorgegeben und ist durch ein Debye-Hückel-Potenzial
berücksichtigt worden, wobei zusätzlich eine Winkelabhängigkeit bezüglich der magne-
tischen Feldlinien angesetzt wurde, wodurch ein nicht mehr rotatiossymmetrisches Po-
tenzialpro�l entsteht. Für das Verhältnis zwischen Abschirmlänge und Radius der Sonde
wurde λd/R = 2, 3 angesetzt.
Abbildung 2.18 aus Patacchini et al. [89] zeigt das mit SCEPTIC bestimmte Ober�ä-
chenpotenzial ηR im Gleichgewicht in Abhängigkeit von γi = R/rmp

gi für jeweils zwei
Ionentemperaturen kTi = 1 eV und kTi = 0, 1 eV. Die linke Abbildung zeigt die Er-
gebnisse für ein Massenverhältnis von 1836, 2 (Wassersto� H+), die rechte Abbildung
für 73.609 (Argon Ar40). Zum Vergleich (durchgezogene Linie) ist das Ober�ächenpo-
tenzial nach Gleichung (2.81) aus Abbildung 2.17 gezeigt, jedoch hier in Abhängigkeit
von γi = γe

√
Teme/Timi (siehe auch (2.53)) und dem gegebenen Temperaturverhältnis.
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Abbildung 2.18.: Das mit SCEPTIC bestimmte Ober�ächenpotenzial ηR im Gleichgewicht in
Abhängigkeit von γi = R/rmp

gi für kTi = 1 eV (blau) und kTi = 0, 1 eV (rot). Die linke Ab-
bildung (a) zeigt die Ergebnisse für ein Massenverhältnis von 1836, 2 (Wassersto� H+), die
rechte Abbildung für 73.609 (Argon Ar40). Zum Vergleich (jeweils durchgezogene Linie) ist das
Ober�ächenpotenzial nach Gleichung (2.81) aus Abbildung 2.17 gezeigt, welche den Fall von
magnetisierten Elektronen, aber unmagnetisierten Ionen beschreibt. Aus Patacchini et al. [89].

Die durchgezogene Linie in Abbildung 2.18 beschreibt also den Fall von magnetisierten
Elektronen, aber unmagnetisierten Ionen. Für ein verschwindendes Magnetfeld (γi = 0)
stimmen die Ober�ächenpotenziale jeweils mit den Ergebnissen aus der OML-Theorie
überein. Mit zunehmendem Magnetfeld bzw. kleiner werdendem Gyrationsradius wei-
chen die mit SCEPTIC bestimmten Ober�ächenpotenziale zunehmend von der Kurve
nach (2.81) ab, obwohl die Magnetisierung der Ionen jeweils relativ gering ist, da stets
γi < 0, 5 gilt. Lediglich für das gröÿte Verhältnis von γe/γi für Argon bei kTi = 1 eV
lässt sich eine gute Übereinstimmung des numerisch bestimmten Ober�ächenpotenzials
mit der Kurve für relativ schwache Magnetfelder γi < 0, 05 feststellen. Für das kleinste
Verhältnis von γe/γi für Wassersto� mit kTi = 0, 1 eV fällt das numerisch bestimmte
Ober�ächenpotenzial monoton ab, was bedeutet, dass der Ionenstrom sogar schneller
als der Elektronenstrom mit steigendem Magnetfeld abnimmt. Die Schlussfolgerung in
Patacchini et al. [89] ist daher, dass die in (2.74) bzw. (2.81) angenommene Bedingung
von magnetisierten Elektronen aber unmagnetisierten Ionen in einem stationären Plas-
ma mit einer Maxwellverteilung niemals zutri�t bzw. existiert.
Die Bahnen eines geladenen Teilchens in einem Zentralpotenzial unter dem Ein�uss eines
Magnetfeldes können entsprechend kompliziert verlaufen, wie in Abbildung 2.19 gezeigt
ist. Hier sind Teilchenbahnen in einem Debye-Hückel-Potenzial (mit R/λd = 1) analog
zu Abbildung 2.8 aus dem Abschnitt über die OM-Theorie für fünf verschiedene Stoÿ-
parameter σ/R bei zwei Streuparametern α nach (2.9) dargestellt, wobei zusätzlich ein
Magnetfeld Bx in x-Richtung berücksichtigt wurde. Der magnetische Fluss Bx ist dabei
so gewählt worden, dass der Gyrationsradius in Bezug auf die anfängliche Geschwindig-
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2. Gleichgewichtspotenzial von sphärischen Staubteilchen

Abbildung 2.19.: Teilchenbahnen wie nach Abbildung 2.8 für α = 10 und α = 5, wobei zusätz-
lich ein Magnetfeld Bx in x-Richtung nach (2.82) angesetzt wurde. Die Teilchenbahnen beginnen
ungestört am rechten Rand (im Unendlichen) und enden auf der Ober�äche des Staubteilchens
mit dem Radius R, falls das Teilchen absorbiert wird. Alle Abstände sind auf den Radius R
normiert. Zum Vergleich sind die Bahnkurven (gestrichelte Linien) aus Abbildung 2.8 ohne
Magnetfeld dargestellt.

keit vx des Teilchens das eineinhalbfache des Staubteilchenradius beträgt, also

Bx =
2mvx

3R
=

2

3R

√
meVR

α
, (2.82)

wobei VR das Ober�ächenpotenzial ist. Zum Vergleich sind die Teilchenbahnen aus Abbil-
dung 2.8 ohne ein Magnetfeld gezeigt (gestrichelte Linien). Die Teilchenbahnen beginnen
ungestört am rechten Rand und enden im Falle einer Absorption auf der Ober�äche des
Staubteilchens. Die Teilchen besitzen zu Beginn nur eine Geschwindigkeitskomponen-
te parallel zum Magnetfeld, weshalb diese zunächst nicht vom Magnetfeld beein�usst
werden. Erst durch die Energieänderung im Zentralpotenzial erhalten die Teilchen eine
Geschwindigkeitskomponente senkrecht zum Magnetfeld und werden entsprechend ab-
gelenkt. Im Gegensatz zum Fall ohne Magnetfeld sind die Bahnkurven nun nicht mehr
rotationssymmetrisch in Bezug auf das sphärische Staubteilchen; aus Gründen der Über-
sicht sind in Abbildung 2.19 jedoch nur die Bewegungen in der x-y-Ebene gezeigt. Im
Gegensatz zu den Bahnkurven ohne Magnetfeld werden hier nur noch die Teilchen mit
dem Stoÿparameter σ/R = 2, 0 bzw. σ/R = 0, 0 absorbiert. Während das Teilchen mit
σ/R = 3, 5 sogar zurückre�ektiert wird, werden die anderen nicht absorbierten Teil-
chen nach dem Vorbei�ug am Staubteilchen in eine Spiralbewegung gezwungen. Wie
in Sonmor et al. [108] diskutiert wird, können Teilchenbahnen in einem anziehenden
Zentralpotenzial mit einem überlagerten, konstanten Magnetfeld chaotisch verlaufen.
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3. Simulation von komplexen
(staubigen) Plasmen mit OPAR

Um ein Plasma mit darin enthaltenen geladenen Staubteilchen zu simulieren, wird das
sogenannte �Particle-In-Cell� Verfahren (PIC) verwendet. Hierzu wurde ein existierender
PIC-Code, der OPAR-Code, weiterentwickelt [109]. OPAR (OPen ARchitecture PAR-
ticle) wurde ursprünglich von T. Daube and H. Schmitz in den 1990er Jahren entwickelt
und ist in der objektorientierten Programmiersprache C++ geschrieben. Dabei wurde
groÿer Wert auf eine o�ene Gestaltung des Codes gelegt, wodurch die Implementierung
von neuen Simulationsmodulen sehr komfortabel ist. OPAR kann ein-, zwei- und drei-
dimensionale Plasmasysteme simulieren. Die Implementierung von ortsfesten Staubteil-
chen geschieht durch die Berücksichtigung von inneren, sphärischen Randbedingungen,
welche in jedem Zeitschritt gleich dem Ober�ächenpotenzial des Staubteilchens gesetzt
werden. Das Ober�ächenpotenzial berechnet sich dabei aus der Anzahl der absorbierten
geladenen Plasmateilchen, womit das (schwebende) Ober�ächenpotenzial in der Plas-
masimulation zeitlich variabel ist. Zudem können in OPAR in einer zwei- oder dreidi-
mensionalen Simulation beliebig viele innere Randbedingungen berücksichtigt werden,
womit auch die Simulation eines Clusters aus Staubteilchen möglich ist. Im Folgenden
werden OPAR und dessen Funktionalität vorgestellt.

3.1. Das �Particle-In-Cell� Verfahren

Die Bewegung einzelner, geladener Teilchen in einem Plasma wird durch die Newton-
schen Bewegungsgleichungen beschrieben, welche numerisch direkt integriert werden
können:

m
d~v

dt
= q

(
~E(~r) + ~v × ~B(~r)

)
d~r

dt
= ~v , (3.1)

wobei ~r und ~v der Ort und die Geschwindigkeit, m und q die Masse und die Ladung
des Teilchens sind. ~E(~r) und ~B(~r) sind die elektrischen und magnetischen Felder am
Ort des Teilchens. Das elektrische Feld am Ort des ν-ten Teilchens hängt dabei von
den Orten aller anderen Teilchen ab, weshalb für jedes Teilchen die folgende Summe
bestimmt werden muss:

~E(~rν) =
∑
µ6=ν

1

4πε0

qνqµ
|~rν − ~rµ|3

(~rν − ~rµ) . (3.2)

51



3. Simulation von komplexen (staubigen) Plasmen mit OPAR

Abbildung 3.1.: Die Abbildung von Ladungen auf ein diskretes, eindimensionales Gitter nach
dem PIC Verfahren. Die Zuweisung der Ladung hängt von den Anteilen der Superteilchen in
jeder Gitterzelle ab, wodurch die Superteilchen eine ausgedehnte Form erhalten. Die Ladung
am Ort rν liegt hier exakt zwischen den Gitterpunkten Xi und Xi+1, sodass die Ladung jeweils
zur Hälfte auf die beiden Gitterpunkte abgebildet wird. Die Ladung am Ort rµ wird dagegen
aufgrund der näheren Lage zu dem Gitterpunkt Xi+2 stärker auf diesen abgebildet als auf Xi+3.

Analog ergibt sich eine Summe für das magnetische Feld. Die realistische Simulation eines
Plasmas erfordert Teilchenzahlen in der Gröÿenordnung von 1010. Der numerische Auf-
wand zur Bestimmung der Summe (3.2) für jedes Teilchen (auch Particle-Particle Ver-
fahren genannt) ist daher enorm groÿ und wächst zudem quadratisch mit der Teilchen-
anzahl. Um den numerischen Aufwand zu reduzieren, wird das sogenannte Particle-Mesh
Verfahren verwendet. Hierbei werden mehrere Ladungsträger zu sogenannten Superteil-
chen zusammengefasst, wodurch sich die Anzahl der Simulationsteilchen in Abhängig-
keit des Rauschverhaltens auf 103 bis 106 reduzieren lässt. Zudem wird das elektrische
Feld auf einem diskreten Gitter berechnet und von diesem Gitter dann auf die Orte
der Superteilchen interpoliert. Ein Simulationsschritt einer stoÿfreien, elektrostatischen
Simulation nach dem Particle-Mesh Verfahren gliedert sich demnach in fünf Schritte:

1. Abbildung der Superteilchenladung auf ein diskretes Gitter.

2. Lösung der Poissongleichung.

3. Berechnung des elektrischen Feldes und Interpolation an einen Superteilchenort.

4. Integration der Bewegungsgleichungen.

5. Berücksichtigung von Randbedingungen.

Im Folgenden werden die einzelnen Simulationsschritte ausführlich beschrieben.
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3.2. Abbildung der Superteilchen auf ein diskretes Gitter

3.2. Abbildung der Superteilchen auf ein diskretes

Gitter

Für die Lösung der Poissongleichung auf einem diskreten Gitter muss die Ladungsdichte
auf diesem Gitter bestimmt werden. Hierzu müssen die Ladungen der Superteilchen
auf das Gitter abgebildet werden. Die einfachste Abbildung wird �Nearest Grid Point�
(NGP) genannt und weist die Teilchenladung dem nächstgelegenen Gitterpunkt zu. Diese
Methode hat jedoch den Nachteil, dass sie besonders rauscherzeugend ist. Deshalb wird
zumeist das �Particle In Cell� (PIC) Verfahren verwendet, welches u.a. in Bridsall et al.
[110] beschrieben wird. Bei diesem Verfahren hängt die Zuweisung der Teilchenladung auf
das Gitter von den Anteilen der Superteilchen in jeder Gitterzelle ab. Die Superteilchen
erhalten also eine räumliche Ausdehung. In einer eindimensionalen Simulation mit einem
eindimensionalen numerischen Gitter wird die Ladung durch lineare Interpolation auf
zwei benachbarte Gitterpunkte verteilt. Abbildung 3.1 zeigt schematisch die Zuweisung
auf ein solches Gitter. Die Ladung q am Ort r mit Xi ≤ r ≤ Xi+1 wird durch folgende
Vorschrift auf die zwei nächstgelegenen Gitterpunkte Xi und Xi+1 abgebildet:

Qi = q
∆x− (r −Xi)

∆x
= q
|r −Xi+1|

∆x
, Qi+1 = q

|r −Xi|
∆x

(3.3)

wobei Qi und Qi+1 die zugewiesene Ladung auf den Gitterpunkten ist und ∆x der
Abstand der Gitterpunkte. In einem zwei- und dreidimensionalen Gitter geschieht die
Zuweisung einer Ladung auf vier bzw. acht benachbarte Gitterpunkte. Die zu (3.3) ana-
logen Formeln für eine zugewiesene Ladung in einem zwei- und dreidimensionalen Gitter
sind im Anhang D zu �nden. Für die an einen Gitterpunkt ~X zugewiesene Ladungsdichte
lautet die Abbildungsvorschrift allgemein:

ρ =
1

(∆x)n

∑
µ

qµS(~rµ − ~X) , (3.4)

wobei S die Abbildungsfunktion ist, die für das PIC Verfahren ein Dreieck (siehe Abbil-
dung 3.1) und für das NGP Verfahren ein Rechteck ist. n ist die Dimension des betrach-
teten Gitters. Die Summe in (3.4) muss dabei nur über die Superteilchen ausgeführt
werden, welche einen Abstand kleiner als ∆x zum betrachteten Gitterpunkt besitzen.
Die Bestimmung des elektrischen Feldes am Ort eines Teilchens geschied später analog
zu (3.4) durch lineare Interpolation. Wie im nächsten Abschnitt beschrieben, wird die
Ladungsdichte am ersten und letzten Gitterpunkt nicht benötigt, da hier das Potenzial
als Randbedingung vorgegeben wird.

3.3. Lösung der Poissongleichung

Die Poissongleichung stellt den Zusammenhang zwischen der Ladungsdichte ρ und dem
elektrischen Potenzial φ her:

∆φ(~r) = −ρ(~r)

ε0

. (3.5)
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3. Simulation von komplexen (staubigen) Plasmen mit OPAR

Diese Gleichung soll auf einem diskreten Gitter gelöst werden, wobei alle Gitterpunkte
den Abstand ∆x haben. Im Folgenden wird die Lösung der ein-, zwei- und dreidimensio-
nalen Poissongleichung unter Berücksichtigung von inneren Randbedingungen, welche
die Staubteilchen darstellen, vorgestellt.

3.3.1. Eindimensionale Poissongleichung

Die eindimensionale Poissongleichung lautet:

1

r2

∂

∂r

(
r2∂φ

∂r

)
= − ρ

ε0

. (3.6)

Der erste Diskretisierungsschritt des Laplaceoperators liefert:

1

r2
i ∆x

(
r2

i+ 1
2

∂φi+ 1
2

∂r
− r2

i− 1
2

∂φi− 1
2

∂r

)
= − ρi

ε0

. (3.7)

Mit der Diskretisierung der Ableitung von φ an den Stellen i + 1
2
und i− 1

2
,

∂φi+ 1
2

∂r
=

1

∆x
(φi+1 − φi) ,

∂φi− 1
2

∂r
=

1

∆x
(φi − φi−1) (3.8)

lautet die vollständig diskretisierte Poissongleichung:

1

∆x2

(
r2

i+ 1
2

r2
i

φi+1 −
r2

i+ 1
2

+ r2
i− 1

2

r2
i

φi +
r2

i− 1
2

r2
i

φi−1

)
=

1

∆x2
(ciφi+1 + biφi + aiφi−1) = − ρi

ε0

.

(3.9)

Die Koe�zienten ai, bi und ci sind demnach gegeben durch:

ai =
r2

i− 1
2

r2
i

, bi = −
r2

i+ 1
2

+ r2
i− 1

2

r2
i

, ci =
r2

i+ 1
2

r2
i

. (3.10)

Der Ausdruck (3.9) stellt ein lineares Gleichungssystem mit np Gleichungen dar, wobei
np die Anzahl der Gitterpunkte ist. Zur Lösung des Gleichungssystems müssen noch die
rechte und linke Randbedingung dieses eindimensionalen Systems spezi�ziert werden.
Der linke Rand soll die Ober�äche eines Staubteilchens darstellen und wird in jedem
Zeitschritt gleich dem Ober�ächenpotenzial gesetzt, also φ0 = VR(t). Damit lautet die
Gleichung (3.9) für i = 1:

c1φ2 + b1φ1 + a1VR(t) = −∆x2ρ1

ε0

. (3.11)

Am rechten Rand soll das Potenzial verschwinden, φnp−1 = 0, womit die Gleichung (3.9)
für i = np − 2 lautet:

bnp−2φnp−2 + anp−2φnp−3 = −
∆x2ρnp−2

ε0

. (3.12)
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3.3. Lösung der Poissongleichung

Abbildung 3.2.: Das eindimensionale Simulationsgebiet mit np Gitterpunkten. Der erste Git-
terpunkt X0 stimmt dabei nicht mit dem Koordinatenursprung überein, sondern mit der Ober-
�äche des Staubteilchens mit dem Radius R. Der Gitterpunktabstand ist ∆x.

Zu beachten ist, dass der erste Gitterpunkt nicht mit dem Koordinatenursprung über-
einstimmt, sondern mit der Ober�äche des Staubteilchens mit dem Radius R. Abbildung
3.2 verdeutlicht das eindimensionale Simulationsgebiet. Da das Potenzial am ersten und
letzten Gitterpunkt (φ0 und φnp−1) gesetzt wird, müssen die Ladungsdichten ρ0 und
ρnp−1 nicht bestimmt werden. Die Ladungsdichte auf einem Gitterpunkt i wird zudem
auf die Ober�äche einer Kugel mit dem Radius (R + i) ∆x normiert, um eine sphärische
Symmetrie zu erhalten:

ρ̂i =
ρi

4π (R + i) ∆x
. (3.13)

Das zu lösende lineare Gleichungssystem lässt sich nun in Matrixform schreiben als:

b1 c1 0 . . . . . . 0
a2 b2 c2 0 . . . . . 0
0 a3 b3 c3 0 . . . . 0
...

...

0 . . . 0 anp−2 bnp−2


·



φ1

φ2

φ3
...

φnp−2


=



−∆x2

ε0
ρ̂1 − a1VR(t)

−∆x2

ε0
ρ̂2

−∆x2

ε0
ρ̂3

...

−∆x2

ε0
ρ̂np−2


.

(3.14)

Dieses tridiagonale Gleichungssystem kann durch das Gauÿsche Eliminationsverfahren
gelöst werden, wobei das System bereits nach np-Schritten gelöst werden kann. Ein
numerischer Tridiagonalmatrix-Algorithmus ist u.a. in Press et al. [111] beschrieben.

3.3.2. Zweidimensionale Poissongleichung

Die zweidimensionale Poissongleichung in kartesischen Koordinaten lautet:

∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
= − ρ

ε0

. (3.15)

Abbildung 3.3 zeigt das Potenzial φi,j auf dem Gitterpunkt Xi,j mit seinen vier be-
nachbarten Gitterpunkten φi+1,j, φi−1,j, φi,j+1 und φi,j−1 und den entsprechenden Git-
terpunktabständen ∆x+, ∆x−, ∆y+ und ∆y−. Durch eine Taylor-Entwicklung der vier
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3. Simulation von komplexen (staubigen) Plasmen mit OPAR

Abbildung 3.3.: Das Potenzial φi,j auf dem Gitterpunkt Xi,j in einem zweidimensionalen nu-
merischen Gitter mit seinen vier benachbarten Gitterpunkten φi+1,j, φi−1,j, φi,j+1 und φi,j−1.
Die entsprechenden Gitterpunktabstände seien durch ∆x+, ∆x−, ∆y+ und ∆y− gegeben.

äuÿeren Punkte erhält man:

φi+1,j = φi,j + ∆x+
∂φ

∂x
+

∆x2
+

2

∂2φ

∂x2
+O(3)

φi−1,j = φi,j −∆x−
∂φ

∂x
+

∆x2
−

2

∂2φ

∂x2
+O(3)

φi,j+1 = φi,j + ∆y+
∂φ

∂y
+

∆y2
+

2

∂2φ

∂y2
+O(3)

φi,j−1 = φi,j −∆y−
∂φ

∂y
+

∆y2
−

2

∂2φ

∂y2
+O(3) . (3.16)

Im Folgenden sei die Entwicklung bis zur zweiten Ordnung betrachtet. Durch die Bildung
der folgenden Ausdrücke verschwindet jeweils die erste Ableitung:

∆x−φi+1,j + ∆x+φi−1,j = (∆x+ + ∆x−)φi,j +
∆x+∆x−

2
(∆x+ + ∆x−)

∂2φ

∂x2

∆y−φi,j+1 + ∆y+φi,j−1 = (∆y+ + ∆y−)φi,j +
∆y+∆y−

2
(∆y+ + ∆y−)

∂2φ

∂y2
.(3.17)

Die Au�ösung nach der jeweils zweiten Ableitung in (3.17) gibt:

∂2φ

∂x2
=

2φi+1,j

∆x+(∆x+ + ∆x−)
+

2φi−1,j

∆x−(∆x+ + ∆x−)
− 2φi,j

∆x+∆x−
∂2φ

∂y2
=

2φi,j+1

∆y+(∆y+ + ∆y−)
+

2φi,j−1

∆y−(∆y+ + ∆y−)
− 2φi,j

∆y+∆y−
. (3.18)
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3.3. Lösung der Poissongleichung

Damit lässt sich nun die vollständig diskretisierte Poissongleichung nach (3.15) schreiben
als:

ai+1,j φi+1,j + ai−1,j φi−1,j + ai,j φi,j + ai,j+1 φi,j+1 + ai,j−1 φi,j−1 = −ρi,j

ε0

(3.19)

mit den Koe�zienten

ai+1,j =
2

∆x+(∆x+ + ∆x−)
, ai−1,j =

2

∆x−(∆x+ + ∆x−)

ai,j+1 =
2

∆y+(∆y+ + ∆y−)
, ai,j−1 =

2

∆y−(∆y+ + ∆y−)

ai,j = − 2

∆x+∆x−
− 2

∆y+∆y−
. (3.20)

Wählt man alle vier Gitterpunktabstände gleich, ∆x = ∆x+ = ∆x− = ∆y+ = ∆y−,
reduziert sich (3.19) zu:

1

∆x2
(φi+1,j + φi−1,j − 4φi,j + φi,j+1 + φi,j−1) = −ρi,j

ε0

(3.21)

Die Unterscheidung der Gitterpunktabstände in (3.19) wird nötig, wenn in dem zweidi-
mensionalen Gitter innere, sphärische Randbedingungen (welche die Staubteilchen dar-
stellen) berücksichtigt werden sollen. Abbildung 3.4 zeigt ein zweidimensionales Gitter
mit dem Gitterpunktabstand ∆x. In der Mitte des Gitters ist ein Kreis als zweidimensio-
nales Staubteilchen mit dem Radius R = 2∆x eingefügt. Die Gitterpunkte auf dem Kreis
(blaue Punkte) werden bei der Lösung der Poissiongleichung gleich dem zeitabhängigen
Ober�ächenpotenzial VR(t) des Staubteilchens gesetzt. In den OPAR-Simulationen wird
der Radius eines Staubteilchens immer als ganzzahliges Vielfaches des Gitterpunktab-
stands gewählt, womit vier Gitterpunkte des Gitters immer direkt mit der Ober�äche des
Staubteilchens übereinstimmen. Wie in Abbildung 3.4 zu sehen, werden Gitterpunkte
auf der Ober�äche des Staubteilchens gesetzt, welche nicht direkt auf dem vorgegebe-
nen Gitter liegen. Für die Gitterpunkte, welche einen benachbarten Gitterpunkt auf der
Ober�äche der inneren, sphärischen Randbedingung haben, muss bei der Lösung der
Poissongleichung der jeweilige verkürzte Gitterpunktabstand (kleiner als ∆x) beachtet
werden (blaue Linien). Bei einem Radius von R = 2∆x wie in Abbildung 3.4 wird ein
Staubteilchen dabei durch 12 Gitterpunkte (blaue Punkte) repräsentiert. Die Gitter-
punkte innerhalb des Kreises sind für die Simulation nicht relevant und werden bei der
Lösung nicht berücksichtigt. Die verkürzten Gitterpunktabstände zu den Gitterpunkten
auf der Ober�äche des Staubteilchens werden über

∆xν = Xi −
√
R2 −Xj

∆yν = Xj −
√
R2 −Xi (3.22)

bestimmt, wobei Xi und Xj jeweils die Koordinaten des Gitterpunktes Xi,j = (Xi, Xj)
mit einem benachbarten Gitterpunkt sind, welcher auf der Ober�äche des Staubteilchens
liegt, wie in Abbildung 3.5 für ∆xν dargestellt. Der Koordinatenursprung sei dabei der
Mittelpunkt des Staubteilchens.
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3. Simulation von komplexen (staubigen) Plasmen mit OPAR

Abbildung 3.4.: Ein zweidimensionales numerisches Gitter mit dem Gitterpunktabstand ∆x.
In der Mitte ist ein Kreis mit dem Radius R = 2∆x eingefügt, welcher ein zweidimensiona-
les Staubteilchen darstellt. Die 12 Gitterpunkte auf dem Kreis (blaue Punkte) werden bei der
Lösung der Poissongleichung gleich dem zeitabhängigen Ober�ächenpotenzial VR(t) des Staub-
teilchens gesetzt. Hierbei müssen die verkürzten Gitterpunktabstände (kleiner als ∆x) beachtet
werden (blaue Linien). Abbildung 3.5 zeigt einen vergröÿerten Ausschnitt in der Umgebung des
Staubteilchens und die Berechnung des verkürzten Gitterpunktabstandes. Die Gitterpunkte in-
nerhalb des Kreises sind für die Simulation nicht relevant und werden bei der Lösung nicht
berücksichtigt.
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3.3. Lösung der Poissongleichung

Abbildung 3.5.: Ein verkürzter Gitterpunktabstand ∆xν (blaue Linie) vom Gitterpunkt Xi,j =
(Xi, Xj) zum Gitterpunkt (blauer Punkt) auf der Ober�äche des Staubteilchens. Der Koordi-
natenursprung sei der Mittelpunkt des Staubteilchens. Gemäÿ ∆xν = Xi −

√
R2 −Xj, siehe

(3.22), lässt sich der verkürzte Gitterpunktabstand bestimmen.

Gauÿ-Seidel-Verfahren

Die Poissongleichung nach (3.19) mit den Koe�zienten (3.20) stellt ein lineares Glei-
chungssystem mit np Gleichungen dar, wobei np die Anzahl der Gitterpunkte ist. Die
Au�ösung von (3.19) nach φi,j ergibt:

φi,j = − 1

ai,j

(
ρi,j

ε0

+ ai+1,j φi+1,j + ai−1,j φi−1,j + ai,j+1 φi,j+1 + ai,j−1 φi,j−1

)
. (3.23)

Das Gleichungssystem wird nun iterativ gelöst, wobei in der (m + 1)-ten Iteration die
Ergebnisse aus der m-ten Iteration verwendet werden:

φm+1
i,j = − 1

ai,j

(
ρi,j

ε0

+ ai+1,j φ
m+1
i+1,j + ai−1,j φ

m
i−1,j + ai,j+1 φ

m+1
i,j+1 + ai,j−1 φ

m
i,j−1

)
. (3.24)

Dieses Verfahren wird Gauÿ-Seidel-Verfahren genannt und ist u.a. in Press et al. [111]
ausführlich diskutiert. Die Anzahl der nötigen Iterationen hängt von einer beliebig de-
�nierbaren Fehlergrenze ab, welche unterschritten werden soll. In OPAR ist die Fehler-
grenze auf 10−6 gesetzt worden, weshalb für die letzte (m + 1) und vorletzte Iteration
(m) gelten soll:

10−6 > |φm+1
i,j − φmi,j| , für alle φi,j . (3.25)

Im Gauÿ-Seidel-Verfahren nach (3.24) werden die Potenziale φi,j auf den entsprechenden
Gitterpunkten der Reihe nach berechnet. Bei einer numerischen Implementierung ist es
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3. Simulation von komplexen (staubigen) Plasmen mit OPAR

zweckmäÿig, die Reihenfolge der Abarbeitung entsprechend zu ändern, um möglichst vie-
le Berechnungen parallel ausführen zu können. Eine Methode das Gauÿ-Seidel-Verfahren
zu parallelisieren besteht in einer Umordung des Gleichungssystems (3.23). Das nume-
rische Gitter wird hierzu in zwei �Farben� aufgeteilt, siehe Abbildung 3.6, weshalb diese
Methode auch Schwarz-Rot- oder Schachbrett-Nummerierung genannt wird. Eine Itera-
tion wird also in eine �rote� und eine �schwarze� Halbiteration aufgeteilt:

φi,j (siehe 3.24)

{
Schwarze Gitterpunkte für (i + j) gerade
Rote Gitterpunkte für (i + j) ungerade

(3.26)

Die Berechnung der �schwarzen� Gitterpunkte hängt dabei nur von den �roten� Gitter-
punkten ab und umgekehrt. Damit sind die Berechnungen innerhalb einer Halbiterati-
on voneinander unabhängig und können parallel ausgeführt werden. Festgelegt werden
müssen noch die Randbedingungen, welche in Abbildung 3.6 als �blaue� Gitterpunkte
dargestellt sind. Während an den äuÿeren Rändern des Simulationsgebietes das Potenzi-
al verschwinden soll, werden die inneren Randbedingungen in jedem Simulationsschritt
gleich dem Ober�ächenpotenzial VR(t) des Staubteilchens gesetzt. Eine Berechnung der
Ladungsdichte auf den Gitterpunkten der äuÿeren und inneren Randbedingungen ist
damit nicht notwendig.

Mehrgitterverfahren

Die Anzahl der nötigen Iterationen ist im beschriebenen Gauÿ-Seidel-Verfahren verhält-
nismäÿig hoch, d.h. die Konvergenzgeschwindigkeit ist relativ langsam. Eine numerisch
sehr e�ziente Methode, die Konvergenzgeschwindigkeit zu erhöhen, bietet dass soge-
nannte Mehrgitterverfahren. In diesem Verfahren wird die Au�ösung des Gitters in einer
Hierarchie von Gitterebenen immer weiter vergröbert, d.h. es werden immer weniger
Gitterpunkte betrachtet. Auf einem groben Gitter wird dann eine Korrektur des Fehlers
auf dem feinen Gitter bestimmt und anschlieÿend aufaddiert. Zunächst werden im feinen
Ausgangsgitter drei Iterationsschritte ausgeführt und der Fehler auf jedem Gitterpunkt
bestimmt. Durch eine Restriktionsvorschrift werden diese Werte dann auf ein gröberes
Gitter übertragen. Die Restriktionsvorschrift bildet also ein feines Gitter auf ein gröbe-
res Gitter ab, die Abbildungsvorschrift ist in Abbildung 3.7 veranschaulicht.
Auf dem gröberen Gitter wird das Iterationsverfahren wiederum dreimal ausgeführt, wo-
bei der Informationsaustausch nun über den doppelten Gitterpunktabstand statt�ndet
und dadurch e�ektiver wird. Zudem ist die Anzahl der Gitterpunkte halbiert worden,
was den numerischen Aufwand ebenfalls reduziert. Die bestimmten Werte auf dem grö-
beren Gitter werden nun durch eine Prolongationsvorschrift zurück auf das feine Gitter
übertragen, wie in Abbildung 3.7 dargestellt. Es können auch mehrere Vergröberungs-
schritte hintereinander ausgeführt werden. Zuletzt werden wieder drei Iterationsschritte
auf dem feinen Ausgangsgitter ausgeführt, um den Fehler weiter zu glätten. Durch diese
Reduzierung des Problems auf ein immer gröberes Gitter kann eine enorme Konvergenz-
beschleunigung erzielt werden. Das Mehrgitterverfahren ist ausführlich in Press et al.
[111] diskutiert.
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3.3. Lösung der Poissongleichung

Abbildung 3.6.: Ein zweidimensionales numerisches Gitter, aufgeteilt in zwei �Farben�,
auch Schwarz-Rot- oder Schachbrett-Nummerierung genannt. Eine Iteration im Gauÿ-Seidel-
Verfahren (3.24) kann somit in eine �rote� und in eine �schwarze� Halbiteration aufgeteilt wer-
den. Da jeder �schwarze� Gitterpunkt nur �rote� benachbarte Gitterpunkte hat und umgekehrt,
sind die Berechnungen innerhalb einer Halbiteration voneinander unabhängig und können par-
allel ausgeführt werden. Die �blauen� Gitterpunkte entsprechen Randbedingungen und müssen
daher nicht berechnet werden. Die inneren Randbedingungen stellen ein Staubteilchen mit dem
Radius R = 2∆x dar.
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3. Simulation von komplexen (staubigen) Plasmen mit OPAR

Schematisch dargestellt sieht die in OPAR implementierte Funktion des Mehrgitterver-
fahrens wie folgt aus, wobei Au = f das zu lösende Gleichungssystem nach (3.24) in
Matrixform ist:

MG(uh, fh) - Mehrgitterverfahren in OPAR

Ahuh = fh - 3 Iterationen

if (h < h1) then

dh = fh − Ahuh - Fehlerbestimmung

f 2h = R2h
h d

h - Restriktion

u2h = MG(0, f 2h) - Rekursiver Aufruf

uh = uh + P h
2hu

2h - Prolongation

end

Ahuh = fh - 3 Iterationen

Die Matrix A enthält die in (3.20) angegebenen Koe�zienten. h steht für den Gitter-
punktabstand des betrachteten Gitters. Je gröÿer h wird, desto gröber und weniger
Gitterpunkte weist das entsprechende Gitter auf. Mit h1 kann eine obere Grenze für
den Gitterpunktabstand festgelegt werden. In OPAR wird h1 durch die äuÿersten Git-
terpunkte des gröbsten Gitters bestimmt, welche immer noch mit einem äuÿeren Git-
terpunkt aus dem feinen Ausgangsgitter übereinstimmten sollen, wie in Abbildung 3.8
gezeigt, um die äuÿeren Randbedingungen berücksichtigen zu können. Bei den inne-
ren Randbedingungen, welche ein Staubteilchen darstellen, werden in den Gittervergrö-
berungsschritten die verkürzten Gitterpunktabstände nicht berücksichtigt, sondern der
Fehler ddx auf den Gitterpunkten auf der Ober�äche bzw. innerhalb des Staubteilchens
auf Null gesetzt, da hier die Lösung bekannt ist. Nur bei den drei Iterationen auf dem
feinen Ausgangsgitter jeweils am Anfang und Ende des Mehrgitterverfahrens werden
die verkürzten Gitterpunktabstände berücksichtigt. Abbildung 3.8 zeigt ein numerisches
Gitter zusammen mit einem gröberen Gitter (rote Punkte) und einem Staubteilchen als
innere Randbedingung in der Mitte.

3.3.3. Dreidimensionale Poissongleichung

Die Behandlung und Lösung der dreidimensionalen Poissongleichung geschieht analog
zur zweidimensionalen Gleichung, welche im letzten Abschnitt diskutiert wurde. Im Fol-
genden werden daher nur die wesentlichen Gleichungen zur Lösung des dreidimensionalen
Systems vorgestellt. Die dreidimensionale Poissongleichung in kartesischen Koordinaten
lautet:

∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
+
∂2φ

∂z2
= − ρ

ε0

. (3.27)
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3.3. Lösung der Poissongleichung

Abbildung 3.7.: Die Abbildungsvorschrift der Restriktion (links) und der Prolongation (rechts)
des in OPAR implementierten Mehrgitterverfahrens. Die schwarzen Gitterpunkte zeigen das
feine Ausgangsgitter mit dem Gitterpunktabstand ∆x, die gröÿeren roten Punkte stellen das
gröbere Gitter mit dem Gitterpunktabstand 2∆x dar. Die Restriktionsvorschrift R2dx

dx (blau)
bildet das feine Gitter auf ein gröberes Gitter ab. Dabei wird der Wert des Gitterpunktes auf
dem feinen Gitter, welcher mit einem Gitterpunkt des gröberen Gitters übereinstimmt, zu 75%
auf diesen übertragen, die Summe der Werte der umgebenen acht Gitterpunkte zu 25%. Die
Prolongationsvorschrift P dx2dx (grün) bildet die Werte des gröberen Gitters zurück auf das feine
Gitter ab. Dabei wird der Wert eines Gitterpunktes des groben Gitters, welcher mit einem
Gitterpunkt auf dem feinen Gitter übereinstimmt, zu 100% auf diesen übertragen. Liegt ein
Gitterpunkt des feinen Gitters genau zwischen zwei Gitterpunkten des groben Gitters, werden
die beiden Werte zu je 50% auf den entsprechenden Gitterpunkt des feinen Gitters übertragen.
Auf die Gitterpunkte des feinen Gitters, welche zwischen vier Gitterpunkten des groben Gitter
liegen, werden die vier Werte zu je 25% übertragen.
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Abbildung 3.8.: Zwei Ebenen eines numerischen Gitters. Die schwarzen Punkte stellen das
feine Ausgangsgitter dar, die groÿen roten Punkte das nächst gröbere Gitter. Jeweils in blau
sind die äuÿeren und inneren Randbedingungen dargestellt. Bei den inneren Randbedingungen,
welche ein Staubteilchen darstellen, werden in den Gittervergröberungsschritten die verkürzten
Gitterpunktabstände nicht berücksichtigt, sondern der Fehler ddx auf der Ober�äche bzw. in-
nerhalb des Staubteilchens auf Null gesetzt (groÿe blaue Punkte), da hier die Lösung bekannt
ist und keine Korrekturwerte bestimmt werden müssen. Nur bei den drei Iterationen auf dem
feinen Ausgangsgitter jeweils am Anfang und Ende des Mehrgitterverfahrens werden die ver-
kürzten Gitterpunktabstände berücksichtigt. Auch an den Rändern des Gitters (blaue Punkte)
ist die Lösung bekannt, weshalb der Fehler ddx hier auf Null gesetzt wird.
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3.3. Lösung der Poissongleichung

Abbildung 3.9 zeigt das Potenzial φi,j,k auf dem Gitterpunkt Xi,j,k mit seinen sechs
benachbarten Gitterpunkten φi+1,j,k, φi−1,j,k, φi,j+1,k, φi,j−1,k, φi,j,k+1 und φi,j,k−1 und den
entsprechenden Gitterpunktabständen ∆x+, ∆x−, ∆y+, ∆y−, ∆z+ und ∆z−. Durch eine
Kombination der Taylor-Entwicklungen der sechs äuÿeren Punkte und Au�ösung nach
der jeweils zweiten Ableitung erhält man analog zu (3.18):

∂2φ

∂x2
=

2φi+1,j,k

∆x+(∆x+ + ∆x−)
+

2φi−1,j,k

∆x−(∆x+ + ∆x−)
− 2φi,j,k

∆x+∆x−
∂2φ

∂y2
=

2φi,j+1,k

∆y+(∆y+ + ∆y−)
+

2φi,j−1,k

∆y−(∆y+ + ∆y−)
− 2φi,j,k

∆y+∆y−
∂2φ

∂z2
=

2φi,j,k+1

∆z+(∆z+ + ∆z−)
+

2φi,j,k−1

∆z−(∆z+ + ∆z−)
− 2φi,j,k

∆z+∆z−
, (3.28)

Damit lässt sich nun die vollständig diskretisierte Poissongleichung nach (3.27) schreiben
als:

ai+1,j,k φi+1,j,k + ai−1,j,k φi−1,j,k + ai,j,k φi,j,k + ai,j+1,k φi,j+1,k+

ai,j−1,k φi,j−1,k + ai,j,k+1 φi,j,k+1 + ai,j,k−1 φi,j,k−1 = −ρi,j,k

ε0

(3.29)

mit den Koe�zienten

ai+1,j,k =
2

∆x+(∆x+ + ∆x−)
, ai−1,j,k =

2

∆x−(∆x+ + ∆x−)

ai,j+1,k =
2

∆y+(∆y+ + ∆y−)
, ai,j−1,k =

2

∆y−(∆y+ + ∆y−)

ai,j,k+1 =
2

∆z+(∆z+ + ∆z−)
, ai,j,k−1 =

2

∆z−(∆z+ + ∆z−)

ai,j,k = − 2

∆x+∆x−
− 2

∆y+∆y−
− 2

∆z+∆z−
. (3.30)

Wie für den zweidimensionalen Fall im vorherigen Abschnitt beschrieben, wird die Un-
terscheidung der Gitterpunktabstände in (3.29) nötig, wenn in dem dreidimensionalen
Gitter innere, sphärische Randbedingungen (welche die Staubteilchen darstellen) berück-
sichtigt werden sollen. Der Radius des Staubteilchens ist dabei immer ein ganzzahliges
Vielfaches des Gitterpunktabstands. Die Gitterpunkte innerhalb des Staubteilchens sind
für die Simulation nicht relevant und werden bei der Lösung nicht berücksichtigt. Die
verkürzten Gitterpunktabstände zu den Gitterpunkten auf der Ober�äche des Staubteil-
chens werden über

∆xν = Xi −
√
R2 −Xj −Xk

∆yν = Xj −
√
R2 −Xi −Xk

∆zν = Xk −
√
R2 −Xi −Xj (3.31)

bestimmt, wobei Xi, Xj und Xk jeweils die Koordinaten des Gitterpunktes Xi,j,k =
(Xi, Xj, Xk) mit einem benachbarten Gitterpunkt sind, welcher auf der Ober�äche des
Staubteilchens liegt.
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Abbildung 3.9.: Das Potenzial φi,j,k auf dem Gitterpunkt Xi,j,k in einem zweidimensionalen nu-
merischen Gitter mit seinen sechs benachbarten Gitterpunkten φi+1,j,k, φi−1,j,k, φi,j+1,k, φi,j−1,k,
φi,j,k+1 und φi,j,k−1. Die entsprechenden Gitterpunktabstände seien durch ∆x+, ∆x−, ∆y+,
∆y−, ∆z+ und ∆z− gegeben.

Gauÿ-Seidel-Verfahren

Wie im zweidimensionalen Fall stellt die Poissongleichung nach (3.29) mit den Koe�zi-
enten (3.30) ein lineares Gleichungssystem mit np Gleichungen dar, wobei np die Anzahl
der Gitterpunkte ist. Die Au�ösung von (3.29) nach φi,j,k ergibt:

φi,j,k = − 1

ai,j,k

(
ρi,j,k

ε0

+ ai+1,j,k φi+1,j,k + ai−1,j,k φi−1,j,k + ai,j+1,k φi,j+1,k +

ai,j−1,k φi,j−1,k + ai,j,k+1 φi,j,k+1 + ai,j,k−1 φi,j,k−1

)
.

(3.32)

Das Gleichungssystem wird nun nach dem Gauÿ-Seidel-Verfahren gelöst, wobei in der
(m+ 1)-ten Iteration die Ergebnisse aus der m-ten Iteration verwendet werden:

φm+1
i,j,k = − 1

ai,j,k

(
ρi,j,k

ε0

+ ai+1,j,k φ
m+1
i+1,j,k + ai−1,j,k φ

m
i−1,j,k + ai,j+1,k φ

m+1
i,j+1,k +

ai,j−1,k φ
m
i,j−1,k + ai,j,k+1 φ

m+1
i,j,k+1 + ai,j,k−1 φ

m
i,j,k−1

)
.

(3.33)

Wie in (3.25) angegeben, ist die Fehlergrenze in OPAR auf 10−6 gesetzt, weshalb für die
letzte (m+ 1) und vorletzte Iteration (m) gelten soll:

10−6 > |φm+1
i,j,k − φ

m
i,j,k| , für alle φi,j,k . (3.34)
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3.4. Berechnung des E-Feldes und Interpolation an einen Superteilchenort

Die Aufteilung in eine �rote� und eine �schwarze� Halbiteration sieht im dreidimensio-
nalen Fall wie folgt aus:

φi,j,k (siehe 3.33)

{
Schwarze Gitterpunkte für (i + j + k) ungerade
Rote Gitterpunkte für (i + j + k) gerade

(3.35)

Die Berechnung der �schwarzen� Gitterpunkte hängt dabei nur von den �roten� Gitter-
punkten ab und umgekehrt. Damit sind die Berechnungen innerhalb einer Halbiteration
voneinander unabhängig und können parallel ausgeführt werden.

Mehrgitterverfahren

Auch im dreidimensionalen Fall kann das Mehrgitterverfahren verwendet werden, um
die Konvergenzgeschwindigkeit zu erhöhen. Die Implementierung des Mehrgitterverfah-
rens in OPAR wurde im letzten Abschnitt schematisch dargestellt. Die Abbildungsvor-
schriften der Restriktion und der Prolongation für den dreidimensionalen Fall sind in
Abbildung 3.10 veranschaulicht.

3.4. Berechnung des E-Feldes und Interpolation an

einen Superteilchenort

Das elektrische Feld ~E ist mit dem elektrischen Potenzial φ über

~E(~r) = −∇φ(~r) (3.36)

verknüpft. Für den ein-, zwei-, und dreidimensionalen Fall wird das elektrische Feld auf
einem Gitterpunkt durch die zentrierte Di�erenz

Ei = −φi+1 − φi−1

2∆x
1D

~Ei,j = −φi+1,j − φi−1,j

2∆x
~ex −

φi,j+1 − φi,j−1

2∆y
~ey 2D

~Ei,j,k = −φi+1,j,k − φi−1,j,k

2∆x
~ex −

φi,j+1,k − φi,j−1,k

2∆y
~ey −

φi,j,k+1 − φi,j,k−1

2∆z
~ez 3D (3.37)

bestimmt, wobei i, j und k die jeweiligen Koordinaten des betrachteten Gitterpunktes
darstellen. Im zwei- und dreidimensionalen Fall müssen in (3.37) wieder die verkürzten
Gitterpunktabstände nach (3.22) bzw. (3.31) beachtet werden, wenn ein Gitterpunkt auf
der Ober�äche eines Staubteilchens liegt. Das elektrische Feld auf den Gitterpunkten
innerhalb des Staubteilchens muss nicht berechnet werden, da das Potenzial auf der
Ober�äche des Staubteilchens überall gleich angesetzt wird und das elektrische Feld
innerhalb des Staubteilchens somit stets verschwindet. Berücksichtigt werden müssen
noch die Ränder des Simulationsgebietes. In der eindimensionalen Simulation entspricht
der linke Rand der Ober�äche des Staubteilchens (φ0 = VR(t)), während am rechten
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Abbildung 3.10.: Die Abbildungsvorschrift der Restriktion (oben) und der Prolongation (un-
ten) des in OPAR implementierten Mehrgitterverfahrens für den dreidimensionalen Fall. Die
schwarzen Gitterpunkte zeigen das feine Ausgangsgitter mit dem Gitterpunktabstand ∆x, die
gröÿeren roten Punkte stellen das gröbere Gitter mit dem Gitterpunktabstand 2∆x dar. Die
Restriktionsvorschrift R2dx

dx (blau) bildet das feine Gitter auf ein gröberes Gitter ab. Dabei wird
der Wert des Gitterpunktes auf dem feinen Gitter, welcher mit einem Gitterpunkt des gröberen
Gitters übereinstimmt, zu 75% auf diesen übertragen, die Summe der Werte der umgebenen
sechs Gitterpunkte zu 25%. Die Prolongationsvorschrift P dx2dx (grün) bildet die Werte des gröbe-
ren Gitters zurück auf das feine Gitter ab. Dabei wird der Wert eines Gitterpunktes des groben
Gitters, welcher mit einem Gitterpunkt auf dem feinen Gitter übereinstimmt, zu 100% auf die-
sen übertragen. Liegt wie dargestellt ein Gitterpunkt des feinen Gitters genau zwischen vier
Gitterpunkten des groben Gitters, werden die vier Werte zu je 25% auf den entsprechenden
Gitterpunkt des feinen Gitters übertragen. Die Gitterpunkte des feinen Gitters, welche in ei-
ner Gitterebene mit dem gröberen Gitter liegen, werden nach den Abbildungsvorschriften wie in
Abbildung 3.7 für den zweidimensionalen Fall gezeigt übertragen.
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3.5. Integration der Bewegungsgleichungen

Rand das Potenzial verschwinden soll (φnp−1 = 0). Daher berechnet sich das elektrische
Feld im eindimensionalen Fall am linken und rechten Rand wie folgt:

E0 = −φ1 − VR(t)

∆x
, Enp−1 =

φnp−2

∆x
(3.38)

In einem zwei- und dreidimensionalen Gitter soll das Potenzial an den vier bzw. sechs
äuÿeren Rändern des Simulationsgebietes verschwinden, weshalb sich dort das elektrische
Feld analog zu Enp−1 in (3.38) berechnet. Um die Bewegungsgleichungen zu integrieren,
muss das auf den Gitterpunkten bestimmte elektrische Feld auf die Orte der Teilchen
interpoliert werden. Dies geschieht analog zur Abbildung der Ladung der Superteilchen
auf das Gitter nach (3.4), siehe auch Anhang D. Das elektrische Feld am Ort ~r wird also
folgendermaÿen bestimmt:

~E(~rν) =
∑
np

~EXS(~rν − ~X) , (3.39)

wobei ~EX das elektrische Feld auf dem betrachteten Gitterpunkt ~X darstellt. Die Summe
in (3.39) muss dabei nicht über alle Gitterpunkte np ausgeführt werden, da nur das
elektrische Feld auf den Gitterpunkten zwischen dem betrachtetem Ort ~r zum Feld an
diesem Ort beiträgt. S ist wieder die Abbildungsfunktion, welche im PIC Verfahren eine
Dreiecksfunktion ist, analog zu (3.3).

3.5. Integration der Bewegungsgleichungen

Die Bewegungsgleichungen (3.1) werden zeitlich ebenfalls diskretisiert. Die zeitliche Schritt-
weite und der Gitterpunktabstand in der Simulation seien ∆t und ∆x. Die Geschwin-
digkeit und der Ort eines Superteilchens im Zeitschritt t1 werden zunächst auf eine
dimensionslose Gröÿe normiert:

~̂rt1 = ~rt1
1

∆x
, ~̂vt1 = ~vt1

∆t

∆x
. (3.40)

Zunächst sei kein Magnetfeld berücksichtigt. Die Geschwindigkeit und der Ort im nächs-
ten Zeitschritt t2 = t1 + ∆t wird für diesen Fall folgendermaÿen bestimmt:

~̂vt2 = ~̂vt1 +
q∆t2

m∆x
~E(~rt1) = ~̂vt1 + ~̂E(~̂rt1) , für B = 0

~̂rt2 = ~̂rt1 + ~̂vt2 , (3.41)

wobei ~E(~rt1) das interpolierte elektrische Feld am Ort ~rt1 ist. Das elektrische Feld muss
ebenfalls auf eine dimensionslose Gröÿe normiert werden, wobei q und m die Ladung
bzw. die Masse des Superteilchens ist. Nun sei zusätzlich ein konstantes, orts- und zeit-
unabhängiges Magnetfeld ~B = Bz~ez in z-Richtung betrachtet. Durch ein konstantes
Magnetfeld wird ein geladenes Teilchen auf eine Spiralbahn gezwungen, weshalb das
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Teilchen keine Energieänderung erfährt, sondern nur eine ständige Änderung der Rich-
tung der x-y-Komponente der Geschwindigkeit. Daher wird in OPAR der Term der
magnetischen Lorentzkraft in der Bewegungsgleichung (3.1) numerisch nicht direkt in-
tegriert, sondern der Ort im nächsten Zeitschritt rein geometrisch bestimmt. Abbildung
3.11 verdeutlicht das Prinzip in einer Aufsicht der x-y-Ebene. Ein Superteilchen be�nde
sich im Zeitschritt t1 am Ort

~̂rt1 =

 xt1
yt1
zt1

 (3.42)

Der Ort und die Geschwindigkeit, welche das Teilchen im nächsten Zeitschritt t2 = t1+∆t
ohne den Ein�uss eines Magnetfeldes erreichen würde, ist durch (3.41) gegeben und sei
im Folgenden durch die gestrichenen Gröÿen

~̂rt2
′ =

 x′t2
y′t2
z′t2

 , ~̂vt2
′ =

 v′x,t2
v′y,t2
v′z,t2

 (3.43)

ausgedrückt, siehe Abbildung 3.11. Unter dem Ein�uss eines Magnetfeldes Bz bewegt
sich das Teilchen jedoch entlang einer Kreisbahn mit dem Radius r̂g und nimmt daher
im nächsten Zeitschritt den Ort und die Geschwindigkeit

~̂rt2 =

 xt2
yt2
zt2

 =

 (xt1 − xm) cos (αg)− (yt1 − ym) sin (αg) + xm

(xt1 − xm) sin (αg) + (yt1 − ym) cos (αg) + ym

z′t1

 , für B 6= 0

~̂vt2 =

 vx,t2
vy,t2
vz,t2

 =

 v̂⊥ sin (αg + βg)
v̂⊥ cos (αg + βg)

v′z,t2

 (3.44)

ein. Der Winkel αg zwischen den Punkten ~̂rt1 und ~̂rt2 bestimmt sich über

αg =
v̂⊥
r̂g

=
qBz∆t

m
, (3.45)

wobei r̂g der normierte Gyrationsradius im Zeitschritt nach (2.49) und v̂⊥ die Geschwin-
digkeit senkrecht zum Magnetfeld Bz ist,

r̂g =
mv⊥
qBz

1

∆x
=
mv̂⊥
qBz

1

∆t
, v̂⊥ =

√
v
′2
x,t2 + v

′2
y,t2 . (3.46)

Der Winkel βg (siehe Abbildung 3.11) ist durch

βg = arcsin

(
yt1 − ym

r̂g

)
(3.47)
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3.5. Integration der Bewegungsgleichungen

Abbildung 3.11.: Ein Superteilchen be�nde sich im Zeitschritt t1 am Ort (xt1 , yt1). Ohne den
Ein�uss eines Magnetfeldes würde das Teilchen im folgenden Zeitschritt t2 den Ort (x′t2 , y

′
t2)

einnehmen. Unter dem Ein�uss eines Magnetfeldes Bz bewegt sich das Teilchen jedoch entlang
einer Kreisbahn mit dem Radius r̂g und nimmt daher im nächsten Zeitschritt den Ort (xt2 , yt2)
ein.

gegeben. Der Punkt (xm, ym) beschreibt den Mittelpunkt der Spiralbewegung bzw. das
magnetische Führungszentrum und lässt sich über eine Geradengleichung zu

ym =
xt1 − xm

ms

+ yt1 , ms =
y′t2 − yt1
x′t2 − xt1

(3.48)

bestimmen, wobei die Gerade durch die Punkte (xm, ym) und (xt1 , yt1) verläuft. ms ist
dabei die Steigung der Geraden durch die Punkte (xt1 , yt1) und (x′t2 , y

′
t2

), welche eine
Tangente an den Gyrationskreis darstellt und damit senkrecht zur Geraden in (3.48)
steht, siehe Abbildung 3.11. Setzt man ym aus (3.48) in die Kreisgleichung

r̂2
g = (xt1 − xm)2 + (yt1 − ym)2 (3.49)

ein, erhält man eine quadratische Gleichung für xm:

x2
m

(
1 +

1

m2
s

)
− xm

(
2xt1

(
1 +

1

m2
s

))
+ x2

t1
+

(
xt1
ms

)2

− r̂2
g = 0 . (3.50)

Die Lösung für xm lässt sich mittels der quadratischen Ergänzung gewinnen:

xm = xt1 ±

√√√√√x2
t1 −

x2
t1 +

(
xt1
ms

)2

− r̂2
g

1 + 1
m2

s

. (3.51)

Die z-Komponenten zt2 und vz,t2 in (3.44) werden vom Magnetfeld Bz nicht beein-
�usst und berechnen sich daher analog zu (3.41). Im zweidimensionalen Fall fällt die
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3. Simulation von komplexen (staubigen) Plasmen mit OPAR

z-Komponente in (3.44) entsprechend weg. Das oben vorgestellte geometrische Verfah-
ren zur Bestimmung der Gyrationsbewegung in einem Magnetfeld ist unabhängig von
der Gitterau�ösung und der Zeitschrittweite, womit der Gyrationsradius in OPAR stets
exakt aufgelöst wird.
Im eindimensionalen Fall wird in OPAR neben dem radialen Ort r und der radialen Ge-
schwindigkeit vr noch eine tangentiale Geschwindigkeitskomponente vφ berücksichtigt,
um die Zentrifugalkraft auf ein Superteilchen bestimmen zu können. Die zwei Geschwin-
digkeitskomponenten und der radiale Ort im nächsten Zeitschritt t2 = t1 + ∆t wird in
einer eindimensionalen Simulation durch

v̂r,t2 = v̂r,t1 +
(v̂φ,t1)

2

r̂t1
+ Ê(r̂t1)

r̂t2 = r̂t1 + v̂r,t2

v̂φ,t2 =
r̂t1
r̂t2
v̂φ,t1 (3.52)

berechnet, wobei der Term (v̂φ,t1)
2

r̂t1
die Zentrifugalkraft auf das Superteilchen berücksich-

tigt. Ein Magnetfeld sei im eindimensionalen Fall nicht betrachtet. Bei der Wahl des
Gitterpunktabstands ∆x und des Zeitschritts ∆t muss noch die sogenannte Courant-
Friedrichs-Lewy-Bedingung (auch CFL-Zahl genannt), beachtet werden. Diese Bedin-
gung stellt eine stabile Lösung einer zeitabhängigen Di�erentialgleichung sicher, indem
die Fortbewegung einer Gröÿe auf eine Gitterzelle pro Zeitschritt begrenzt wird. In
OPAR muss daher der Zeitschritt ∆t immer so gewählt werden, dass die auf eine di-
mensionslose Einheit normierte Geschwindigkeit stets kleiner als eins ist, sich also ein
Superteilchen nicht weiter als eine Gitterzelle pro Zeitschritt fortbewegt.

3.6. Berücksichtigung von Randbedingungen

Die Simulation berandeter Plasmen bedingt die Berücksichtigung von Teilchenverlusten
und Teilchenerzeugung an den Simulationsrändern. Verlässt ein Superteilchen nach ei-
nem Zeitschritt das Simulationsgebiet, wird es aus der Simulation entfernt. Berührt oder
überschreitet ein Superteilchen die Ober�äche eines Staubteilchens, wird es ebenfalls aus
der Simulation entfernt und eine Elementarladung zur Ladung des Staubteilchens hinzu
addiert. Die vielfache Elementarladung eines Superteilchen wird dabei nicht berücksich-
tigt, da sonst ein zu groÿes Rauschen in der zeitlich variablen Ladung des Staubteil-
chens auftreten würde. Die Ober�äche des Staubteilchens stellt damit eine vollständig
absorbierende Kapazität dar, auf welcher sich die Ladung homogen verteilt. In einer
eindimensionalen Simulation entspricht der erste Gitterpunkt der Ober�äche des Staub-
teilchens. In einer zwei- und dreidimensionalen Simulation liegt die Ober�äche innerhalb
des Simulationsgebietes, wie z.B. in Abbildung 3.4 für den zweidimensionalen Fall ge-
zeigt. Aus der Ladung des Staubteilchens folgt dann über einen linearen Zusammenhang
das zeitabhängige schwebende Ober�ächenpotenzial VR(t), welches in jedem Zeitschritt
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3.6. Berücksichtigung von Randbedingungen

als innere Randbedingung gesetzt wird:

VR(t) =
QR(t)

C
, (3.53)

wobei QR(t) die Ladung des Staubteilchens ist. Die Kapazität C hängt von den Materi-
aleigenschaften und insbesondere vom Potenzialpro�l des Staubteilchens ab und ist im
Falle eines Debye-Hückel-Potenzials nach (2.38) durch

C = 4πε0R (1 +R/λl) ≈ 4πε0R für R/λl � 1 (3.54)

gegeben, wobei R der Radius des Staubteilchens und λl die linearisierte Debyelänge nach
(2.44) ist. Die Näherung gilt für den Fall eines sehr kleinen Staubteilchens im Vergleich
zu den Debyelängen im betrachteten Plasma, wodurch sich C auf den Kapazitätswert in
einem Vakuum reduziert. Da in der OML-Theorie das Ober�ächenpotenzial im Gleich-
gewicht nicht vom Radius abhängt, gilt in diesem Fall eine direkte Proportionalität zwi-
schen der Ladung im Gleichgewicht und dem Radius des Staubteilchens. Da mit OPAR
insbesondere das Ober�ächenpotenzial eines Staubteilchens im Gleichgewicht studiert
werden soll, ist die Wahl des Kapazitätswertes in (3.53) nicht von Bedeutung, da sich
ein Gleichgewichtspotenzial unabhängig von der gewählten Gröÿe der absorbierten La-
dungen einstellen wird, solange die Ladung der Superteilchen im Betrag gleich groÿ ist.
Lediglich die Zeitskala, auf denen sich das Gleichgewichtspotenzial einstellt, wird durch
die Wahl des Kapazitätswertes beein�usst. In OPAR wird daher in allen Simulationen
der Kapazitätswert im Vakuum verwendet.
An den äuÿeren Simulationsrändern müssen die Verluste an Superteilchen ausgeglichen
werden, um eine realistische Plasmasimulation zu gestalten. In OPAR sollen die Staub-
teilchen im Simulationsgebiet in ein �unendlich� ausgedehntes, ungestörtes Plasma einge-
bettet sein. Die Plasmateilchen sollen dabei eine Maxwellverteilung der Geschwindigkeit
besitzen. Die mittlere Geschwindigkeit der Plasmateilchen lässt sich aus der Maxwell-
verteilung bestimmen und lautet für den zwei- und dreidimensionalen Fall [100, 112]:

v2D
av =

√
8kT

πm
, v3D

av =
3

2

√
8kT

πm
, (3.55)

wobei T und m die Temperatur und die Masse des betrachteten Plasmateilchens sind
sowie k die Boltzmannkonstante. Durch Multiplikation der mittleren Geschwindigkeit
mit der Teilchendichte des Plasmas erhält man eine Stromdichte, mit welcher bestimmt
werden kann, wie viele Teilchen im zeitlichen Mittel das Simulationsgebiet verlassen.
Die mittlere Anzahl von Superteilchen, die in einer das Simulationsgebiet begrenzenden
Gitterzelle das Simulationsgebiet pro Zeitschritt verlassen, berechnet sich mit Hilfe der
Stromdichte zu

Γ1D =
1

2
NSPC v

2D
av

∆t

∆x
, Γ2D =

1

4
NSPC v

2D
av

∆t

∆x
, Γ3D =

1

6
NSPC v

3D
av

∆t

∆x
. (3.56)

Dabei ist ∆x die Gröÿe der Gitterzelle (Gitterpunktabstand) und ∆t die zeitliche Schritt-
weite der Simulation. NSPC ist die Superteilchendichte pro Gitterzelle. Die Faktoren 1

2
, 1

4
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3. Simulation von komplexen (staubigen) Plasmen mit OPAR

und 1
6
berücksichtigen, dass in einer eindimensionalen Simulation eine Gitterzelle durch

zwei Gitterpunkte begrenzt wird, in einer zwei- und dreidimensionalen Simulation durch
vier Seiten bzw. sechs Flächen. In einer eindimensionalen Simulation werden zwei Ge-
schwindigkeitskomponenten berücksichtigt, weshalb in Γ1D die mittlere Geschwindigkeit
v2D

av verwendet wird. Γ in (3.56) bestimmt damit auch, wie viele Superteilchen nach je-
dem Simulationsschritt in eine das Simulationsgebiet begrenzende Gitterzelle eingefügt
werden müssen. Die eingefügten Superteilchen erhalten dabei wieder eine Maxwellvertei-
lung, welche über die wahrscheinlichste Geschwindigkeit erzeugt werden kann. Für den
zwei- und dreidimensionalen Fall berechnet sich die wahrscheinlichste Geschwindigkeit
in einer Maxwellverteilung über [100, 112]:

v2D
mp =

√
kT

m
, v3D

mp =

√
2kT

m
. (3.57)

Die Position des einzufügenden Superteilchens in der Gitterzelle wird aus dessen zuge-
wiesener Geschwindigkeit für den ein-, zwei- und dreidimensionalen Fall über

r̂ = Ra v̂r (1D) r̂x = Ra v̂x (2D) r̂x = Ra v̂x (3D)

r̂y = Ra v̂y r̂y = Ra v̂y

r̂z = Ra v̂z (3.58)

bestimmt, wobei Ra jeweils eine Zufallszahl mit 0 ≤ Ra ≤ 1 darstellt. In einer eindimen-
sionalen Simulation werden die Superteilchen nur in der letzten Gitterzelle eingefügt.
In einer zwei- und dreidimensionalen Simulation werden die Superteilchen jeweils in die
das Simulationsgebeit begrenzenden Gitterzellen eingefügt. Dieses Verfahren der Teil-
chenerzeugung an den Simulationsrändern gemäÿ einer Geschwindigkeitsverteilung ist
in Bridsall et al. [110] beschrieben und simuliert jenseits des Simulationsgebietes eine
ungestörte und �unendliche� Plasmaquelle. Ungestört bedeutet, dass das Plasmapoten-
zial im zeitlichen Mittel überall verschwindet und die Plasmateilchen nur die thermische
Bewegung gemäÿ ihrer Geschwindigkeitsverteilung ausführen. Aus diesem Grund wird
auch an den Simulationsrändern das Potenzial gleich Null gesetzt. Betrachtet man im
Simulationsgebiet kein geladenes Staubteilchen, tritt also im Simulationsgebiet ebenfalls
keine Störung des Plasmapotenzials auf, wird die anfängliche Anzahl der Superteilchen
und deren Geschwindigkeitsverteilung im zeitlichen Mittel während der gesamten Simu-
lation konstant bleiben. Eine OPAR-Simulation ohne Staubteilchen wird im nächsten
Kapitel als Einführung vorgestellt. Setzt man dagegen ein sich au�adendes Staubteil-
chen in das Simulatonsgebiet, darf die auftretende Störung des Plasmapotenzials nicht
bis zu den Simulationsrändern reichen, damit die gewählte äuÿere Randbedingung eines
verschwindenden Potenzials gerechtfertigt bleibt. Das bedeutet, dass ein Staubteilchen
weit genug entfernt von den Simulationsrändern positioniert werden muss.
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staubigen Plasmen

Im folgenden Kapitel werden OPAR-Simulationen eines Plasmas mit einem Staubteil-
chen vorgestellt und diskutiert. Das simulierte, vollionisierte Plasma besteht dabei immer
aus zwei Komponenten, den negativ geladenen Elektronen und den positiv geladenen
Ionen, wobei die Ladungen jeweils den gleichen Betrag haben. Elektronen wie Ionen
erhalten dabei zu Beginn eine Maxwellverteilung der Geschwindigkeit. An den Simula-
tionsrändern werden in jedem Zeitschritt Plasmateilchen eingefügt, um ein �unendlich�
ausgedehntes Plasma zu simulieren. Coulomb-Stöÿe zwischen den Plasmateilchen wer-
den nicht berücksichtigt. Ebenfalls wird kein Magnetoplasma simuliert, die Überlagerung
eines externen Magnetfeldes wird im nächsten Kapitel behandelt. Das Verhältnis von
Ionen- zu Elektronenmasse wird in den folgenden Simulationen stets auf mi/me = 100
gesetzt, um den numerischen Aufwand zu reduzieren. Hierdurch kann insbesondere die
Zeitskala, auf denen ein Staubteilchen ein Gleichgewichtspotenzial entwickelt, erheblich
verkürzt werden. Die Plasmafrequenz der Ionen ist zwar nur noch zehnmal gröÿer als die
der Elektronen, jedoch lassen sich die beiden Frequenzen immer noch eindeutig trennen.
Durch das relativ kleine Massenverhältnis wird daher die Simulation der physikalischen
E�ekte in einem staubigen Plasma nicht unrealistisch, lediglich die Zeitskalen werden
verändert. Zudem ist die Überprüfung von analytischen Theorien weiterhin möglich.
Zunächst wird eine Simulation ohne Staubteilchen im Simulationsgebiet diskutiert, um
einen Vergleich mit anderen Simulationsergebnissen zu ermöglichen. Hiernach werden
Simulationen eines ein-, drei- und zweidimensionalen Plasmas mit einem Staubteilchen
vorgestellt und mit den Ergebnissen der OML- und OM-Theorie verglichen.

4.1. Simulation ohne Staubteilchen

Um einen Vergleich mit anderen Simulationsergebnissen zu erhalten und die Funktio-
nalität von OPAR zu demonstrieren, sei eine dreidimensionale Simulation ohne Staub-
teilchen, d.h. ohne Berücksichtigung einer inneren Randbedingung, vorgestellt. Durch
das Verfahren der Teilchenerzeugung an den äuÿeren Simulationsrändern, welche die
Verluste an Plasmateilchen ausgleichen, wird in einer solchen Simulation im zeitlichen
Mittel die Anzahl der Superteilchen im Simulationsgebiet konstant sowie die Verteilung
der Geschwindigkeit unbeein�usst bleiben. In der dreidimensionalen Simulation wurde
ein numerisches Gitter mit Nx = Ny = Nz = 51 Gitterpunkten angesetzt, womit dass
würfelförmige Simulationsgebiet durch 50 · 50 · 50 = 125.000 Gitterzellen repräsentiert
wird. In jede Richtung ist eine ungerade Anzahl an Gitterpunkten gewählt worden,
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4. OPAR-Simulationen von staubigen Plasmen

Abbildung 4.1.: Die Geschwindigkeitsverteilung von NSP = 625.000 Superelektronen am An-
fang der Simulation ohne Staubteilchen, welche einer Maxwellverteilung nach (2.14) entspricht.
Die Geschwindigkeit v ist dabei auf die wahrscheinlichste Geschwindigkeit gemäÿ (3.47) nor-
miert. Die Geschwindigkeitsverteilung wird in OPAR dabei bis zum Sechsfachen von vmp reali-
siert. Für die Superionen ergibt sich eine identische Verteilung. Die an den Simulationsrändern
eingefügten Superteilchen erhielten ebenfalls eine Maxwellverteilung, weshalb die gezeigte Ver-
teilung während der gesamten Simulationsdauer jeweils erhalten blieb.

damit das Mehrgitterverfahren angewendet werden konnte. Durch den Gitterpunktab-
stand von ∆x = 10µm ergibt sich eine physikalische Gröÿe des Simulationsgebietes von
1, 25 · 10−4 mm3. Die Temperatur wurde mit kTe = kTi = 1 eV ebenso gleich angesetzt
wie die Plasmadichten mit n0 = ne = ni = 6 · 1015/m3, was in etwa typischen Laborbe-
dingungen entspricht. Die Elektronen und Ionen sind durch Superteilchen repräsentiert,
wobei zu Beginn jeweils NSPC = 5 Superteilchen räumlich zufällig verteilt in jede Git-
terzelle gesetzt worden sind. Damit befanden sich zu Beginn jeweils NSP = 625.000
Superteilchen in der Simulation. Der Betrag der Ladung QSP, die jedes Superteilchen
trägt, berechnet sich aus der Plasmadichte:

QSP =
en0

NSP

(Nx − 1) (Ny − 1) (Nz − 1) ∆x3 = 1, 2 . (4.1)

Jedes Superteilchen trägt damit das 1, 2-fache der Elementarladung e, wobei die Su-
perelektronen negativ und die Superionen positiv geladen sind. Die Debyelängen des
Plasmas betragen λe = λi = 95, 98µm (siehe (C.5)) sowie λl = 67, 87µm als lineari-
sierte Debyelänge (siehe (2.44)) und werden damit durch den Gitterpunktabstand mit
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4.1. Simulation ohne Staubteilchen

Abbildung 4.2.: Die Anzahl der Superelektronen (links) und Superionen (rechts) im zeitlichen
Verlauf der Simulation ohne Staubteilchen mit 20.000 Zeitschritten, wobei die Anzahl alle 100
Zeitschritte ausgegeben wurde. Die Anzahl schwingt stets um deutlich weniger als 2% um die
anfängliche Anzahl von NSP = 625.000, womit im zeitlichen Mittel die Plasmadichte konstant
bleibt. Nach jedem fünften bzw. fünfzigsten Zeitschritt ist ein Superelektron bzw. Superion in
jede berandende Gitterzelle eingefügt worden, wodurch der periodische Verlauf bestimmt wird.
Nach ca. 330 bzw. 3300 Zeitschritten haben die meisten anfänglich eingefügten Superelektro-
nen bzw. Superionen das Simulationsgebiet verlassen. Die Simulation besteht dann nur noch
aus Superteilchen, welche aus den Simulationsrändern stammen. Erst hierdurch ergibt sich ei-
ne räumliche Verteilung der Superteilchen, welche um die vorgegebene Plasmadichte konstant
schwingt.

∆x = 10µm gut aufgelöst. Die Plasmafrequenz der Elektronen berechnet sich über

ωe =

√
n0 e2

ε0me

(4.2)

und beträgt ωe = 4, 37 · 109/ s. Der Zeitschritt in der Simulation wurde in Einheiten
der Plasmafrequenz zu ∆t = 0, 01/ωe gewählt, womit die Courant-Friedrichs-Lewy-
Bedingung hinreichend erfüllt wird. Die Superteilchen sind zu Beginn jeweils gemäÿ
einer Geschwindigkeitsverteilung nach Maxwell auf die Gitterzellen verteilt worden. Ab-
bildung 4.1 zeigt die Geschwindigkeitsverteilung der Superelektronen am Anfang der
Simulation, welche einer Maxwellverteilung nach (2.14) entspricht. Für die Superionen
ergibt sich eine identische Verteilung. Die an den Simulationsrändern eingefügten Su-
perteilchen erhielten ebenfalls eine Maxwellverteilung, weshalb die gezeigte Verteilung
während der gesamten Simulationsdauer erhalten blieb.
Abbildung 4.2 zeigt die Anzahl der Superteilchen (Elektronen und Ionen) im zeitlichen
Verlauf der Simulation, welche insgesamt 20.000 Zeitschritte umfasst, was 200 Plasma-
schwingungen ωe entspricht. Dabei wurde die Anzahl der Superteilchen alle 100 Zeit-
schritte, also einmal pro Plasmaschwingung, ausgegeben. Die Anzahl der Superteilchen
schwingt stets um deutlich weniger als 2% um die anfängliche Anzahl vonNSP = 625.000,
womit im zeitlichen Mittel betrachtet die Anzahl der Superteilchen und damit die Plas-
madichte in sehr guter Näherung konstant bleibt. Die Anzahl der pro Zeitschritt und
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4. OPAR-Simulationen von staubigen Plasmen

Abbildung 4.3.: Das Potenzial eV/kTe der Simulation ohne Staubteilchen für den Zeitschritt
t = 10.000 ∆t = 100/ωe. Der Abstand vom Mittelpunkt ist jeweils auf die Debyelänge λe nor-
miert. Es ist die x-y-Ebene mit z = 0 gezeigt, womit sich ein mittiger Querschnitt durch das
würfelförmige Simulationsgebiet ergibt. Gebiete von leicht erhöhter Ionen- bzw. Elektronendichte
sind in Rot bzw. in Blau dargestellt. Über alle Zeitschritte gemittelt verschwindet das Potenzial
und die Ladungsdichte auf allen Gitterpunkten.

berandeter Gitterzelle eingefügten Superteilchen beträgt nach (3.46) Γ3D
e = 0, 19 für

die Superelektronen und Γ3D
i = 0, 019 für die Superionen. Damit wird also nach jedem

fünften Zeitschritt ein Superelektron und nach jedem fünfzigsten Zeitschritt ein Supe-
rion in jede berandende Gitterzelle eingefügt. Hierdurch wird der periodische Verlauf
in Abbildung 4.2 bestimmt. Insbesondere beim Verlauf der Superionenanzahl in Abbil-
dung 4.2 ist zu Beginn der Simulation eine deutliche Abnahme der Superionenanzahl zu
erkennen, welche sich erst nach ca. 3000 Zeitschritten wieder stabilisiert. Dieses leichte
Ungleichgewicht ist ein E�ekt der anfänglich räumlich zufällig verteilten 5 Superteil-
chen pro Gitterzelle. Die Strecke, welche ein unbeein�usstes Elektron bzw. Ion mit der
wahrscheinlichsten Geschwindigkeit vmp pro Zeitschritt zurücklegt, lässt sich über (3.47)
bestimmen zu

ve
mp =

√
2kT0

me

= 0, 153
∆x

∆t
, vi

mp =

√
2kT0

100me

= 0, 0153
∆x

∆t
. (4.3)

Ein Elektron bzw. Ion mit der Geschwindigkeit vmp benötigt demnach ca. 330 bzw.
3300 Zeitschritte, um das Simulationsgebiet mit in jeder Richtung 50 Gitterzellen zu
durchqueren. Das bedeutet, nach ca. 330 bzw. 3300 Zeitschritten haben die meisten an-
fänglich eingefügten Superelektronen und Superionen das Simulationsgebiet verlassen.
Die Simulation besteht dann nur noch aus Superteilchen, welche aus den Simulations-
rändern stammen. Erst hierdurch ergibt sich eine räumliche Verteilung der Superteilchen
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im Simulationsgebiet, welche um die vorgegebene Plasmadichte konstant schwinkt. Im
zeitlichen Mittel verschwindet damit auch die Ladungsdichte sowie das Potenzial auf den
125.000 Gitterpunkten. In Abbildung 4.3 ist das Potenzial in der x-y-Ebene mit z = 0
für den Zeitschritt t = 10.000 ∆t = 100/ωe gezeigt, womit sich ein mittiger Querschnitt
durch das würfelförmige Simulationsgebiet ergibt. Gebiete von leicht erhöhter Ionen-
bzw. Elektronendichte sind in Rot bzw. in Blau dargestellt. Über alle Simulationszeit-
schritte gemittelt verschwindet das Potenzial und damit die Ladungsdichte auf allen
Gitterpunkten. Durch diese Simulation ohne Staubteilchen wurde demonstriert, dass
OPAR ein �unendlich� ausgedehntes, ungestörtes Plasma simulieren kann. Im Folgenden
werden 1D-, 3D- sowie 2D-OPAR-Simulationen mit Staubteilchen vorgestellt.

4.2. Eindimensionale Simulationen mit Staubteilchen

In diesem Abschnitt werden eindimensionale OPAR-Simulationen mit einem Staubteil-
chen diskutiert, wobei der erste Gitterpunkt der Ober�äche eines Staubteilchens mit
dem Radius R entspricht, wie es in Abbildung 3.2 dargestellt ist. Insgesamt werden 15
Simulationen vorgestellt, wobei jeweils fünf verschiedene Staubteilchenradien bei drei
verschiedenen Temperaturverhältnissen β simuliert wurden. In allen Simulationen sind
die Plasmadichten mit n0 = ne = ni = 6 · 1015/m3 ebenso gleich angesetzt wie die Elek-
tronentemperatur mit kTe = 1 eV. Die Ionentemperatur wurde zu kTi = 1 eV; 0, 1 eV
und 0, 01 eV gewählt, die zugehörigen Debyelängen sind in Tabelle 4.1 (rechts) angege-
ben. Die fünf Radien der Staubteilchen betragen R = 10µm; 20µm; 50µm; 100µm und
200µm, womit die Radien sowohl kleiner als auch gröÿer als die Debyelängen des Plas-
mas ausfallen. Der Gitterpunktabstand ∆x ist in Abhängigkeit des Staubteilchenradius
stets so gewählt, dass das Verhältnis R/∆x = 10 beträgt, womit der Radius in allen
Simulationen gut aufgelöst wird. Die Anzahl der Gitterpunkte sowie die physikalische
Gröÿe des Simulationsgebietes sind in Tabelle 4.1 angegeben. Mit steigendem Radius und
Gitterpunktabstand ist ein jeweils kleineres Gitter angesetzt worden, um den numeri-
schen Aufwand zu reduzieren. Die Elektronen und Ionen werden durch Superteilchen
repräsentiert, wobei zu Beginn jeweils NSP = 500.000 Superteilchen gemäÿ einer Ge-
schwindigkeitsverteilung nach Maxwell in das Simulationsgebiet gesetzt wurden. Bei der
Verteilung der Superteilchen auf die Gitterzellen wurde dabei die sphärische Symmetrie
des Simulationsgebietes berücksichtigt. In den jeweils Nx−1 Kugelschalen der Dicke ∆x
um das sphärische Staubteilchen herum sind die Superteilchen derart räumlich zufällig
verteilt worden, dass die Volumendichte (Superteilchen pro ∆x3) in jeder Kugelschale
gleich groÿ ist. Der Betrag der Ladung QSP, die jedes Superteilchen in der Simulation
trägt, ergibt sich aus der Plasmadichte:

QSP =
en0

NSP

(Nx − 1) ∆x3 . (4.4)

Die Ladungen QSP sind für die entsprechenden Simulationen in Tabelle 4.1 angegeben.
Die Zeitschrittweite in den Simulationen ist ebenfalls in Tabelle 4.1 angegeben und erfüllt
jeweils hinreichend die Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingung.
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R/µm ∆x/µm Nx V l/mm3 ∆t/ωe QSP/e
10 1 401 0, 29 0, 001 3, 464
20 2 401 2, 31 0, 002 27, 714
50 5 201 4, 85 0, 005 58, 182
100 10 101 5, 58 0, 01 66, 853
200 20 101 44, 60 0, 02 534, 825

kTi/eV λi/µm λl/µm
1, 0 95, 98 67, 87
0, 5 67, 87 55, 41
0, 1 30, 35 28, 94
0, 01 9, 60 9, 55

Tabelle 4.1.: Links: Parameter zu fünf verschiedenen 1D-OPAR-Simulationen. Angegeben ist
der Staubteilchenradius R, der Gitterpunktabstand ∆x, die Gitterpunktanzahl Nx, das Volumen
des physikalischen Simulationsgebietes V l (inkl. Staubteilchen), die Zeitschrittweite ∆t sowie
der Betrag der Superteilchenladung QSP. In allen Simulationen gilt das Verhältnis R/∆x = 10,
mi/me = 100 sowie NSP = 500.000, n0 = ne = ni = 6·1015/m3 und kTe = 1 eV. Die Debyelänge
der Elektronen beträgt damit λe = 95, 98 µm, die Plasmafrequenz ωe = 4, 37 ·109/ s. Rechts: Die
Debyelängen der Ionen λi nach (C.5) und die linearisierten Debyelängen λl nach (C.6) für die
angegebenen Plasmaparameter sowie für verschiedene Ionentemperaturen.

4.2.1. Ober�ächenpotenzial im Gleichgewicht

Abbildung 4.4 zeigt den zeitlichen Verlauf des Ober�ächenpotenzials eVR/kTe in den 15
Simulationen mit den fünf Staubteilchenradien R für die drei Temperaturverhältnisse
β. Zu Beginn wurde das Ober�ächenpotenzial bzw. die Ladung der Staubteilchen gleich
Null gesetzt. Erwartungsgemäÿ laden sich sämtliche Staubteilchen im Verlauf der Simu-
lation negativ auf, bis das Ober�ächenpotenzial ab jeweils ca. der Hälfte der Simulations-
dauer einen Gleichgewichtszustand erreicht hat. Der Betrag des Ober�ächenpotenzials
im Gleichgewicht fällt dabei mit sinkender Ionentemperatur jeweils geringer aus und
zeigt für kleine Radien im Vergleich zu den entsprechenden Debyelängen eine sehr gute
Übereinstimmung mit dem Ober�ächenpotenzial aus der OML-Theorie, siehe Abbildung
4.6. Der Verlauf des Ober�ächenpotenzials bei der Ionentemperatur von kTi = 0, 01 eV
entspricht zu Beginn dem Verlauf einer gedämpften Schwingung, wobei mit zunehmen-
dem Staubteilchenradius die Amplitude abnimmt und die Schwingung beim gröÿten
Radius von R = 200µm fast ganz verschwindet. Dieses Verhalten wird durch die relativ
geringe kinetische Energie der Ionen im Vergleich zu den Elektronen verursacht. Denn
die �kalten� Ionen werden nahezu radial auf das zu Beginn noch unabgeschirmte, negativ
geladene Staubteilchen beschleunigt, was zu einem hohen Ionenstrom führt, welcher das
Staubteilchen teilweise wieder entlädt. Erst im Verlauf der Simulation bildet sich eine
signi�kant erhöhte Ionendichte um das Staubteilchen herum aus, welche die negative
Ober�ächenladung abschirmt und den Gleichgewichtszustand ermöglicht. Die Amplitu-
de der auftretenden Schwingung hängt dabei nicht vom Radius des Staubteilchens ab,
sondern nur von der Superteilchenladung QSP bzw. von der relativen Anzahl der Super-
teilchen in den Simulationen. Da die physikalische Plasmadichte in allen Simulationen
stets gleich groÿ ist, wird die Anzahl der Superteilchen in einer Simulation nur durch die
Superteilchenladung bestimmt. Die Anzahl der Superteilchen ist zwar zu Beginn in jeder
Simulation gleich groÿ, jedoch steigt die Gröÿe des Simulationsgebietes sowie die Super-
teilchenladung mit dem Radius des Staubteilchens in den Simulationen an. Demnach
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Abbildung 4.4.: Der zeitliche Verlauf des Ober�ächenpotenzials eVR/kTe in den insgesamt
15 Simulationen mit fünf verschiedenen Staubteilchenradien R bei jeweils drei Temperaturver-
hältnissen β. Die weiteren Parameter der Simulationen sind in Tabelle 4.1 angegeben. Das
Ober�ächenpotenzial wurde alle zehn Zeitschritte ausgegeben und auf die Plasmafrequenz der
Elektronen ωe normiert. Zu Beginn wurde das Ober�ächenpotenzial bzw. die Ladung der Staub-
teilchen gleich Null gesetzt. Die Staubteilchen laden sich im Verlauf der Simulation negativ auf,
bis das Ober�ächenpotenzial einen Gleichgewichtszustand erreicht hat.
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Abbildung 4.5.: Der zeitliche Verlauf des Ober�ächenpotenzials eVR/kTe in den Simulationen
mit den Staubteilchenradien R = 10 µm und 20 µm für β = 0, 01 aus Abbildung 4.4 (durch-
gezogene Linie) in einem Zeitausschnitt. Zum Vergleich (gestrichelte Linie) ist jeweils eine
Simulation gezeigt, in welchen bis auf die Superteilchenladung die gleichen Parameter verwen-
det wurden wie in Tabelle 4.1. Dabei wurde in der zusätzlichen Simulation mit dem Radius
R = 10 µm (gestrichelte Linie) die Superteilchenladung wie in der Simulation mit dem Radius
R = 20 µm verwendet und umgekehrt, womit sich die Anzahl NSP der Superteilchen in der
Simulation jeweils unterscheidet.

sinkt die Dichte der Superteilchen in Bezug auf die physikalische Gröÿe des Simulati-
onsgebietes mit steigendem Staubteilchenradius. Da bei Absorption eines Superteilchens
durch das Staubteilchen jeweils nur eine Elementarladung der Ober�ächenladung hinzu-
gefügt wird (siehe Abschnitt 3.6), hängt die Amplitude der Schwingung im anfänglichen
Verlauf des Ober�ächenpotenzials nur von der relativen Anzahl der Superteilchen ab.
In Abbildung 4.5 ist zusätzlich zum Verlauf des Ober�ächenpotenzials für die Radien
R = 10µm und 20µm aus Abbildung 4.4 der Verlauf aus zwei weiteren Simulationen ge-
zeigt (gestrichelte Linie), wobei hier jeweils bis auf die Superteilchenladung die gleichen
Parameter verwendet wurden wie in Tabelle 4.1 angegeben. Dabei wurde in der zusätzli-
chen Simulation mit dem Radius R = 10µm (gestrichelte Linie) die Superteilchenladung
wie in der Simulation mit dem Radius R = 20µm verwendet und umgekehrt, womit sich
die Anzahl der Superteilchen in der Simulation jeweils unterscheidet. Es ist deutlich zu
erkennen, dass die Amplitude mit gröÿerer Superteilchenanzahl ebenfalls gröÿer wird.
Der Betrag des Ober�ächenpotenzials im Gleichgewicht ist dagegen unabhängig von der
Gröÿe der Superteilchenladung. Lediglich die Zeitskala bis zum Erreichen des Gleichge-
wichtszustandes wird beein�usst, wobei erwartungsgemäÿ mit einer kleineren Anzahl von
Superteilchen deutlich mehr Zeitschritte notwendig sind, um den Gleichgewichtszustand
zu erreichen. Die Abnahme der Amplitude mit dem Radius in den Simulationen mit
β = 0, 01 in Abbildung 4.4 stellt also wie beschrieben einen rein numerischen E�ekt dar.
Während der Gleichgewichtszustand in den Simulationen mit dem Radius R = 10 µm
nach ca. t ωe = 1.500 (ca. 0, 3 µs) Plasmaschwingungen erreicht ist, wird der Gleich-
gewichtszustand mit dem Radius R = 200µm erst nach ca. t ωe = 10.000 (ca. 2, 3 µs)
erreicht. Allerdings sind die Zeitskalen wie erwähnt nicht direkt miteinander vergleich-
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Abbildung 4.6.: Das zeitlich gemittelte Ober�ächenpotenzial eV av
R /kTe (farbige Kreuze) im

Gleichgewicht von insgesamt 15 Simulationen für fünf verschiedene Staubteilchenradien R und
drei Temperaturverhältnissen β = Ti/Te. Die Parameter der Simulationen sind in Tabelle 4.1
angegeben. Die gestrichelten, horizontalen Linien zeigen die Ober�ächenpotenziale, wie sie sich
aus der OML-Theorie ergeben. Die vertikalen Linien zeigen die Debyelängen der Ionen und
bestimmen somit den Übergang zwischen dem OML- und OM-Fall. Für kleine Radien im Ver-
gleich zu den entsprechenden Debyelängen ergibt sich jeweils eine sehr gute Übereinstimmung
des gemittelten Ober�ächenpotenzials mit dem aus der OML-Theorie, die Abweichung beträgt
stets weniger als 1%.

bar, da die Superteilchenladung in den Simulationen mit unterschiedlichen Radien nicht
gleich angesetzt wurde. Der Gleichgewichtszustand wird mit geringer werdender Ionen-
temperatur jeweils etwas schneller erreicht, da der Ionenstrom (siehe Gleichung (2.16)
aus der OML-Theorie) mit sinkender Temperatur ansteigt.
Abbildung 4.6 zeigt das zeitlich gemittelte Ober�ächenpotenzial eV av

R /kTe im Gleichge-
wicht der insgesamt 15 1D-OPAR-Simulationen. Die arithmetische Mittelung wurde da-
bei jeweils über die letzte Hälfte der Simulationsdauer durchgeführt, in welcher sich das
Staubteilchen im Gleichgewichtszustand befand. Die zugehörigen Standardabweichun-
gen liegen im Bereich von 10−3 und sind damit vernachlässigbar klein. Die gestrichelten,
horizontalen Linien zeigen die drei Ober�ächenpotenziale, wie sie sich aus der OML-
Theorie (siehe Abbildung 2.4) ergeben. Die vertikalen Linien zeigen die entsprechenden
Debyelängen der Ionen und bestimmen somit den Übergang zwischen dem OML- und
dem OM-Fall (siehe Abbildung 2.9). Für kleine Radien im Vergleich zu den Debyelängen
ergibt sich eine sehr gute Übereinstimmung des gemittelten Ober�ächenpotenzials mit
dem aus der OML-Theorie, die Abweichung beträgt stets weniger als 1%. Für gröÿe-
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re Radien, wobei der gröÿte gewählte Radius mit R = 200 µm etwa dem doppeltem
der Debyelänge der Elektronen entspricht, steigt der Betrag des Ober�ächenpotenzials
jeweils an. Denn nach der OM-Theorie fällt der Ionenstrom auf ein Staubteilchen für
groÿe Radien im Vergleich zu den Debyelängen des Plasmas stets kleiner aus als nach
der OML-Theorie, wie im Abschnitt 2.3.3 diskutiert wurde. Aus dem Ober�ächenpo-
tenzial im Gleichgewicht lässt sich nach (3.43) über die Kapazität C die Ladung des
Staubteilchens bestimmen:

Qav
R = eV av

R · C . (4.5)

Ausgehend vom Kapazitätswert im Vakuum (C = 4πε0R) nimmt das Staubteilchen mit
dem Radius R = 200 µm bei β = 1, 0 die gröÿte Ladung aus den 15 Simulationen an,
die kleinste das Staubteilchen mit dem Radius R = 10µm bei β = 0, 01. Die Ladungen
betragen Qav

200 = 201.034, 24 e und Qav
10 = 4.069, 39 e. In OPAR wurde in allen Simula-

tionen der Kapazitätswert im Vakuum verwendet, da sich das Gleichgewichtspotenzial
unabhängig von dessen Gröÿe einstellt. Allerdings hängt der tatsächliche Kapazitätswert
vom Potenzialpro�l des Staubteilchens ab, insbesondere für gröÿere Radien im Vergleich
zu den Debyelängen, wie bereits im Abschnitt 3.6 diskutiert wurde. Die angegebenen
Gleichgewichtsladungen stellen daher nur eine Näherung dar.
Die Rechnerlaufzeit für 106 Zeitschritte einer eindimensionalen OPAR-Simulation be-
trägt mit einem Intel Core I7 - 3770K 4x3,5 GHz Prozessor in paralleler Rechnung ca.
drei Stunden, unabhängig von der Gittergröÿe und der Zeitschrittweite.

4.2.2. Verlauf der Ionen- und Elektronendichte

In Abbildung 4.7 ist der gemittelte radiale Verlauf der Elektronen- und Ionendichte
nav

e und nav
i der 15 Simulationen gezeigt. Die jeweiligen Teilchendichten sind dabei in

jeder Gitterzelle alle 1.000 Zeitschritte bestimmt und ausgegeben worden. Die arithme-
tische Mittelung wurde wieder über die letzte Hälfte der Simulationsdauer durchgeführt,
in welcher sich das Staubteilchen im Gleichgewichtszustand befand, wodurch die Fluk-
tuationen aufgrund der thermischen Verteilungsfunktion der Plasmateilchen weitgehend
herausge�ltert sind. Der Abstand ist auf die Debyelänge λe normiert, die Dichte jeweils
auf die anfänglich angesetzte Plasmadichte n0. Die Ober�äche des Staubteilchens be-
�ndet sich am linken Rand bei r = R. In gröÿerer Entfernung von der Ober�äche des
Staubteilchens ist die Elektronen- und Ionendichte jeweils ungestört sowie gleich groÿ
und entspricht der anfänglichen Plasmadichte n0. Somit verschwindet im zeitlichen Mit-
tel die Ladungsdichte und das Potenzial auf den letzten Gitterpunkten. In der Nähe der
negativ geladenen Ober�äche des Staubteilchens werden die Dichten zunehmend gestört.
Die drei jeweils gestrichelten und zum Staubteilchen abfallenden Kurven entsprechen da-
bei der Elektronendichte, die durchgezogenen Kurven der Ionendichte. Zu erkennen ist,
dass die Elektronendichte in allen Simulationen in der unmittelbaren Umgebung des
Staubteilchens auf ca. 20% der Plasmadichte n0 abfällt. Die Elektronendichte fällt dabei
mit sinkendem Temperaturverhältnis jeweils langsamer ab, da der Betrag des Ober�ä-
chenpotenzials im Gleichgewicht mit sinkendem β abnimmt.
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Für die Radien R = 10µm; 20µm und 50µm, welche kleiner als die Debyelänge der Elek-
tronen sind, steigt die Ionendichte in der Umgebung des Staubteilchens jeweils deutlich
über n0 an. Dieser Anstieg steht im Gegensatz zum Dichteverlauf an einer ebenen Plas-
mawand, bei welcher die Ionendichte im Vergleich zur Elektronendichte in der Nähe
der Wand zwar auch deutlich erhöht ist, aber ebenfalls unter die Plasmadichte n0 fällt.
Der Unterschied ergibt sich aus der Geometrie der Plasmabegrenzung. Während die
meisten Ionen, welche sich auf eine Plasmawand zubewegen, auch von dieser absorbiert
werden, werden im Falle eines sphärischen Staubteilchens die meisten Ionen nicht vom
Staubteilchen absorbiert, sondern re�ektiert. Im zeitlichen Mittel ist also der Strom von
re�ektierten Ionen gröÿer als der Strom von Ionen, die vom Staubteilchen absorbiert
werden, was zu der erhöhten Ionendichte in der näheren Umgebung des Staubteilchens
führt. Erst in der unmittelbaren Umgebung (ca. r < 2R) des Staubteilchens geht der
Verlauf der Ionendichte in den Dichteverlauf nahe einer Plasmawand über, denn die
Ionendichte erreicht hier einen Maximalwert, um dann zur Ober�äche hin stark abzufal-
len. Der Maximalwert der Ionendichte fällt dabei für kleine β stets deutlich gröÿer aus,
was auf die geringere kinetische Energie der Ionen zurückzuführen ist, wodurch deutlich
mehr Ionen durch das anziehende Ober�ächenpotenzial in Richtung des Staubteilchens
beschleunigt werden als bei höheren Temperaturverhältnissen. Der Maximalwert nimmt
auÿerdem jeweils mit gröÿer werdendem Radius ab, da der Strom von absorbierten Ionen
mit wachsendem Radius ebenfalls zunimmt.
Ein anderer Verlauf der Ionendichte ergibt sich, wenn der Staubteilchenradius ungefähr
gleich oder gröÿer als die Debyelänge der Elektronen ausfällt, wie es für die Radien
R = 100µm und 200µm der Fall ist. Hier fällt die Ionendichte zunächst deutlich unter
die ungestörte Plasmadichte n0 ab, bevor diese wieder leicht ansteigt. Für gröÿere Ra-
dien geht der Verlauf zunehmend in den charakteristischen Verlauf nahe einer ebenen
Plasmawand über. Während sich also im Fall von kleinen Radien (R < λe) eine relativ
�dicke� Schicht (engl. thick sheath) aus Ionen um das Staubteilchen herum ausbildet, ist
es im Fall von groÿen Radien (R ≥ λe) eine relativ �dünne� Schicht (engl. thin sheath).
Zudem sind die Ionen- und Elektronendichten für die groÿen Radien R = 100 µm und
200µm in einem Bereich ab ca. (r−R) > 3λe ungefähr gleich, also nav

i ≈ nav
e < n0. Dieser

Bereich wird auch quasineutrale Vorrandschicht (engl. pre-sheath) genannt, in welcher
die Ionen auf die sogenannte Bohmgeschwindigkeit beschleunigt werden. In Riemann
[113] wird die quasineutrale Vorrandschicht ausführlich behandelt.

4.2.3. Verlauf des Potenzialpro�ls

In Abbildung 4.8 sind die radialen, gemittelten Potenzialpro�le der 15 Simulationen dar-
gestellt. Der Abstand r − R von der Ober�äche des Staubteilchens am linken Rand ist
auf die Debyelänge λe und das Potenzial auf das jeweilige gemittelte Ober�ächenpoten-
zial im Gleichgewicht aus Abbildung 4.6 normiert. Der Potenzialverlauf ist bis zu einem
Abstand von vier Debyelängen gezeigt. Zum Vergleich ist jeweils das Debye-Hückel-
Potenzial (gestrichelte Linien) nach (2.38) für den entsprechenden Radius dargestellt.
Die dabei verwendeten Abschirmlängen λd sind in der Abbildung angegeben. Für die
Radien, welche kleiner als die jeweilige Debyelänge der Ionen sind, wurden die Abschirm-
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Abbildung 4.7.: Der gemittelte räumliche Verlauf der Elektronen- und Ionendichte nav
e und nav

i

der 15 Simulationen mit fünf Staubteilchenradien R und jeweils drei Temperaturverhältnissen
β. Die Dichten wurden alle 1000 Zeitschritte ausgegeben und die arithmetische Mittelung wurde
jeweils über die letzte Hälfte der Simulationsdauer durchgeführt, in welcher sich das Staubteil-
chen im Gleichgewichtszustand befand. Der Abstand ist auf die Debyelänge λe normiert, die
jeweilige Dichte auf die anfänglich angesetzte Plasmadichte von n0 = 6 · 1015/m3. Die Ober-
�äche des Staubteilchens be�ndet sich am linken Rand bei r = R. In gröÿerer Entfernung von
der Ober�äche des Staubteilchens ist die Elektronen- und Ionendichte jeweils ungestört sowie
gleich groÿ und entspricht der anfänglichen Plasmadichte. Somit verschwindet im zeitlichen
Mittel die Ladungsdichte und das Potenzial auf den letzten Gitterpunkten. Erst in der Nähe
der negativ geladenen Ober�äche des Staubteilchens werden die Plasmadichten zunehmend ge-
stört. Die drei jeweils gestrichelten und zum Staubteilchen abfallenden Kurven entsprechen der
Elektronendichte, die durchgezogenen Kurven der Ionendichte.

87



4. OPAR-Simulationen von staubigen Plasmen

88



4.2. Eindimensionale Simulationen mit Staubteilchen

Abbildung 4.8.: Der gemittelte radiale Verlauf des Potenzials V av der 15 Simulationen mit
fünf Staubteilchenradien R und jeweils drei Temperaturverhältnissen β. Das Potenzial wurde
alle 1.000 Zeitschritte ausgegeben und die arithmetische Mittelung wurde jeweils über die letzte
Hälfte der Simulationsdauer durchgeführt, in welcher sich das Staubteilchen im Gleichgewichts-
zustand befand. Der Abstand ist auf die Debyelänge λe und das Potenzial auf das jeweilige
gemittelte Ober�ächenpotenzial im Gleichgewicht V av

R normiert. Die Ober�äche des Staubteil-
chens be�ndet sich am linken Rand bei r = R. Zum Vergleich ist das Debye-Hückel-Potenzial
(gestrichelte Linien) nach (2.38) für den entsprechenden Radius gezeigt. Die dabei verwende-
ten Abschirmlängen λd sind in der Abbildung angegeben und stammen teilweise aus der nu-
merischen Lösung des Ober�ächenpotenzials im Gleichgewicht gemäÿ der OM-Theorie, siehe
Abschnitt 2.3.3.

längen verwendet, welche sich aus der numerischen Lösung des Ober�ächenpotenzials im
Gleichgewicht gemäÿ der OM-Theorie ergeben haben, siehe Abschnitt (2.3.3). Während
die Potenzialpro�le für β = 1, 0 bis auf den gröÿten Radius R = 200µm recht gut durch
das Debye-Hückel-Potenzial mit einer ansteigenden Abschirmlänge approximiert werden
können, kann für β = 0, 1 und 0, 01 nur noch für die beiden kleinsten bzw. den kleinsten
Radius eine gute Approximation erreicht werden.
Für die gröÿeren Radien im Vergleich zu den entsprechenden Debyelängen fällt das
Ober�ächenpotenzial für kleine Abstände stets schneller und für gröÿere Abstände stets
langsamer ab als das Debye-Hückel-Potenzial. Die Potenzialverläufe stimmen damit mit
den Ergebnissen aus dem Abschnitt 2.3.3 überein, wonach selbst bei einer immer weiter
ansteigenden Abschirmlänge im Debye-Hückel-Potenzial keine numerische Lösung des
Ober�ächenpotenzials nach der OM-Theorie mehr möglich ist. Denn durch die auftre-
tenden Potenzialbarrieren bei gröÿeren Radien und den damit verbundenen Ionenbahnen
wird die Abschirmung des Ober�ächenpotenzials zunehmend nichtlinear, wodurch sich
das Potenzialpro�l nicht mehr durch ein Debye-Hückel-Potenzial darstellen lässt, wel-
ches aus der linearisierten Poissongleichung mit einer entsprechenden Abschirmlänge
folgt (siehe Anhang C). Zudem verläuft das Potenzialpro�l für den gröÿten Radius von
200µm für alle drei Temperaturverhältnisse annähernd identisch, weshalb das Debye-
Hückel-Potenzial in allen drei Fällen auch mit einer Abschirmlänge von λ = 1, 5λe

angesetzt wurde. Analog verläuft das Ober�ächenpotenzial für den Radius von 100µm
bei β = 0, 1 und 0, 01 annähernd gleich. Dagegen fällt das Potenzial für die kleine-
ren Radien umso langsamer ab, je höher das Temperaturverhältnis ausfällt, was mit
dem Dichteverlauf der Ionen aus Abbildung 4.7 korreliert. Denn je �dicker� der Man-
tel (Sheath) aus Ionen um das Staubteilchen herum ausfällt, desto schneller muss das
Ober�ächenpotenzial entsprechend abfallen.
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4.3. Dreidimensionale Simulationen mit

Staubteilchen

In diesem Abschnitt werden dreidimensionale OPAR-Simulationen mit einem Staub-
teilchen vorgestellt, wobei das Staubteilchen stets in der Mitte des würfelförmigen Si-
mulationsgebietes positioniert ist. Insgesamt werden wieder 15 Simulationen diskutiert,
wobei jeweils fünf verschiedene Staubteilchenradien bei drei verschiedenen Tempera-
turverhältnissen β simuliert wurden. In allen Simulationen sind die Plasmadichten mit
n0 = ne = ni = 6 · 1015/m3 ebenso gleich angesetzt wie die Elektronentemperatur mit
kTe = 1 eV. Die Ionentemperatur wurde zu kTi = 1 eV; 0, 1 eV und 0, 01 eV gewählt, die
zugehörigen Debyelängen sind in Tabelle 4.1 (rechts) angegeben. Die fünf Radien der
Staubteilchen betragen wieder R = 10µm; 20µm; 50µm; 100µm und 200µm, womit die
Radien sowohl kleiner als auch gröÿer als die Debyelängen des Plasmas ausfallen.
Da der numerische Aufwand der dreidimensionalen Simulationen im Vergleich zu den
ein- und zweidimensionalen enorm erhöht ist, ist eine geschickte Wahl der Parameter
erforderlich, um den numerischen Aufwand in einem akzeptablen Rahmen zu halten.
Die Rechnerlaufzeit wird dabei zum einen durch die Anzahl der Gitterpunkte, der Su-
perteilchen sowie der nötigen Zeitschritte bis zum Erreichen des Gleichgewichtszustan-
des bestimmt, zum anderen durch den Gitterpunktabstand ∆x und die Zeitschrittweite
∆t. Dabei gilt, je gröÿer die Superteilchenanzahl in einer Simulation ist, desto weniger
Zeitschritte sind bis zum Erreichen des Gleichgewichtszustand erforderlich. Es weiteren
nimmt die Rechnerlaufzeit für einen Zeitschritt zu, je gröÿer die Werte von ∆x und ∆t
ausfallen.
Der Gitterpunktabstand ∆x ist in den Simulationen mit den Radien R = 10µm; 20µm
und 50µm so gewählt worden, dass das Verhältnis jeweils R/∆x = 4 beträgt. In den
Simulationen mit den Radien R = 100 µm und 200µm wurde dagegen R/∆x = 5 und
eine gröÿere Anzahl von Superteilchen als in den anderen Simulationen angesetzt, was
die Rechnerlaufzeit bezüglich eines Zeitschrittes und der notwendigen Anzahl der Zeit-
schritte bis zum Erreichen des Gleichgewichtszustand deutlich reduziert. Im Falle von
R/∆x = 4 wird das Ober�ächenpotenzial des Staubteilchens im numerischen Gitter
durch 206 Gitterpunkte repräsentiert, im Falle von R/∆x = 5 durch 270 Gitterpunk-
te. Während bei den gröÿeren Staubteilchenradien und Gitterpunktabständen jeweils
ein Gitter mit 81 · 81 · 81 Gitterpunkten ausreichend ist, um die Randbedingung eines
verschwindenden Potenzials auf den das Simulationsgebiet berandenden Gitterpunkten
ansetzen zu können, ist bei den beiden kleinsten Staubteilchenradien in Abhängigkeit
des Temperaturverhältnisses teilweise ein gröÿeres Gittersystem angesetzt worden. Das
Potenzial eines Staubteilchen fällt nämlich für gröÿere Temperaturverhältnisse jeweils
langsamer ab, wie bereits in den Potenzialpro�len der eindimensionalen Simulationen zu
erkennen ist (siehe Abbildung 4.8).
In Tabelle 4.2 sind die entsprechenden Simulationsparameter der 15 Simulationen zusam-
mengefasst. Die Zeitschrittweite erfüllt jeweils wieder hinreichend die Courant-Friedrichs-
Lewy-Bedingung. Die Gitterpunktabstände sind stets in allen drei Raumrichtungen
gleich angesetzt, also ∆x = ∆y = ∆z. Die Elektronen und Ionen werden durch Super-

90



4.3. Dreidimensionale Simulationen mit Staubteilchen

R/µm ∆x/µm Nx V l/mm3 ∆t/ωe QSP/e NSP

10 2, 5 121, für β = 1, 0 0, 027 0, 0025 0, 375 432.000
101, für β = 0, 1; 0, 01 0, 016 250.000

20 5 101, für β = 1, 0 0, 125 0, 005 1, 536 488.281
81, für β = 0, 1; 0, 01 0, 064 250.000

50 12, 5 81, für alle β 1, 0 0, 0125 24, 0 250.000
100 20 81, für alle β 4, 096 0, 02 24, 576 1.000.000
200 40 81, für alle β 13, 82 0, 04 78, 6432 2.500.000

Tabelle 4.2.: Parameter zu 15 verschiedenen 3D-OPAR-Simulationen. Angegeben ist der Staub-
teilchenradius R, der Gitterpunktabstand ∆x = ∆y = ∆z, die Gitterpunktanzahl Nx =
Ny = Nz, das Volumen des physikalischen Simulationsgebietes V l (inkl. Staubteilchen), die
Zeitschrittweite ∆t, der Betrag der Superteilchenladung QSP sowie die anfängliche Anzahl
der Superteilchen NSP. Für die drei kleinsten Radien gilt das Verhältnis R/∆x = 4, für
die beiden gröÿten Radien R/∆x = 5. Weiterhin gilt in allen Simulationen mi/me = 100,
n0 = ne = ni = 6 · 1015/m3 und kTe = 1 eV, woraus λe = 95, 98 µm und ωe = 4, 37 · 109/ s folgt.
Die jeweiligen Debyelängen λi und λl sind in Tabelle 4.1 (rechts) angegeben.

teilchen repräsentiert, welche zu Beginn gemäÿ einer Geschwindigkeitsverteilung nach
Maxwell in das Simulationsgebiet gesetzt wurden. In jede Gitterzelle sind dabei in der
jeweiligen Simulation die gleiche Anzahl von Superteilchen räumlich zufällig verteilt wor-
den. Der Betrag der Ladung QSP, die jedes Superteilchen in der Simulation trägt, ergibt
sich aus der Plasmadichte:

QSP =
en0

NSP

(Nx − 1) (Ny − 1) (Nz − 1) ∆x3 . (4.6)

Die Ladungen QSP für die entsprechenden Simulationen sind ebenfalls in Tabelle 4.2
angegeben.

4.3.1. Ober�ächenpotenzial im Gleichgewicht

Abbildung 4.9 zeigt den zeitlichen Verlauf des Ober�ächenpotenzials eVR/kTe in den
15 Simulationen mit den fünf Staubteilchenradien R für die drei Temperaturverhält-
nisse β. Zu Beginn wurde das Ober�ächenpotenzial bzw. die Ladung der Staubteilchen
gleich Null gesetzt. Erwartungsgemäÿ laden sich sämtliche Staubteilchen im Verlauf der
Simulation negativ auf, bis das Ober�ächenpotenzial ab jeweils ca. der Hälfte der Simu-
lationsdauer einen Gleichgewichtszustand erreicht hat. Der Betrag des Ober�ächenpo-
tenzials im Gleichgewicht fällt dabei mit sinkender Ionentemperatur jeweils geringer aus
und zeigt für kleine Radien im Vergleich zu den entsprechenden Debyelängen eine gute
Übereinstimmung mit dem Ober�ächenpotenzial aus der OML-Theorie, siehe Abbildung
4.6. Der Verlauf des Ober�ächenpotenzials bei der Ionentemperatur von kTi = 0, 01 eV
entspricht zu Beginn dem Verlauf einer gedämpften Schwingung, wobei mit zunehmen-
dem Staubteilchenradius die Amplitude abnimmt und die Schwingung beim gröÿten
Radius von R = 200µm fast ganz verschwindet. Dieses Verhalten wird durch die relativ
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4. OPAR-Simulationen von staubigen Plasmen

Abbildung 4.9.: Der zeitliche Verlauf des Ober�ächenpotenzials eVR/kTe in den insgesamt
15 Simulationen mit fünf verschiedenen Staubteilchenradien R bei jeweils drei Temperaturver-
hältnissen β. Die weiteren Parameter der Simulationen sind in Tabelle 4.2 angegeben. Das
Ober�ächenpotenzial wurde alle zehn Zeitschritte ausgegeben und auf die Plasmafrequenz der
Elektronen ωe normiert. Zu Beginn wurde das Ober�ächenpotenzial bzw. die Ladung der Staub-
teilchen gleich Null gesetzt. Die Staubteilchen laden sich im Verlauf der Simulation negativ auf,
bis das Ober�ächenpotenzial einen Gleichgewichtszustand erreicht hat.
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4.3. Dreidimensionale Simulationen mit Staubteilchen

Abbildung 4.10.: Das zeitlich gemittelte Ober�ächenpotenzial eV av
R /kTe (farbige Kreuze) im

Gleichgewicht von insgesamt 15 Simulationen für fünf verschiedene Staubteilchenradien R und
drei Temperaturverhältnissen β = Ti/Te. Die Parameter der Simulationen sind in Tabelle 4.2
angegeben. Die gestrichelten, horizontalen Linien zeigen die Ober�ächenpotenziale, wie sie sich
aus der OML-Theorie ergeben. Die vertikalen Linien zeigen die Debyelängen der Ionen und be-
stimmen somit den Übergang zwischen dem OML- und dem OM-Fall. Die bestimmten Ober�ä-
chenpotenziale enthalten alle aufgrund der Gitterpunktau�ösung und dem sich damit ergebenen
Verhältnis R/∆x einen systematischen Fehler von ca. +5% bis +8%

geringe kinetische Energie der Ionen verursacht und trat bereits in den eindimensionalen
Simulationen auf und wurde im letzten Abschnitt diskutiert.
Im Vergleich zu Abbildung 4.4 aus den 1D-Simulationen wird der Gleichgewichtszustand
in den 3D-Simulationen nach deutlich weniger Plasmaschwingungen erreicht, was in der
jeweiligen Gröÿe der Superteilchenladung begründet liegt. Die Superteilchenladungen
sind in den 3D-Simulationen jeweils kleiner angesetzt worden als in den 1D-Simulationen,
weshalb mehr Superteilchen pro Volumen im Simulationsgebiet vorhanden sind, was die
Anzahl der nötigen Zeitschritte bis zum erreichen des Gleichgewichtszustandes reduziert.
Der Gleichgewichtszustand wird mit kleiner werdender Ionentemperatur jeweils etwas
schneller erreicht, da der Ionenstrom (siehe Gleichung (2.16) aus der OML-Theorie) mit
sinkender Temperatur ansteigt.
Abbildung 4.10 zeigt das zeitlich gemittelte Ober�ächenpotenzial eV av

R /kTe im Gleich-
gewicht der insgesamt 15 3D-OPAR-Simulationen. Die arithmetische Mittelung wurde
dabei jeweils über die letzte Hälfte der Simulationsdauer durchgeführt, in welcher sich das
Staubteilchen im Gleichgewichtszustand befand. Die zugehörigen Standardabweichungen
liegen im Bereich von 10−3 und sind damit vernachlässigbar klein. Die gestrichelten, hori-
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zontalen Linien zeigen die drei Ober�ächenpotenziale, wie sie sich aus der OML-Theorie
(siehe Abbildung 2.4) ergeben. Die vertikalen Linien zeigen die entsprechenden Debye-
längen der Ionen und bestimmen somit den Übergang zwischen dem OML- und dem
OM-Fall (siehe Abbildung 2.9). Für kleine Radien im Vergleich zu den Debyelängen fällt
der Betrag des Ober�ächenpotenzials stets etwas höher aus als nach der OML-Theorie,
die Abweichung liegt im Bereich von ca. +5% bis +8%.
Im Vergleich zu den 15 1D-OPAR-Simulationen aus Abbildung 4.6 fallen sämtliche Ober-
�ächenpotenziale vom Betrag jeweils höher aus, da der Gitterpunktabstand in den 3D-
Simulationen jeweils gröÿer gewählt wurde als in den 1D-Simulationen. Verkleinert man
den Gitterpunktabstand in einer Simulation, wird das zeitabhängige Ober�ächenpoten-
zial des Staubteilchen in den 3D-Simulationen durch entsprechend mehr Gitterpunkte
repräsentiert. Für höhere Verhältnisse von R/∆x ergibt sich somit jeweils ein vom Betrag
her kleineres Ober�ächenpotenzial im Gleichgewicht. Die bestimmten Ober�ächenpoten-
ziale in Abbildung 4.10 enthalten also alle einen systematischen Fehler, welcher hier ma-
ximal +8% beträgt. Aus dem Ober�ächenpotenzial im Gleichgewicht lässt sich analog zu
(3.43) wieder die Ladung der Staubteilchen bestimmen. Ausgehend vom Kapazitätswert
im Vakuum (C = 4πε0R) nimmt das Staubteilchen mit dem Radius R = 200 µm bei
β = 1, 0 die gröÿte Ladung aus den 15 Simulationen an, die kleinste das Staubteilchen mit
dem Radius R = 10µm bei β = 0, 01. Die Ladungen betragen hier Qav

200 = 221.058, 08 e
und Qav

10 = 4.152, 48 e. Wie im Abschnitt für die eindimensionalen Simulationen bereits
diskutiert, stellen die angegebenen Gleichgewichtsladungen nur eine Näherung dar.
Die Rechnerlaufzeit der dreidimensionalen OPAR-Simulationen hängt im Gegensatz zu
den eindimensionalen stark von der Gittergröÿe, der Anzahl der Superteilchen, vom Git-
terpunktabstand sowie von der Zeitschrittweite ab. Mit einem Intel Core I7 - 3770K 4x3,5
GHz Prozessor in paralleler Rechnung benötigen 105 Zeitschritte in einem Gittersystem
mit 81 · 81 · 81 Gitterpunkten zwischen ca. 20 und 40 Stunden, während eine Simulation
mit 121 · 121 · 121 Gitterpunkten aufgrund des kleinsten Gitterpunktabstandes und der
kleinsten Zeitschrittweite für 105 Zeitschritte ca. 30 Stunden benötigt.

4.3.2. Verlauf der Ionen- und Elektronendichte

In Abbildung 4.11 ist der gemittelte radiale Verlauf der Elektronen- und Ionendich-
te nav

e und nav
i der 15 Simulationen gezeigt. Die jeweiligen Teilchendichten sind dabei

alle 1.000 Zeitschritte innerhalb konzentrischer Kugelschalen in Bezug auf das Staub-
teilchen bestimmt und ausgegeben worden. Die Breite der Kugelschalen wurde für die
zwei kleinsten Staubteilchenradien jeweils gleich dem Gitterpunktabstand gesetzt, für
die drei gröÿten Radien wurde 5 µm bzw. 10µm gewählt, um eine höhere Au�ösung zu
erhalten. Die arithmetische Mittelung wurde wieder jeweils über die letzte Hälfte der
Simulationsdauer durchgeführt, in welcher sich das Staubteilchen im Gleichgewichtszu-
stand befand, wodurch die Fluktuationen aufgrund der thermischen Verteilungsfunktion
der Plasmateilchen weitgehend herausge�ltert sind. Der Abstand ist auf die Debyelänge
λe normiert, die Dichte jeweils auf die anfänglich angesetzte Plasmadichte n0. Die Ober-
�äche des Staubteilchens be�ndet sich am linken Rand bei r = R. Der Abstand r bezieht
sich also auf die Mitte des Staubteilchens bzw. des Simulationsgebietes. Der Verlauf der
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Dichten ist nahezu identisch zu denen aus den 1D-OPAR-Simulationen nach Abbildung
4.7 und wurde im letzten Abschnitt ausführlich diskutiert.

4.3.3. Verlauf des Potenzialpro�ls

In Abbildung 4.12 sind die radialen, gemittelten Potenzialpro�le der jeweils 15 Simula-
tionen bei den drei Temperaturverhältnissen gezeigt. Die Mittelung der Pro�le wurde
dabei wie folgt durchgeführt: In den 3D-OPAR-Simulationen stimmen stets insgesamt
sechs Gitterpunkte des kartesischen Gittersystems mit der Ober�äche des Staubteilchens
überein (siehe Abschnitt (3.3.3)). Ausgehend von einem solchen Gitterpunkt sind sechs
radiale Potenzialpro�le in Bezug auf den Mittelpunkt des Staubteilchen bis zum letzten
Gitterpunkt am Simulationsrand aus dem Gittersystem ausgelesen worden. Dabei wur-
den die Pro�le jeweils über die letzte Hälfte der Simulationsdauer arithmetisch gemittelt,
in welchen sich das Staubteilchen im Gleichgewichtszustand befand. Diese sechs zeitlich
gemittelten Pro�le sind dann noch einmal zu einem Pro�l gemittelt worden.
Der Abstand r − R von der Ober�äche des Staubteilchens am linken Rand ist auf die
Debyelänge λe und das Potenzial auf das jeweilige gemittelte Ober�ächenpotenzial im
Gleichgewicht normiert. Der Potenzialverlauf ist bis zu einem Abstand von vier Debye-
längen dargestellt. Zum Vergleich ist jeweils das Debye-Hückel-Potenzial (gestrichelte
Linien) nach (2.38) für den entsprechenden Radius gezeigt. Die dabei verwendeten Ab-
schirmlängen λd sind in der Abbildung angegeben. Für die Radien, welche kleiner als
die jeweilige Debyelänge der Ionen sind, wurden die Abschirmlängen verwendet, welche
sich aus der numerischen Lösung des Ober�ächenpotenzials im Gleichgewicht gemäÿ der
OM-Theorie ergeben haben, siehe Abschnitt (2.3.3) und Abbildung 2.10. Der Verlauf der
Potenziale ist wieder nahezu identisch zu denen aus den 1D-OPAR-Simulationen nach
Abbildung 4.8.
In Abbildung 4.13 ist das gemittelte Potenzial (links) und die Ladungsdichte (rechts)
auf den Gitterpunkten aus der Simulation mit dem Radius R = 10 µm und β = 1 in
der x-y-Ebene mit z = 0 gezeigt, womit sich ein mittiger Querschnitt durch das wür-
felförmige Simulationsgebiet ergibt. Wieder wurde die arithmetische Mittelung über die
letzte Hälfte der Simulationsdauer durchgeführt. Die Ladungsdichte ist dabei auf eine
Superteilchenladung pro Gitterzellenvolumen normiert worden:

ρ0 =
QSP

∆x3
. (4.7)

Deutlich zu erkennen ist der rotationssymmetrische Verlauf des Potenzials und der La-
dungsdichte im kartesischen Gitter um das Staubteilchen in der Mitte des Simulationsge-
bietes, wobei in den äuÿeren Randbereichen das Potenzial und die Ladungsdichte jeweils
verschwindet. Das Potenzial bzw. die Ladungsdichte auf den Gitterpunkten innerhalb
des Staubteilchens ist auf das Ober�ächenpotenzial im Gleichgewicht (siehe Abbildung
4.10) bzw. gleich Null gesetzt worden.
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Abbildung 4.11.: Der gemittelte räumliche Verlauf der Elektronen- und Ionendichte nav
e und

nav
i der 15 Simulationen mit fünf Staubteilchenradien R und jeweils drei Temperaturverhältnis-

sen β. Die Dichten wurden alle 1.000 Zeitschritte ausgegeben und die arithmetische Mittelung
wurde jeweils über die letzte Hälfte der Simulationsdauer durchgeführt, in welcher sich das
Staubteilchen im Gleichgewichtszustand befand. Der Abstand ist auf die Debyelänge λe nor-
miert, die jeweilige Dichte auf die anfänglich angesetzte Plasmadichte von n0 = 6 · 1015/m3.
Die Ober�äche des Staubteilchens be�ndet sich am linken Rand bei r = R. In gröÿerer Entfer-
nung von der Ober�äche des Staubteilchens ist die Elektronen- und Ionendichte jeweils ungestört
sowie gleich groÿ und entspricht der anfänglichen Plasmadichte. Somit verschwindet im zeit-
lichen Mittel die Ladungsdichte und das Potenzial auf den letzten Gitterpunkten. Erst in der
Nähe der negativ geladenen Ober�äche des Staubteilchens werden die Plasmadichten zunehmend
gestört. Die drei jeweils gestrichelten und zum Staubteilchen abfallenden Kurven entsprechen
der Elektronendichte, die durchgezogenen Kurven der Ionendichte.
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Abbildung 4.12.: Der gemittelte radiale Verlauf des Potenzials V av der 15 Simulationen mit
fünf Staubteilchenradien R und jeweils drei Temperaturverhältnissen β. Das Potenzial wurde
alle 1.000 Zeitschritte ausgegeben und die arithmetische Mittelung wurde jeweils über die letzte
Hälfte der Simulationsdauer durchgeführt, in welcher sich das Staubteilchen im Gleichgewichts-
zustand befand. Der Abstand ist auf die Debyelänge λe und das Potenzial auf das jeweilige gemit-
telte Ober�ächenpotenzial im Gleichgewicht V av

R aus Abbildung 4.10 normiert. Die Ober�äche
des Staubteilchens be�ndet sich am linken Rand bei r = R. Zum Vergleich ist das Debye-Hückel-
Potenzial (gestrichelte Linien) nach (2.38) für den entsprechenden Radius gezeigt. Die dabei
verwendeten Abschirmlängen λd sind in der Abbildung angegeben und stammen teilweise aus
der numerischen Lösung des Ober�ächenpotenzials im Gleichgewicht gemäÿ der OM-Theorie,
siehe Abschnitt (2.3.3).

Abbildung 4.13.: Das gemittelte Potenzial eV av/kTe (links) und die Ladungsdichte ρav/ρ0

(rechts) aus der Simulation mit dem Staubteilchenradius R = 10 µm und β = 1, siehe Tabel-
le 4.2. Der Abstand vom Mittelpunkt ist jeweils auf die Debyelänge λe normiert. Es ist die
x-y-Ebene mit z = 0 gezeigt, womit sich ein mittiger Querschnitt durch das würfelförmige Si-
mulationsgebiet mit dem Staubteilchen in der Mitte ergibt. Die arithmetische Mittelung wurde
über die letzte Hälfte der Simulationsdauer durchgeführt, in welcher sich das Staubteilchen im
Gleichgewichtszustand befand. Die Ladungsdichte ist auf eine Superteilchenladung pro Gitter-
zellenvolumen ρ0 nach (4.7) normiert worden. Das Potenzial bzw. die Ladungsdichte auf den
Gitterpunkten innerhalb des Staubteilchens ist auf das Ober�ächenpotenzial im Gleichgewicht
(siehe Abbildung 4.10) bzw. gleich Null gesetzt worden.
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4.4. Zweidimensionale Simulationen mit

Staubteilchen

In diesem Abschnitt werden zweidimensionale OPAR-Simulationen mit einem Staubteil-
chen in der Mitte des ebenen Simulationsgebietes vorgestellt. Insgesamt werden wieder
15 Simulationen mit fünf Staubteilchenradien R und drei Temperaturverhältnissen β
diskutiert. Die Plasmadichten sind in allen Simulationen mit n0 = ne = ni = 6 · 1015/m2

(hier eine Flächendichte) ebenso gleich angesetzt wie die Elektronentemperatur mit
kTe = 1 eV. Die Ionentemperatur wurde hier zu kTi = 1 eV; 0, 5 eV und 0, 1 eV gewählt,
die zugehörigen Debyelängen sind in Tabelle 4.1 (rechts) angegeben. Abweichend zu den
ein- und dreidimensionalen Simulationen ist auf die Ionentemperatur kTi = 0, 01 eV ver-
zichtet worden, da mit sinkender Ionentemperatur das Ober�ächenpotenzial im Gleich-
gewicht für den OML-Fall gegen einen konstanten Wert geht, siehe Abbildung 2.5. Die
Ober�ächenpotenziale im Gleichgewicht zu den Temperaturen kTi = 0, 1 eV und 0, 01 eV
unterscheiden sich also nicht signi�kant, da der Ionenstrom auf ein Staubteilchen bei
kleinen Temperaturverhältnissen unabhängig von der Temperatur wird, siehe Abschnitt
2.1.2. Mit kleiner werdender Ionentemperatur sinkt der Ionenstrom auf einen Minimal-
wert ab, was einen deutlich erhöhten numerischen Aufwand bezüglich der benötigten
Zeitschritte bis zum Erreichen des Gleichgewichtszustandes bedeutet.
Der numerische Aufwand der zweidimensionalen Simulationen ist im Vergleich zu den
dreidimensionalen zwar geringer, aber auch hier ist eine geschickte Wahl der Parameter
erforderlich, um den numerischen Aufwand in einem akzeptablen Rahmen zu halten.
Der Gitterpunktabstand ∆x ist in den Simulationen mit den Radien R = 10µm; 20µm
und 50µm wieder so gewählt worden, dass das Verhältnis jeweils R/∆x = 4 beträgt. In
den Simulationen mit den Radien R = 100 µm und 200µm wurde dagegen R/∆x = 5
angesetzt. Im Falle von R/∆x = 4 wird das Ober�ächenpotenzial des Staubteilchens im
numerischen Gitter durch 24 Gitterpunkte repräsentiert, im Falle von R/∆x = 5 durch
20 Gitterpunkte. Während beim gröÿten Staubteilchenradius und Gitterpunktabstand
jeweils ein Gitter mit 251 · 251 Gitterpunkten ausreichend ist, um die Randbedingung
eines verschwindenden Potenzials auf den das Simulationsgebiet berandenden Gitter-
punkten ansetzen zu können, ist bei den kleineren Staubteilchenradien in Abhängigkeit
des Temperaturverhältnisses teilweise ein gröÿeres Gittersystem angesetzt worden.
In Tabelle 4.3 sind die entsprechenden Simulationsparameter der fünf Simulationen
zusammengefasst. Die Zeitschrittweite erfüllt jeweils wieder hinreichend die Courant-
Friedrichs-Lewy-Bedingung. Die Gitterpunktabstände sind stets in allen zwei Raum-
richtungen gleich angesetzt, also ∆x = ∆y. Die Elektronen und Ionen werden durch
Superteilchen repräsentiert, welche zu Beginn gemäÿ einer Geschwindigkeitsverteilung
nach Maxwell in das Simulationsgebiet gesetzt wurden. In jede Gitterzelle sind dabei in
der jeweiligen Simulation die gleiche Anzahl von Superteilchen räumlich zufällig verteilt
worden. Der Betrag der Ladung QSP, die jedes Superteilchen in der Simulation trägt,
ergibt sich aus der Plasmadichte:

QSP =
en0

NSP

(Nx − 1) (Ny − 1) ∆x2 . (4.8)
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R/µm ∆x/µm Nx Al/mm2 ∆t/ωe QSP/e NSP

10 2, 5 351, für β = 1, 0 0, 77 0, 0025 3.750 1.225.000
401, für β = 0, 5 1, 0 1.600.000
601, für β = 0, 1 2, 25 3.600.000

20 5 351, für β = 1, 0 3, 06 0, 005 15.000 1.225.000
401, für β = 0, 5 4, 0 1.600.000
601, für β = 0, 1 9, 0 3.600.000

50 12, 5 251, für β = 1, 0; 0, 5 9, 8 0, 0125 73.242 800.000
401, für β = 0, 1 25, 0 2.048.000

100 20 251, für β = 1, 0; 0, 5 25, 0 0, 02 120.000 1.250.000
351, für β = 0, 1 49, 0 2.450.000

200 40 251, für alle β 100, 0 0, 04 192.000 3.125.000

Tabelle 4.3.: Parameter zu 15 verschiedenen 2D-OPAR-Simulationen. Angegeben ist der Staub-
teilchenradius R, der Gitterpunktabstand ∆x = ∆y, die Gitterpunktanzahl Nx = Ny, die Fläche
des physikalischen Simulationsgebietes Al (inkl. Staubteilchen), die Zeitschrittweite ∆t, der Be-
trag der Superteilchenladung QSP sowie die anfängliche Anzahl der Superteilchen NSP. Für die
drei kleinsten Radien gilt das Verhältnis R/∆x = 4, für die beiden gröÿten Radien R/∆x = 5.
Weiterhin gilt in allen Simulationen mi/me = 100, n0 = ne = ni = 6 · 1015/m2 (Flächendichte)
und kTe = 1 eV, womit λe = 95, 98 µm und ωe = 4, 37 · 109/ s folgt. Die jeweiligen Debyelängen
λi und λl sind in Tabelle 4.1 (rechts) angegeben.

Die Ladungen QSP für die entsprechenden Simulationen sind ebenfalls in Tabelle 4.3
angegeben.

4.4.1. Ober�ächenpotenzial im Gleichgewicht

Abbildung 4.14 zeigt den zeitlichen Verlauf des Ober�ächenpotenzials eVR/kTe in den
15 Simulationen mit den fünf Staubteilchenradien R für die drei Temperaturverhält-
nisse β. Zu Beginn wurde das Ober�ächenpotenzial bzw. die Ladung der Staubteilchen
gleich Null gesetzt. Erwartungsgemäÿ laden sich sämtliche Staubteilchen im Verlauf der
Simulation negativ auf, bis das Ober�ächenpotenzial ab jeweils ca. der Hälfte der Simu-
lationsdauer den Gleichgewichtszustand erreicht hat.
Im Gegensatz zu den ein- und dreidimensionalen Simulationen fällt der Betrag des Ober-
�ächenpotenzials im Gleichgewicht mit sinkender Ionentemperatur nicht geringer, son-
dern jeweils höher aus. Eine Ausnahme bilden nur die Ober�ächenpotenziale beim gröÿen
Radius von R = 200µm, welche nahezu identisch ausfallen. Deutlich zu erkennen ist, dass
im Vergleich zu den beiden Temperaturverhältnissen β = 1, 0 und 0, 5 bei β = 0, 1 jeweils
wesentlich mehr Zeitschritte bis zum Erreichen des Gleichgewichtszustandes notwendig
sind. Denn wie bereits oben erwähnt, sinkt mit kleiner werdender Ionentemperatur der
Ionenstrom auf ein Staubteilchen, weshalb deutlich mehr Zeitschritte bis zum Erreichen
eines Gleichgewichtszustandes notwendig sind.
Für kleine Radien im Vergleich zu den entsprechenden Debyelängen zeigt sich wieder
eine gute Übereinstimmung mit dem Ober�ächenpotenzial aus der OML-Theorie, siehe
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4. OPAR-Simulationen von staubigen Plasmen

Abbildung 4.14.: Der zeitliche Verlauf des Ober�ächenpotenzials eVR/kTe in den insgesamt
15 Simulationen mit fünf verschiedenen Staubteilchenradien R bei jeweils drei Temperaturver-
hältnissen β. Die weiteren Parameter der Simulationen sind in Tabelle 4.3 angegeben. Das
Ober�ächenpotenzial wurde alle zehn Zeitschritte ausgegeben und auf die Plasmafrequenz der
Elektronen ωe normiert. Zu Beginn wurde das Ober�ächenpotenzial bzw. die Ladung der Staub-
teilchen gleich Null gesetzt. Die Staubteilchen laden sich im Verlauf der Simulation negativ auf,
bis das Ober�ächenpotenzial einen Gleichgewichtszustand erreicht hat.
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4.4. Zweidimensionale Simulationen mit Staubteilchen

Abbildung 4.15.: Das zeitlich gemittelte Ober�ächenpotenzial eV av
R /kTe (farbige Kreuze) im

Gleichgewicht von insgesamt 15 Simulationen für fünf verschiedene Staubteilchenradien R und
drei Temperaturverhältnissen β = Ti/Te. Die Parameter der Simulationen sind in Tabelle 4.3
angegeben. Die gestrichelten, horizontalen Linien zeigen die Ober�ächenpotenziale, wie sie sich
aus der OML-Theorie ergeben. Die vertikalen Linien zeigen die Debyelängen der Ionen und be-
stimmen somit den Übergang zwischen dem OML- und dem OM-Fall. Die bestimmten Ober�ä-
chenpotenziale enthalten alle aufgrund der Gitterpunktau�ösung und dem sich damit ergebenen
Verhältnis R/∆x einen systematischen Fehler von ca. ±1, 2%.

hierzu Abbildung 4.15. Der Verlauf des Ober�ächenpotenzials gemäÿ einer gedämpf-
ten Schwingung tritt im zweidimensionalen Fall bereits bei einer Ionentemperatur von
kTi = 0, 1 eV auf, wobei mit zunehmendem Staubteilchenradius die Amplitude abnimmt.
Dieses Verhalten wird durch die relativ geringe kinetische Energie der Ionen verursacht
und trat bereits in den ein- und dreidimensionalen Simulationen auf und wurde im Ab-
schnitt 4.2 diskutiert.
Abbildung 4.15 zeigt das zeitlich gemittelte Ober�ächenpotenzial eV av

R /kTe im Gleich-
gewicht der insgesamt 15 2D-OPAR-Simulationen. Die arithmetische Mittelung wurde
dabei jeweils über die letzte Hälfte der Simulationsdauer durchgeführt, in welcher sich
das Staubteilchen im Gleichgewichtszustand befand. Die zugehörigen Standardabwei-
chungen liegen im Bereich von 10−2 und fallen damit zwar gröÿer aus als im ein- und
dreidimensionalen Fall, sind aber immer noch relativ klein. Die gestrichelten, horizonta-
len Linien zeigen die drei Ober�ächenpotenziale, wie sie sich aus der OML-Theorie (siehe
Abbildung 2.5) ergeben. Die vertikalen Linien zeigen die entsprechenden Debyelängen
der Ionen und bestimmen somit den Übergang zwischen dem OML- und dem OM-Fall.
Für kleine Radien im Vergleich zu den Debyelängen ergibt sich eine sehr gute Über-
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einstimmung des gemittelten Ober�ächenpotenzials mit dem aus der OML-Theorie, die
Abweichung beträgt stets weniger als 1, 2% und ist damit deutlich geringer als in den
3D-OPAR-Simulationen.
Aus dem Ober�ächenpotenzial im Gleichgewicht lässt sich analog zu (3.43) wieder die
Ladung der Staubteilchen bestimmen. Ausgehend vom Kapazitätswert C = 4πε0R im
Vakuum nimmt das Staubteilchen mit dem Radius R = 200 µm bei β = 0, 5 die gröÿ-
te Ladung aus den 15 Simulationen an, die kleinste das Staubteilchen mit dem Ra-
dius R = 10µm bei β = 1, 0. Die Ladungen betragen hier Qav

200 = 280.111, 46 e und
Qav

10 = 11.886, 88 e. Wie im Abschnitt für die eindimensionalen Simulationen bereits dis-
kutiert, stellen die angegebenen Gleichgewichtsladungen nur eine Näherung dar.
Die Rechnerlaufzeit der zweidimensionalen OPAR-Simulationen hängt wie die dreidi-
mensionalen stark von der Gittergröÿe, der Anzahl der Superteilchen, vom Gitterpunktab-
stand sowie von der Zeitschrittweite ab. Mit einem Intel Core I7 - 3770K 4x3,5 GHz
Prozessor in paralleler Rechnung benötigen 105 Zeitschritte in einem Gittersystem mit
251 · 251 Gitterpunkten (siehe Tabelle 4.3) zwischen ca. 6 und 16 Stunden. Die Simu-
lation mit dem gröÿten Gittersystem von 601 · 601 Gitterpunkten benötigt mit dem
kleinsten Gitterpunktabstand und der kleinsten Zeitschrittweite für 105 Zeitschritte ca.
10 Stunden.

4.4.2. Verlauf der Ionen- und Elektronendichte

In Abbildung 4.16 ist der gemittelte radiale Verlauf der Elektronen- und Ionendichte
nav

e und nav
i der 15 Simulationen gezeigt. Die jeweiligen Teilchendichten sind dabei alle

1.000 Zeitschritte innerhalb konzentrischer Kreisringe in Bezug auf das Staubteilchen be-
stimmt und ausgegeben worden. Die Breite der Kreisringe wurde für die zwei kleinsten
Staubteilchenradien jeweils gleich dem Gitterpunktabstand gesetzt, für die drei gröÿ-
ten Radien wurde 5µm bzw. 10µm gewählt, um eine höhere Au�ösung zu erhalten.
Die arithmetische Mittelung wurde wieder jeweils über die letzte Hälfte der Simula-
tionsdauer durchgeführt, in welcher sich das Staubteilchen im Gleichgewichtszustand
befand, wodurch die Fluktuationen aufgrund der thermischen Verteilungsfunktion der
Plasmateilchen weitgehend herausge�ltert sind. Der Abstand ist auf die Debyelänge λe

normiert, die Dichte jeweils auf die anfänglich angesetzte Plasmadichte n0. Die Ober�ä-
che des Staubteilchens be�ndet sich am linken Rand bei r = R.
In gröÿerer Entfernung von der Ober�äche des Staubteilchens ist die Elektronen- und
Ionendichte jeweils ungestört sowie gleich groÿ und entspricht der anfänglichen Plas-
madichte n0. Somit verschwindet im zeitlichen Mittel die Ladungsdichte und das Po-
tenzial auf den letzten Gitterpunkten. In der Nähe der negativ geladenen Ober�äche
des Staubteilchens werden die Dichten zunehmend gestört. Die drei jeweils gestrichel-
ten und zum Staubteilchen abfallenden Kurven entsprechen dabei der Elektronendichte,
die durchgezogenen Kurven der Ionendichte. Zu erkennen ist, dass die Elektronendichte
in allen Simulationen in der unmittelbaren Umgebung des Staubteilchens auf ca. 10%
der Plasmadichte n0 abfällt. Im Gegensatz zu den 1D- bzw. 3D-Simulationen fallen die
Elektronendichten hier unabhängig vom Temperaturverhältnis insbesondere bei den grö-
ÿeren Staubteilchenradien in etwa schnell gleich ab, was darauf zurückzuführen ist, dass
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sich im zweidimensionalen Fall die Ober�ächenpotenziale im Gleichgewicht bei den drei
gewählten Temperaturverhältnissen nur jeweils um ca. 0, 08 kTe/e unterscheiden.
Für die Radien R = 10 µm und 20µm, welche deutlich kleiner als die Debyelänge der
Elektronen ausfallen, steigt die Ionendichte in der Umgebung des Staubteilchens jeweils
deutlich über n0 an. Dieser Anstieg steht im Gegensatz zum Dichteverlauf an einer ebe-
nen Plasmawand, wie im Abschnitt 4.2 beschrieben wurde. Zu beachten ist, dass die
Ionendichte ab dem Radius von R = 20 µm bereits leicht unter die anfängliche Dichte
n0 fällt und das Maximum ab dem Radius R = 50µm für das Temperaturverhältnis
von β = 1, 0 unterhalb von n0 liegt. In den 1D- bzw. 3D-Simulationen ist dies erst der
Fall, wenn der Radius deutlich gröÿer als die Debyelänge der Elektronen ausfällt, also
bei R = 200µm, siehe Abbildung 4.7 bzw. 4.11. Zudem sind die Dichteverläufe in den
2D-Simulationen bereits ab dem Radius R = 100 µm nahezu identisch. Entgegen dem
Dichteverlauf in den 1D- bzw. 3D-Simulationen geht der Verlauf hier bereits bei kleinen
Radien in den charakteristischen Verlauf nahe einer ebenen Plasmawand über.

4.4.3. Verlauf des Potenzialpro�ls

In Abbildung 4.17 sind die radialen, gemittelten Potenzialpro�le der jeweils 15 Simu-
lationen gezeigt. Die Mittelung der Pro�le wurde dabei wie folgt durchgeführt: In den
2D-OPAR-Simulationen stimmen stets insgesamt vier Gitterpunkte des kartesischen Git-
tersystems mit der Ober�äche des Staubteilchens überein (siehe Abschnitt 3.3.2). Aus-
gehend von einem solchen Gitterpunkt sind vier radiale Potenzialpro�le in Bezug auf
den Mittelpunkt des Staubteilchen bis zum letzten Gitterpunkt am Simulationsrand aus
dem Gittersystem ausgelesen worden. Dabei wurden die Pro�le jeweils über die letzte
Hälfte der Simulationsdauer arithmetisch gemittelt, in welcher sich das Staubteilchen
im Gleichgewichtszustand befand. Diese vier zeitlich gemittelten Pro�le sind dann noch
einmal zu einem Pro�l gemittelt worden. Der Abstand r − R von der Ober�äche des
Staubteilchens am linken Rand ist auf die Debyelänge der Elektronen und das Poten-
zial auf das jeweilige gemittelte Ober�ächenpotenzial im Gleichgewicht aus Abbildung
4.15 normiert. Der Potenzialverlauf ist bis zu einem Abstand von vier Debyelängen
dargestellt. Zum Vergleich ist jeweils der Potenzialverlauf (gestrichelte Linien) des zy-
lindersymmetrischen Falls nach (2.48) für den entsprechenden Radius gezeigt. Die dabei
verwendeten Abschirmlängen λd sind in der Abbildung angegeben.
Allerdings kann lediglich für den kleinsten Radius von R = 10µm bei den Temperatur-
verhältnissen β = 1, 0 und 0, 5 eine gute Approximation erreicht werden. Ähnlich wie
in den 1D- und 3D-Simulationen fällt das Ober�ächenpotenzial für die gröÿeren Ra-
dien für kleine Abstände stets schneller und für gröÿere Abstände stets langsamer ab
als das zylindersymmetrische Potenzial. Denn durch die auftretenden Potenzialbarrie-
ren bei gröÿeren Radien und den damit verbundenen Ionenbahnen wird die Abschirmung
des Ober�ächenpotenzials zunehmend nichtlinear, wodurch sich das Potenzialpro�l nicht
mehr durch (2.48) darstellen lässt, welches wie das Debye-Hückel-Potenzial aus der li-
nearisierten Poissongleichung mit einer entsprechenden Abschirmlänge folgt [59].
Im Vergleich zu den Abbildungen 4.8 bzw. 4.12 der 1D- bzw. 3D-Simulationen fällt das
Potenzial in den 2D-Simulationen stets deutlich langsamer ab, da der Betrag des Ober-
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4.4. Zweidimensionale Simulationen mit Staubteilchen

Abbildung 4.16.: Der gemittelte räumliche Verlauf der Elektronen- und Ionendichte nav
e und

nav
i der 15 Simulationen mit fünf Staubteilchenradien R und jeweils drei Temperaturverhält-

nissen β. Die Dichten wurden alle 1000 Zeitschritte ausgegeben und die arithmetische Mitte-
lung wurde jeweils über die letzte Hälfte der Simulationsdauer durchgeführt, in welcher sich
das Staubteilchen im Gleichgewichtszustand befand. Der Abstand ist auf die Debyelänge λe nor-
miert, die jeweilige Dichte auf die anfänglich angesetzte Plasmadichte von n0 = 6 ·1015/m3. Die
Ober�äche des Staubteilchens be�ndet sich am linken Rand bei r = R. In gröÿerer Entfernung
von der Ober�äche des Staubteilchens ist die Elektronen- und Ionendichte jeweils ungestört so-
wie gleich groÿ und entspricht der anfänglichen Plasmadichte. Somit verwindet im zeitlichen
Mittel die Ladungsdichte und das Potenzial auf den letzten Gitterpunkten. Erst in der Nähe
der negativ geladenen Ober�äche des Staubteilchens werden die Plasmadichten zunehmend ge-
stört. Die drei jeweils gestrichelten und zum Staubteilchen abfallenden Kurven entsprechen der
Elektronendichte, die durchgezogenen Kurven der Ionendichte.
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Abbildung 4.17.: Der gemittelte radiale Verlauf des Potenzials V av der 15 Simulationen mit
fünf Staubteilchenradien R und jeweils drei Temperaturverhältnissen β. Das Potenzial wurde
alle 1000 Zeitschritte ausgegeben und die arithmetische Mittelung wurde jeweils über die letzte
Hälfte der Simulationsdauer durchgeführt, in welcher sich das Staubteilchen im Gleichgewichts-
zustand befand. Der Abstand ist auf die Debyelänge λe und das Potenzial auf das jeweilige
gemittelte Ober�ächenpotenzial im Gleichgewicht V av

R normiert. Die Ober�äche des Staubteil-
chens be�ndet sich am linken Rand bei r = R. Zum Vergleich ist der Potenzialverlauf für
den zylindersymmetrischen Fall nach (2.48) für den entsprechenden Radius gezeigt. Die dabei
verwendeten Abschirmlängen λd sind in der Abbildung angegeben.

Abbildung 4.18.: Das gemittelte Potenzial eV av/kTe (links) und die Ladungsdichte ρav/ρ0

(rechts) aus der Simulation mit dem Staubteilchenradius R = 10 µm und β = 1, siehe Tabelle
4.3. Der Abstand vom Mittelpunkt ist jeweils auf die Debyelänge λe normiert. Es ist das gesam-
te Simulationsgebiet mit dem Staubteilchen in der Mitte gezeigt. Die arithmetische Mittelung
wurde über die letzte Hälfte der Simulationsdauer durchgeführt, in welcher sich das Staubteil-
chen im Gleichgewichtszustand befand. Die Ladungsdichte ist auf eine Superteilchenladung pro
Gitterzellen�äche ρ0 nach (4.9) normiert worden. Das Potenzial bzw. die Ladungsdichte auf den
Gitterpunkten innerhalb des Staubteilchens ist auf das Ober�ächenpotenzial im Gleichgewicht
(siehe Abbildung 4.15) bzw. gleich Null gesetzt worden.
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�ächenpotenzials im Gleichgewicht im zweidimensionalen Fall jeweils gröÿer ausfällt als
im dreidimensionalen Fall. Das Potenzial fällt für die kleine Radien umso langsamer
ab, je höher das Temperaturverhältnis ausfällt, was mit dem Dichteverlauf der Ionen
aus Abbildung 4.16 korreliert. Denn je �dicker� der Mantel (Sheath) aus Ionen um das
Staubteilchen herum ausfällt, desto schneller muss das Ober�ächenpotenzial entspre-
chend abfallen.
In Abbildung 4.18 ist das gemittelte Potenzial (links) und die Ladungsdichte (rechts)
aus der Simulation mit dem Radius R = 10µm und β = 1 gezeigt. Wieder wurde die
arithmetische Mittelung über die letzte Hälfte der Simulationsdauer durchgeführt. Die
Ladungsdichte ist dabei auf eine Superteilchenladung pro Gitterzellen�äche normiert
worden:

ρ0 =
QSP

∆x2
. (4.9)

Deutlich zu erkennen ist der rotationssymmetrische Verlauf des Potenzials und der La-
dungsdichte im kartesischen Gitter um das Staubteilchen in der Mitte des Simulationsge-
bietes, wobei in den äuÿeren Randbereichen das Potenzial und die Ladungsdichte jeweils
verwindet. Das Potenzial bzw. die Ladungsdichte auf den Gitterpunkten innerhalb des
Staubteilchens ist auf das Ober�ächenpotenzial im Gleichgewicht (siehe Abbildung 4.15)
bzw. gleich Null gesetzt worden.
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staubigen Magnetoplasmen

In diesem Kapitel werden OPAR-Simulationen eines Magnetoplasmas mit einem Staub-
teilchen vorgestellt und diskutiert. Das Magnetoplasma wird durch die Überlagerung
des gesamten Simulationsgebietes mit einem homogenen und konstanten Magnetfeld in
z-Richtung erzeugt. Ansonsten sind die gleichen Simulationsparameter angesetzt wor-
den wie im letzten Kapitel. Die Elektronen und Ionen werden im Magnetfeld auf Spi-
ralbahnen (Gyrationsbewegung) um die Magnetfeldlinien gezwungen, wobei der Gyra-
tionsradius neben der magnetischen Flussdichte von der Ladung und Masse sowie der
Geschwindigkeit des Teilchens senkrecht zum Magnetfeld abhängt, siehe Abschnitt 2.4.1.
In OPAR wird der Term der magnetischen Lorentzkraft in der Bewegungsgleichung nu-
merisch nicht direkt integiert, sondern der Ort des Teilchens im nächsten Zeitschritt rein
geometrisch bestimmt, wie im Abschnitt 3.5 diskutiert wurde. In den Simulationen wird
die konstante magnetische Flussdichte durch die Vorgabe des wahrscheinlichsten Gyrati-
onsradius der Elektronen in einer Maxwellverteilung der Geschwindigkeit bestimmt. Die
magnetische Flussdichte hat in der Simulation keinen Ein�uss auf die Ladung des Staub-
teilchens, lediglich die Ladungsströme von Elektronen und Ionen werden beein�usst.

5.1. Dreidimensionale Simulationen von

Magnetoplasmen mit Staubteilchen

In diesem Abschnitt werden dreidimensionale OPAR-Simulationen eines Magnetoplas-
mas mit einem Staubteilchen in der Mitte des würfelförmigen Simulationsgebietes vor-
gestellt. Es wurden die gleichen Parameter angesetzt wie in den Simulationen ohne ein
Magnetfeld, siehe Tabelle 4.2. In den Simulationen wurde ein homogenes und konstantes
Magnetfeld Bz in z-Richtung überlagert, welches sich durch die Vorgabe des wahrschein-
lichsten Gyrationsradius der Elektronen gemäÿ

Bz =

√
mekTe

2

1

e rmp
ge

(5.1)

bestimmt, siehe Gleichung (2.51). Die dazu gehörige Gyrationsfrequenz der Elektronen
lautet nach Gleichung (2.50):

ωge =
eBz

me

. (5.2)
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rmp
ge /µm rmp

gi (1, 0)/µm rmp
gi (0, 1)/µm rmp

gi (0, 01)/µm Bz/T ωge· s/108

400 4.000 1264, 8 400 0, 00425 7, 43
200 2.000 632, 4 200 0, 0085 14, 9
100 1.000 316, 2 100 0, 017 29, 7
50 500 158, 1 50 0, 034 59, 4
20 200 63, 24 20 0, 085 149
10 100 31, 62 10 0, 17 297
5 50 15, 81 5 0, 34 594
1 10 3, 16 1 1, 69 2.970

0, 1 1, 0 0, 32 0, 1 16, 9 29.700
0, 01 0, 1 0, 03 0, 01 169 297.000

Tabelle 5.1.: Parameter der 3D-OPAR-Simulationen eines Magnetoplasmas. Es wurden zehn
verschiedene wahrscheinlichste Gyrationsradien rmp

ge der Elektronen angesetzt. Angegeben sind
die dazu gehörigen wahrscheinlichsten Gyrationsradien der Ionen rmp

gi (β) nach (5.3), die ma-
gnetische Flussdichte Bz nach (5.1) und die Gyrationsfrequenz der Elektronen ωge nach (5.2).
Es ist wieder ein Massenverhältnis von mi/me = 100 sowie eine Elektronentemperatur von
kTe = 1 eV angesetzt worden.

Der wahrscheinlichste Gyrationsradius der Ionen ergibt sich zu

rmp
gi = rmp

ge

√
β
mi

me

, (5.3)

siehe Gleichung (2.53). Es sind insgesamt 140 Simulationen mit zehn verschiedenen ma-
gnetischen Flussdichten durchgeführt worden. In Tabelle 5.1 sind die wahrscheinlichsten
Gyrationsradien der Elektronen und Ionen sowie die zugehörigen magnetischen Fluss-
dichten angegeben. Simulationen mit rmp

ge = 0, 01µm sind nur beim gröÿten Tempera-
turverhältnis β = 1, 0 durchgeführt worden, siehe nächster Abschnitt.

5.1.1. Ober�ächenpotenzial im Gleichgewicht

Abbildung 5.1 zeigt den zeitlichen Verlauf des Ober�ächenpotenzials eVR/kTe für vier
verschiedene Simulationen mit dem Staubteilchenradius R = 200 µm bei β = 1, 0. Die
dabei angesetzten wahrscheinlichsten Gyrationsradien der Elektronen sind angegeben.
Zum Vergleich ist der Verlauf des Ober�ächenpotenzials für den Fall ohne Magnetfeld
aus Abbildung 4.9 dargestellt. Mit kleiner werdendem Gyrationsradius der Elektronen
nimmt das Ober�ächenpotenzial vom Betrag her zu, wobei die Anzahl der benötigten
Zeitschritte bis zum erreichen des Gleichgewichtszustandes wächst, da mit stärker wer-
dendem Magnetfeld die Ladungsströme auf das Staubteilchen kleiner werden, wie im
Abschnitt 2.4.2 diskutiert wurde. Für die Simulationen mit den vier anderen Staubteil-
chenradien ergeben sich ähnliche zeitliche Verläufe des Ober�ächenpotenzials.
Abbildung 5.2 zeigt das zeitlich gemittelte Ober�ächenpotenzial eV av

R /kTe im Gleichge-
wicht von insgesamt 75 3D-OPAR-Simulationen eines Magnetoplasmas. Es sind jeweils
fünf verschiedene Gyrationsradien der Elektronen bei den fünf Staubteilchenradien sowie
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5.1. Dreidimensionale Simulationen von Magnetoplasmen mit Staubteilchen

Abbildung 5.1.: Der zeitliche Verlauf des Ober�ächenpotenzials eVR/kTe für drei Simulatio-
nen eines Magnetoplasmas mit β = 1, 0 und dem Staubteilchenradius R = 200 µm. Die dabei
angesetzten wahrscheinlichsten Gyrationsradien der Elektronen rmp

ge sind angegeben. Zum Ver-
gleich ist der Verlauf des Ober�ächenpotenzials für den Fall ohne Magnetfeld aus Abbildung 4.9
dargestellt. Die weiteren Parameter der Simulationen sind in Tabelle 4.2 sowie 5.1 angegeben.
Das Ober�ächenpotenzial wurde alle zehn Zeitschritte ausgegeben und auf die Plasmafrequenz
der Elektronen ωe normiert.

den drei Temperaturverhältnissen gezeigt. Zum Vergleich sind die Ober�ächenpotenziale
aus Abbildung 4.10 für den Fall ohne ein Magnetfeld dargestellt (schwarze Kreuze). Die
gepunktete, horizontale Linie OML B = 0 gibt jeweils das Ober�ächenpotenzial an, wel-
ches sich aus der OML-Theorie ohne ein Magnetfeld ergibt. Die gepunktete, horizontale
Linie OML Bi gibt dagegen jeweils das Ober�ächenpotenzial aus der OML-Theorie für
ein Magnetfeld Bi aus Gleichung (2.77) an (siehe Abbildung 2.16), welche den Fall von
magnetisierten Elektronen und Ionen mit der Bedingung γe, γi > 1, 0 beschreibt. Die ver-
tikalen Linien zeigen die entsprechenden Debyelängen der Ionen und bestimmen somit
den Übergang zwischen dem OML- und dem OM-Fall (ohne Magnetfeld). Mit kleiner
werdendem Gyrationsradius rmp

ge , also mit stärker werdendem magnetischen Fluss Bz,
nimmt das Ober�ächenpotenzial im Gleichgewicht bei allen Staubteilchenradien vom
Betrag her zu. Eine signi�kante Änderung der Ober�ächenpotenziale tritt jedoch unab-
hängig vom Temperaturverhältnis erst ein, wenn der wahrscheinliche Gyrationsradius der
Elektronen deutlich kleiner als die Debyelänge λe ist. Auÿerdem fällt die jeweilige Zunah-
me der Ober�ächenpotenziale in Abhängigkeit des Gyrationsradius für die verschiedenen
Staubteilchenradien unterschiedlich aus. Im Vergleich zum Fall ohne Magnetfeld nimmt
beispielsweise das Ober�ächenpotenzial bei β = 1, 0 und rmp

ge = 1, 0 µm für den Radius
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5. OPAR-Simulationen von staubigen Magnetoplasmen

Abbildung 5.2.: Das zeitlich gemittelte Ober�ächenpotenzial eV av
R /kTe (farbige Kreuze) im

Gleichgewicht von jeweils 25 Simulationen eines Magnetoplasmas für fünf verschiedene Staub-
teilchenradien R und drei Temperaturverhältnissen β = Ti/Te. Die dabei angesetzten wahr-
scheinlichsten Gyrationsradien der Elektronen rmp

ge sind links oben angegeben. Die anderen Pa-
rameter der Simulationen sind in Tabelle 4.2 sowie 5.1 zu �nden. Zum Vergleich sind die Ober-
�ächenpotenziale aus Abbildung 4.10 für den Fall ohne ein Magnetfeld dargestellt (schwarze
Kreuze). Die gepunktete, untere bzw. obere horizontale Linie gibt das Ober�ächenpotenzial aus
der OML-Theorie ohne Magnetfeld bzw. für ein Magnetfeld Bi an.
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5.1. Dreidimensionale Simulationen von Magnetoplasmen mit Staubteilchen

R = 200 µm um ca. 44% zu, für den Radius R = 10 µm jedoch nur um ca. 8%. Die
Zunahme des Ober�ächenpotenzials fällt also mit steigendem magnetischen Fluss umso
gröÿer aus, je gröÿer der Radius des Staubteilchens im Vergleich zur Debyelänge λe ist.
Das Ober�ächenpotenzial im Gleichgewicht strebt jedoch mit steigendem magnetischen
Fluss bei allen Radien einem maximalen Wert zu, welcher sich aus der OML-Theorie für
ein Magnetfeld Bi ergibt. Beim kleinsten Gyrationsradius rmp

ge = 0, 01µm (für β = 1, 0)
bzw. rmp

ge = 0, 1 µm (für β = 0, 1 und 0, 01) stimmen die Oberfächenpotenziale aller fünf
Staubteilchenradien annähernd überein und liegen um ca. 2% bis 5% höher als nach
der OML-Theorie für ein Magnetfeld Bi. Dieser E�ekt ist ähnlich wie im Fall ohne Ma-
gnetfeld auf die Gitterpunktau�ösung und dem sich damit ergebenen Verhältnis R/∆x
zurückzuführen, wie im Abschnitt 4.3 diskutiert wurde.
Die Abbildungen 5.3, 5.4 und 5.5 zeigen das zeitlich gemittelte Ober�ächenpotenzial
eV av

R /kTe im Gleichgewicht der insgesamt 140 3D-OPAR-Simulationen eines Magneto-
plasmas in Abhängigkeit von γi = R/rmp

gi für die fünf Staubteilchenradien und die drei
Temperaturverhältnisse. Zum Vergleich ist das Ober�ächenpotenzial für ein Magnetfeld
Be nach Gleichung (2.81) in Abhängigkeit von γi dargestellt (OML Be, gestrichelte Li-
nie). Die Kurve ist ähnlich zu der in Abbildung 2.18, jedoch hier für ein Massenverhältnis
von mi/me = 100 sowie dem entsprechendem Temperaturverhältnis. Die Kurve OML Be

beschreibt also den Fall von magnetisierten Elektronen, aber unmagnetisierten Ionen im
Bereich γi < 1, 0 < γe. Die gepunktete Linie OML Bi gibt wieder den Fall von magneti-
sierten Elektronen und Ionen nach (2.77) mit der Bedingung γe, γi > 1, 0 an. Die Kurve
OML B (gestrichelte Linie) modelliert den Übergang zwischen dem Fall ohne Magnet-
feld (OML B = 0) und dem Fall OML Bi und wird im nächsten Abschnitt erläutert. Die
vertikale Linie markiert jeweils den Wert, bei dem der wahrscheinlichste Gyrationsradius
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Abbildung 5.3.: Das zeitlich gemittelte Ober�ächenpotenzial eV av
R /kTe (farbige Kreuze) im

Gleichgewicht von insgesamt 50 Simulationen eines Magnetoplasmas für β = 1, 0 in Abhängig-
keit von γi = R/rmp

gi für fünf verschiedene Staubteilchenradien R. Die Parameter der Simula-
tionen sind in Tabelle 4.2 sowie 5.1 angegeben. Die Kurven OML Be und OML B (gestrichelte
Linien) geben den Verlauf des Ober�ächenpotenzials nach (2.81) bzw. (5.7) an, die Linie OML
Bi mit eVR/kTe = −2, 3 nach (2.77). Die Abbildung unten zeigt einen Ausschnitt bis γi = 1.
Die farbigen Linien geben dabei für den entsprechenden Radius das Ober�ächenpotenzial aus
Abbildung 4.10 für den Fall ohne Magnetfeld an.
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Abbildung 5.4.: Das zeitlich gemittelte Ober�ächenpotenzial eV av
R /kTe (farbige Kreuze) im

Gleichgewicht von insgesamt 45 Simulationen eines Magnetoplasmas für β = 0, 1 in Abhängig-
keit von γi = R/rmp

gi für fünf verschiedene Staubteilchenradien R. Die Parameter der Simula-
tionen sind in Tabelle 4.2 sowie 5.1 angegeben. Die Kurven OML Be und OML B (gestrichelte
Linien) geben den Verlauf des Ober�ächenpotenzials nach (2.81) bzw. (5.7) an, die Linie OML
Bi mit eVR/kTe = −3, 54 nach (2.77). Die Abbildung unten zeigt einen Ausschnitt bis γi = 1, 0.
Die farbigen Linien geben dabei für den entsprechenden Radius das Ober�ächenpotenzial aus
Abbildung 4.10 für den Fall ohne Magnetfeld an.
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Abbildung 5.5.: Das zeitlich gemittelte Ober�ächenpotenzial eV av
R /kTe (farbige Kreuze) im

Gleichgewicht von insgesamt 45 Simulationen eines Magnetoplasmas für β = 0, 01 in Abhän-
gigkeit von γi = R/rmp

gi für fünf verschiedene Staubteilchenradien R. Die Parameter der Simu-
lationen sind in Tabelle 4.2 sowie 5.1 angegeben. Die Kurven OML Be und OML B (gestrichelte
Linien) geben den Verlauf des Ober�ächenpotenzials nach (2.81) bzw. (5.7) an, die Linie OML
Bi mit eVR/kTe = −4, 61 nach (2.77). Die Abbildung unten zeigt einen Ausschnitt bis γi = 1.
Die farbigen Linien geben dabei für den entsprechenden Radius das Ober�ächenpotenzial aus
Abbildung 4.10 für den Fall ohne Magnetfeld an.
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der Elektronen gleich dem Radius R ist, also γe = 1, 0. Unten ist jeweils ein vergröÿer-
ter Ausschnitt der oberen Abbildung bis γi = 1, 0 gezeigt. Die farbigen, gestrichelten
Linien geben dabei für den entsprechenden Radius jeweils das Ober�ächenpotenzial im
Gleichgewicht aus den Simulationen für den Fall ohne Magnetfeld an (siehe Abbildung
4.10). Die Kurven OML Be fallen zwischen γe = 1, 0 und γi = 1, 0 vom Betrag her unter
die Kurve OML B = 0, wobei der stärkste Abfall für das gröÿte Temperaturverhält-
nis auftritt. Für das Temperaturverhältnis β = 0, 01 stimmen die Gyrationsradien der
Elektronen und Ionen überein, weshalb γi = γe gilt. Die Ober�ächenpotenziale aus den
Simulationen fallen nur für das gröÿte Temperaturverhältnis im Bereich γe = 1, 0 unter
das Ober�ächenpotenzial aus dem Fall ohne Magnetfeld, wie in den unteren Abbildun-
gen 5.3 bis 5.5 deutlich zu erkennen ist. Mit stärker werdendem magnetischem Fluss
γi > 1, 0 steigen die Ober�ächenpotenziale jeweils schnell an, wobei der Betrag dann
nahezu unabhängig vom Staubteilchenradius wird nur noch von γi selbst abhängt.
Im Bereich γe = 1, 0 ist der wahrscheinlichste Gyrationsradius der Elektronen in der
Gröÿenordnung des Staubteilchenradius, weshalb der Elektronenstrom auf das Staub-
teilchen signi�kant zu sinken beginnt, wodurch die Ober�ächenpotenziale vom Betrag
her ebenfalls sinken (im Vergleich zum Fall ohne Magnetfeld). Mit steigendem γe sinkt
der Elektronenstrom immer weiter, jedoch beginnt o�ensichtlich ebenfalls der Ionenstrom
auf das Staubteilchen bereits im Bereich ab ca. γi > 0, 1 signi�kant zu sinken und zwar
im stärkeren Maÿe als der Elektronenstrom, da der Betrag der Ober�ächenpotenziale
bereits für γi < 1, 0 wieder ansteigt. Daher tritt auch bei den beiden kleineren Tem-
peraturverhältnissen kein Abfall der Ober�ächenpotenziale im Vergleich zum Fall ohne
Magnetfeld auf, da hier für γe = 1, 0 bereits γi = 0, 3 (für β = 0, 1) sowie γi = γe = 1, 0
(für β = 0, 01) gilt. In Abbildung 2.16 wurde der Gütigkeitsbereich für die Kurve Be

bereits auf γe/γi ≥ 10 beschränkt, siehe Abschnitt 2.4.2.
Dass der Ionenstrom auf das Staubteilchen tatsächlich schon im Bereich γi < 1, 0 schnel-
ler abnimmt als der Elektronenstrom, sei mit Abbildung 5.6 verdeutlicht. Aufgetragen
ist der Elektronen- und Ionenstrom nach der OML-Theorie in Abhängigkeit des Ober-
�ächenpotenzials ηR für β = 1, 0 und mi/me = 100, wobei IB=0

e und IB=0
i die Ströme

für den Fall ohne Magnetfeld nach Gleichung (2.18) und (2.16) sind. IBe ist der Elektro-
nenstrom für ein Magnetfeld Be sowie Bi, welcher sich zu IBe = IB=0

e /2 ergibt, siehe Ab-
schnitt 2.4.2. IBi ist der Ionenstrom für ein Magnetfeld Bi nach Gleichung (2.76), welcher
unabhängig vom Ober�ächenpotenzial ist. Die Ströme sowie das Ober�ächenpotenzial
sind dabei jeweils auf den Gleichgewichtswert aus dem Fall ohne Magnetfeld normiert.
Während der Ionenstrom IB=0

i linear mit dem Ober�ächenpotenzial ansteigt, fallen die
Elektronenströme jeweils exponentiell ab. Die Schnittpunkte der Kurven markieren die
Ströme sowie das Ober�ächenpotenzial im Gleichgewichtszustand. Der schwarz markier-
te Schnittpunkt ist dabei der Fall ohne Magnetfeld, auf den jeweils normiert wurde. Der
rot markierte Schnittpunkt zeigt den Fall von magnetisierten Elektronen, aber unma-
gnetisierten Ionen (γi < 1, 0 < γe) und der blau markierte Schnittpunkt den Fall von
magnetisierten Elektronen und Ionen (γe, γi > 1, 0). Die Kreuze zeigen Ober�ächen-
potenziale aus Abbildung 5.3 sowie den zugehörigen gemittelten Gleichgewichtsstrom
aus den Simulationen für den kleinsten Staubteilchenradius. Die jeweiligen Ströme und
Ober�ächenpotenziale sind dabei auf den gemittelten Gleichgewichtszustand aus den
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5. OPAR-Simulationen von staubigen Magnetoplasmen

Abbildung 5.6.: Elektronen- und Ionenströme nach der OML-Theorie in Abhängigkeit des
Ober�ächenpotenzials ηR = eVR/kTe. IB=0

e und IB=0
i sind die Ströme für den Fall ohne Ma-

gnetfeld, IBe für ein Magnetfeld Be sowie Bi und IBi für ein Magnetfeld Bi. Normiert wur-
de jeweils auf den Gleichgewichtswert aus dem Fall ohne Magnetfeld. Der schwarz markierte
Schnittpunkt zeigt den Gleichgewichtszustand für den Fall ohne Magnetfeld, der rot markierte
Schnittpunkt den Fall von magnetisierten Elektronen, aber unmagnetisierten Ionen und der blau
markierte Schnittpunkt den Fall von magnetisierten Elektronen und Ionen. Die Kreuze zeigen
Ober�ächenpotenziale und den Gleichgewichtsstrom aus den Simulationen mit dem kleinsten
Staubteilchenradius. Unten ist ein vergröÿerter Ausschnitt gezeigt.
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Simulationen ohne Magnetfeld normiert. Sämtliche Gleichgewichtsströme aus den Simu-
lationen liegen unterhalb der Elektronen- und Ionenströme, welche sich aus der OML-
Theorie ohne Magnetfeld für das entsprechende Ober�ächenpotenzial ergeben würden.
Jedoch liegen sie für γi ≤ 0, 2 jeweils höher als nach der OML-Theorie für Be angesetzt
wurde. Der Elektronenstrom nimmt also nicht in dem erwarteten Maÿe ab, zudem sinkt
der Ionenstrom in Bezug auf den Verlauf von IB=0

i , wohingegen in der OML-Theorie
für Be ein unveränderter (unmagnetisierter) Ionenstrom angesetzt wurde. Für die Fälle
ηR/η

B=0
R > 1, 0 sinkt der Ionenstrom sogar stärker als der Elektronenstrom im Vergleich

zum Fall ohne Magnetfeld für das entsprechende Ober�ächenpotenzial, weshalb der Be-
trag des Ober�ächenpotenzials ansteigt. Für die Simulationen mit γi >> 1, 0 ergibt sich
eine gute Übereinstimmung mit der OML-Theorie für ein Magnetfeld Bi (blau markier-
ter Schnittpunkt), da hier der Ionenstrom IBi nur noch von der Ionentemperatur abhängt
und wesentlich geringer ausfällt.
In der oben und im Abschnitt 2.4.2 geführten Diskussion über die Abnahme der Elek-
tronen- und Ionenströme wurde nicht berücksichtigt, dass die Plasmateilchen eine Ener-
gieänderung im negativen Zentralpotenzial des Staubteilchens erfahren. Da der Gyra-
tionsradius von der Geschwindigkeit des Teilchens senkrecht zu den Magnetfeldlinien
abhängt (siehe (2.49)), ändert sich auch der Gyrationsradius der Elektronen und Ionen
während der Bewegung im Zentralpotenzial. Aufgrund des abstoÿenden Ober�ächenpo-
tenzials verlieren die Elektronen kinetische Energie, wodurch der Gyrationsradius ab-
nimmt, wohingegen die Ionen im anziehenden Potenzial kinetische Energie aufnehmen
und daher der Gyrationsradius zunimmt. In welchem Maÿe die Gyrationsradien tatsäch-
lich ab- bzw. zunehmen, sei in Abbildung 5.7 anhand einer Simulation mit dem gröÿten
Staubteilchenradius R = 200µm bei β = 1, 0 und γi = 0, 2 gezeigt. Dargestellt ist die
Geschwindigkeitsverteilung der am Staubteilchen absorbierten Elektronen (schwarz) und
Ionen (rot), wobei vR die Geschwindigkeit der Teilchen auf der Ober�äche des Staub-
teilchens ist. Normiert wurde auf die wahrscheinlichste Geschwindigkeit vmp nach (3.57).
Die beiden Geschwindigkeitsverteilungen beinhalten jeweils ca. 270.000 Superteilchen,
welche in einem Zeitraum von 60.000 Zeitschritten (2.400ωe) nach Erreichen des Gleich-
gewichtszustandes am Staubteilchen absorbiert und danach aus der Simulation entfernt
wurden. Die normierte Geschwindigkeit vR/vmp lässt sich über

eVR

kTe

=
1
2
mv2

R

kTe

=

(
vR

vmp

)2

(5.4)

durch die normierte Energie (Potenzial) eVR/kTe ausdrücken, siehe die obere Skala in Ab-
bildung 5.7. Die vertikale gestrichelte Linie eV av

R /kTe entspricht dem gemittelten Ober-
�ächenpotenzial des Staubteilchens im Gleichgewichtszustand. Die Verteilung der Ionen
steigt in der Nähe des Ober�ächenpotenzials sprunghaft an, da die Ionen mindestens die
Energie des Ober�ächenpotenzials in der Bewegung durch das Zentralpotenzial aufneh-
men. Dagegen hat die Verteilung der Elektronen ein Maximum an dieser Stelle. Die mitt-
lere Geschwindigkeit der beiden Verteilungen beträgt ve

av = 1, 33 ve
mp und v

i
av = 1, 67 vi

mp,
woraus ein mittlerer Gyrationsradius über

rav
g =

mvav

2qBz

(5.5)
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Abbildung 5.7.: Die Geschwindigkeitsverteilung von am Staubteilchen absorbierten Elektronen
(schwarz) und Ionen (rot), wobei vR die Geschwindigkeit auf der Ober�äche des Staubteilchens
ist und vmp die wahrscheinlichste Geschwindigkeit gemäÿ einer Maxwellverteilung (3.57). Die
Geschwindigkeitsverteilungen beinhalten jeweils ca. 270.000 Superteilchen, welche in einem Zeit-
raum von 60.000 Zeitschritten (2.400ωe) nach Erreichen des Gleichgewichtszustandes am Staub-
teilchen absorbiert wurden. Die obere Skala zeigt die zur normierten Geschwindigkeit gehörende
normierte Energie. Die vertikale gestrichelte Linie entspricht dem gemittelten Ober�ächenpo-
tenzial eV av

R /kTe im Gleichgewicht. Zum Vergleich ist eine Maxwellverteilung f3D
M (grüne und

blaue Linie) gezeigt.

bestimmt werden kann, siehe (2.51). In Tabelle 5.2 sind die entsprechenden Gyrations-
radien angegeben, sowohl für den gröÿten als auch für den kleinsten Staubteilchenradius
bei γi = 0, 2 und γi = 1, 0. Zum Vergleich ist der mittlere Gyrationsradius derjeni-
gen Elektronen und Ionen aus einer ungestörten Maxwellverteilung angegeben, welche
zum Strom auf das Staubteilchen beitragen. Bestimmt wurden diese aus dem Ober-
�ächenpotenzial im Gleichgewicht, denn nur die Elektronen aus der Maxwellverteilung
mit mindestens der kinetischen Energie in der Gröÿe des Ober�ächenpotenzials kön-
nen das Ober�ächenpotenzial Überwinden und vom Staubteilchen absorbiert werden.
Hieraus folgt eine mittlere Geschwindigkeit, welche aus dem blau markierten Bereich
der Maxwellverteilung in Abbildung 5.7 bestimmt wird. Dagegen werden vom Staub-
teilchen überwiegend nur Ionen absorbiert, welche in der ungestörten Maxwellverteilung
über eine kleinere kinetische Energie als das Ober�ächenpotenzial verfügen. Die mittlere
Geschwindigkeit der Ionen wurde daher aus dem grün markierten Bereich der ungestör-
ten Maxwellverteilung bestimmt.
Zunächst sei die mittlere Zeile in Tabelle 5.2 diskutiert, welche die Gyrationsradien der
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R/µm = 10 200
γi = 0, 2 1, 0 0, 2 1, 0

Elektronen rmp
ge /µm = 5, 0 1, 0 100, 0 20, 0

Vor Absorption rav
ge/µm = 8, 0 1, 6 161, 7 32, 5

Nach Absorption rav
ge/µm = 6, 6 1, 3 131, 9 26, 4

Ionen rmp
gi /µm = 50, 0 10, 0 1000, 0 200, 0

Vor Absorption rav
gi /µm = 40, 7 8, 4 823, 2 166, 6

Nach Absorption rav
gi /µm = 83, 8 17, 9 1656, 3 351, 1

Tabelle 5.2.: Die mittleren Gyrationsradien von Elektronen und Ionen aus Simulationen mit
dem gröÿten und kleinsten Staubteilchenradius bei jeweils β = 1, 0. rmp

ge bzw. rmp
gi sind die in

der Simulation angesetzten wahrscheinlichsten Gyrationsradien. rav
ge bzw. rav

gi stellen mittlere
Gyrationsradien dar, welche aus den Geschwindigkeitsverteilungen der Superteilchen bestimmt
wurden. Zum einen ist der mittlere Gyrationsradius der Teilchen aus einer ungestörten Max-
wellverteilung angegeben, welche zum Strom auf das Staubteilchen im Gleichgewicht beitragen
(Vor Absorption), zum anderen der mittlere Gyrationsradius der Teilchen nach der Absorption
am Staubteilchen (Nach Absorption).

Elektronen zusammenfasst. Die mittleren Gyrationsradien der Elektronen, welche zum
Strom auf das Staubteilchen beitragen (siehe Zeile Vor Absorption) sind für alle vier
Simulationen stets um ca. 60% gröÿer als die angesetzten wahrscheinlichsten Gyrations-
radien. Im abstoÿenden Zentralpotenzial nehmen die mittleren Gyrationsradien dann wie
beschrieben ab (siehe Zeile Nach Absorption), jedoch jeweils nur um ca. 20% bei Ab-
sorption am Staubteilchen, womit sie immer noch um ca. 30% gröÿer als die angesetzten
wahrscheinlichsten Gyrationsradien bleiben. Anders verhält es sich mit den mittleren Gy-
rationsradien der Ionen, welche in der untersten Zeile in Tabelle 5.2 angegeben sind. Die
mittleren Gyrationsradien der Ionen, welche zum Strom auf das Staubteilchen beitragen,
fallen um jeweils ca. 20% kleiner aus die zugehörigen wahrscheinlichsten Gyrationsradien.
Allerdings nimmt der mittlere Gyrationsradius im anziehenden Zentralpotenzial deutlich
zu und ist bei Absorption am Staubteilchen um ca. 100% angestiegen. Im Vergleich zu
den angesetzten wahrscheinlichsten Gyrationsradien beträgt die Steigerung ca. 70%. Zu
beachten ist, dass die relative Ab- bzw. Zunahme der Gyrationsradien unabhängig ist
von der tatsächlichen Gröÿe des magnetischen Flusses sowie vom Radius des Staubteil-
chens relativ zum wahrscheinlichsten Gyrationsradius (γe, γi) oder zu den Debyelängen
des Systems. Für die Fälle mit γi = 0, 2 fallen die Gyrationsradien der Elektronen sowohl
für den kleinsten als auch für den gröÿten Staubteilchenradius stets kleiner aus als der
entsprechende Radius, womit der (magnetisierte) Elektronenstrom durch die Energie-
abnahme im Zentralpotenzial kaum beein�usst wird. Die mittleren Gyrationsradien der
Ionen bleiben dagegen zwar stets gröÿer als der Staubteilchenradius, jedoch nimmt der
Gyrationsradius durch die Energieaufnahme um bis zu 100% zu. Dies kann dazu führen,
dass einige Ionen mit einem entsprechenden Phasenwinkel die Ober�äche des Staubteil-
chens verfehlen und nicht absorbiert werden (siehe hierzu Abschnitt 2.4.2). Die Zunahme
der kinetischen Energie und damit des Gyrationsradius im Zentralpotenzial bewirkt also
eine zusätzliche Abnahme des (magnetisierten) Ionenstroms, welcher in dem Ansatz der
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OML-Theorie für ein Magnetfeld Be nicht berücksichtigt wurde. Daher nimmt wie zu
Begin dieses Abschnitts gezeigt der Ionenstrom bereits für γi < 1, 0 stärker ab als der
Elektronenstrom, wodurch der Betrag des Ober�ächenpotenzial zunimmt. Für die Fälle
γi = 1, 0 steigt der mittlere Gyrationsradius der Ionen bei der Bewegung im Zentral-
potenzial über den Staubteilchenradius hinaus an, was zu einer weiteren Abnahme des
Ionenstroms und damit zu der weiteren Zunahme des Betrages des Ober�ächenpotenzials
führt. Während für β = 1, 0 noch ein leichtes Absinken des negativen Ober�ächenpo-
tenzials im Bereich γe = 1, 0 auftritt, zeigt sich dieser E�ekt für β < 1, 0 nicht mehr,
da der wahrscheinlichste Gyrationsradius der Ionen aufgrund der geringeren kinetischen
Energie entsprechend kleiner ausfällt und für β = 0, 01 sogar γi = γe gilt. Demnach
nimmt der Ionenstrom bei β < 1, 0 und mi/me = 100 für alle γe, γi stets schneller ab als
der Elektronenstrom.
Die Ober�ächenpotenziale steigen für alle Radien und Temperaturverhältnisse bereits
für γi < 1, 0 vom Betrag her an, also wenn der wahrscheinlichste Gyrationsradius der
Ionen noch gröÿer als der Staubteilchenradius ist. Dies gilt dabei sowohl für kleine als
auch für groÿe Staubteilchenradien im Vergleich zu den Debyelängen des Plasmas. Die-
ses Verhalten wurde schon in Abbildung 2.18 aus Patacchini et al. [89] im Abschnitt
2.4.2 für kleine Staubteilchenradien diskutiert. O�ensichtlich ist die in Gleichung (2.81)
angesetzte Bedingung von magnetisierten Elektronen aber gleichzeitig unmagnetisierten
Ionen in einem stationären Plasma mit einer Maxwellverteilung nicht zutre�end, selbst
wenn γi < 1, 0 < γe gilt. Denn aufgrund der Zunahme des Gyrationsradius während der
Bewegung im anziehenden Zentralpotenzial des Staubteilchens werden im Vergleich zum
Fall ohne Magnetfeld entsprechend mehr Ionen re�ektiert.

5.1.2. Modellierung des Potenzialverlaufs

Die in den Abbildungen 5.3 bis 5.5 (jeweils oben) gezeigten Kurven OML B (gestrichelte
Linie) modellieren den Übergang vom OML-Fall ohne Magnetfeld (OML B = 0) zum
Fall von magnetisierten Elektronen und Ionen (OML Bi). Hierzu wurde in den Ausdruck
des Ionenstroms (2.16) die Magnetisierungsfunktion D(γi) wie folgt eingefügt:

IBi (γi) = 4πR2en0

√
kTi

2πmi

(
1−D(γi) ·

eVR

kTi

)
. (5.6)

D(γi) modi�ziert also die Abhängigkeit des Ionenstroms vom Ober�ächenpotenzial eVR,
siehe hierzu auch Abschnitt 2.4.2 und Gleichung (2.76). Das Gleichsetzen mit dem Elek-
tronenstrom nach (2.17) ergibt:√

mi

me

1√
β

=

(
1−D(γi) ·

ηR

β

)
e−ηR . (5.7)

Für D(γi) = 1 ist (5.7) gleich dem Ausdruck aus der OML-Theorie ohne Magnetfeld,
siehe (2.19). Für D(γi) = 0 ist (5.7) gleich dem Fall von magnetisierten Elektronen und
Ionen, siehe (2.77). Der Übergang zwischen den beiden Fällen wird durch die Magneti-
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Abbildung 5.8.: Die Magnetisierungsfunktion D(γi) nach (5.8) für die drei Parameterkombi-
nationen s und a, wie sie in den Abbildungen 5.3 bis 5.5 für die drei Temperaturverhältnisse β
verwendet wurden. Es gilt jeweils D(γi << 1) = 1 sowie D(γi >> 1) = 0.

sierungsfunktion bestimmt, welche wie folgt de�niert sei:

D(γi) = 1− s · γai
1 + s · γai

, (5.8)

wobei s und a Parameter sind. In Abbildung 5.8 ist D(γi) für die drei Parameterkom-
binationen gezeigt, welche in den Abbildungen 5.3 bis 5.5 für die drei Temperaturver-
hältnisse β verwendet wurden. Für die Magnetisierungsfunktion gilt D(γi << 1) = 1
sowie D(γi >> 1) = 0. Mit kleiner werdendem Temperaturverhältnis beginnt D(γi)
entsprechend früher auf Null abzufallen, da wie oben diskutiert die Ober�ächenpoten-
ziale entsprechend früher vom Betrag her ansteigen. Es ist lediglich die Abhängigkeit
des Ionenstroms vom Ober�ächenpotenzial modelliert, welche im Fall von magnetisier-
ten Ionen verschwindet, wie im Abschnitt 2.4.2 erläutert ist. Zusätzlich verringert sich
der Elektronen- und Ionenstrom aufgrund der veränderten Einfallsrichtung jeweils um
die Hälfte (Projektions�äche eines Kreises anstatt einer Kugelober�äche, siehe hierzu
ebenfalls Abschnitt 2.4.2). Dieser E�ekt wurde in (5.6) bzw. (5.7) nicht berücksichtigt,
da die Einführung der Magnetisierungsfunktion bereits eine sehr gute Modellierung des
Potenzialverlaufs zulässt. Zwar ist die Bewegung der Elektronen stets stärker an die
magnetischen Feldlinien gebunden als die der Ionen, womit sich die Projektions�äche
für die Elektronen mit steigendem γi stärker als die der Ionen verändert, jedoch nimmt
der Gyrationsradius der Ionen aufgrund der Energieänderung stark zu (siehe Abschnitt
oben), wodurch der Ionenstrom ebenfalls signi�kant abnimmt.
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5.1.3. Verlauf des Potenzials und der Ladungsdichte

In Abbildung 5.9 ist das gemittelte Potenzial (links) und die Ladungsdichte (rechts) im
gesamten Simulationsgebiet aus den Simulationen mit β = 1 und dem kleinsten Gyra-
tionsradius rmp

ge = 0, 01µm für die jeweils fünf Staubteilchenradien dargestellt. Es ist
ein mittiger Querschnitt durch das würfelförmige Simulationsgebiet in der x-z-Ebene
gezeigt, wobei der Abstand x und z bezüglich der Mitte des Staubteilchens und des Si-
mulationsgebietes auf die Debyelänge λe normiert ist, welche in allen Simulationen gleich
groÿ ist. Das gemittelte Potenzial eV av ist auf die Elektronentemperatur kTe und die
Ladungsdichte ρav auf eine Superteilchenladung pro Gitterzellenvolumen ρ0 nach (4.7)
normiert. Die arithmetische Mittelung wurde wieder über die letzte Hälfte der Simula-
tionsdauer während des Gleichgewichtszustandes des Staubteilchens durchgeführt. Die
Farbskala ist jeweils gleich gewählt, womit die fünf Abbildungen des Potenzials bzw. der
Ladungsdichte direkt miteinander vergleichbar sind. Das magnetische Feld Bz verläuft
in z-Richtung.
Bei allen fünf Radien ist deutlich zu erkennen, dass die Ladungsdichte nur noch eine Ro-
tationssymmetrie in z-Richtung aufweist. Denn in Magnetfeldrichtung bildet sich entlang
des Staubteilchens ein zylinderförmiges Volumen mit einer negativen Ladungsdichte aus.
Dieses zylinderförmige Volumen sei im Folgenden als �magnetische Röhre� bezeichnet.
Die negative Ladungsdichte wird zum einen durch Elektronen verursacht, welche eine
nicht ausreichende kinetische Energie besitzen, um das Ober�ächenpotenzial zu über-
winden und daher entlang der magnetischen Feldlinien zurück re�ektiert werden. Zum
anderen werden die meisten Ionen, welche sich entlang einer Magnetfeldlinie bewegen,
die das Staubteilchen berührt, auch absorbiert, weshalb die Ionendichte in der magne-
tische Röhre deutlich reduziert ist, wie im nächsten Abschnitt gezeigt werden wird. In
der magnetischen Röhre �ieÿt also ein Ladungsstrom von Ionen und Elektronen auf das
Staubteilchen zu und ein Strom von Elektronen vom Staubteilchen weg. Die negative
Ladungsdichte in der Röhre nimmt dabei mit steigendem Radius zu, obwohl das Ober�ä-
chenpotenzial für alle Radien aufgrund der hohen Magnetfeldstärke annähernd gleich ist,
siehe Abbildung 5.3. Zwar wächst für gröÿere Staubteilchen auch der Radius der magne-
tischen Röhre, allerdings werden aufgrund des annähernd gleichen Ober�ächenpotenzials
und des sehr kleinen Gyrationsradius nicht mehr Elektronen pro Volumeneinheit re�ek-
tiert als bei kleineren Radien. Ist jedoch der Radius der magnetischen Röhre im Vergleich
zu den Debyelängen nicht mehr vernächlässigbar, wird die Bewegung der re�ektierten
Elektronen weitgehend durch das Magnetfeld bestimmt, weshalb die meisten Elektronen
in der magnetischen Röhre verbleiben. Bei kleineren Staubteilchenradien im Vergleich
zu den Debyelängen können entsprechend mehr Elektronen und auch Ionen aufgrund
der thermischen Bewegung aus der Röhre heraus oder hinein driften. Entlang der Röhre
entsteht eine positive Ladungsdichte, welche in Höhe des Staubteilchens einen Maximal-
wert erreicht. Der Potenzialverlauf innerhalb des magnetischen Röhre ist ensprechend
der Ladungsdichte negativ, jedoch tritt erst eine signi�kante Abweichung bezüglich der
Rotationssymetrie bei den gröÿeren Radien auf, wie im Abschnitt 5.1.5 in Abbildung
5.13 erläutert wird.
Durch den konstanten, negativen Verlauf des Potenzials in z-Richtung innerhalb der
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magnetischen Röhre ist nun die angesetzte Randbedingung eines verschwindenden Po-
tenzials auf den äuÿeren Gitterpunkten in der x-y-Ebene in Höhe des Staubteilchens
nicht mehr gerechtfertigt. Dennoch wurde in den Simulationen diese Randbedingung
weiterhin angesetzt, da das Simulationsgebiet jeweils eine ausreichende Gröÿe besitzt,
wodurch der Potenzialverlauf in der magnetische Röhre nur im unmittelbaren Randbe-
reich abrupt auf Null abfällt. Die am Rand eingefügten Plasmateilchen erfahren hier-
durch zwar eine Energieänderung, welche allerdings im Vergleich zur Energieänderung
im Potenzialfeld des Staubteilchens zu vernachlässigen ist. In Abbildung 5.9 ist zudem
jeweils eine erhöhte Ladungsdichte am rechten und linken Rand zu beobachten, also
in der y-z-Ebene parallel zu den Magnetfeldlinien, wobei der Betrag der Ladungsdichte
mit steigendem Staubteilchenradius bzw. Gitterpunktabstand zunimmt. Unmittelbar im
Randbereich bildet sich eine negative gefolgt von einer positiven Ladungsdichte aus, wie
besonders deutlich in der Simulation mit dem gröÿten Radius zu erkennen ist. Dieser
E�ekt wird von den in der y-z-Ebene in jedem Zeitschritt eingefügten Plasmateilchen
verursacht, welche sogleich auf eine Spiralbahn parallel zur y-z-Ebene gezwungen werden.
Da die Elektronen im Mittel einen hundertmal kleineren Gyrationsradius aufweisen als
die Ionen, verbleiben die meisten Elektronen im unmittelbaren Randbereich, während
die Ionen weiter in das Simulationsgebiet eindringen und eine positive Ladungsdich-
te vor der negativen ausbilden. Der mit dem Gitterpunktabstand zunehmende Betrag
der Ladungsdichte im Randbereich ist dabei auf die gröbere räumliche Au�ösung der
Debyelängen zurückzuführen.

5.1.4. Verlauf der Ionen- und Elektronendichte

Da der Teilchendichteverlauf wie schon in Abbildung 5.9 zu erkennen nicht mehr ku-
gelsymmetrisch bezüglich des Staubteilchens verläuft, sind jeweils zwei räumliche Teil-
chendichten nav

e,i(B⊥) und nav
e,i(B‖) aus den Simulationen ausgegeben worden. nav

e,i(B‖)
entspricht dabei einer Teilchendichte innerhalb eines zylinderförmigen Volumens in z-
Richtung ober- und unterhalb des Staubteilchens, wie schematisch in Abbildung 5.10
durch die Rot schattierten Flächen veranschaulicht ist. Die runde Grund- und Deck-
�äche des Zylinders wird durch den Staubteilchenradius R gebildet. nav

e,i(B⊥) entspricht
einer Teilchendichte innerhalb eines torusförmigen Volumens um das Staubteilchen her-
um, dargestellt durch die Blau schattierten Flächen. Die Höhe der Zylinder bzw. die
Breite der Tori entsprechen immer dem Gitterpunktabstand ∆x. Die jeweiligen Teil-
chendichten sind dabei alle 1.000 Zeitschritte bestimmt und ausgegeben worden, wobei
die arithmetische Mittelung wieder jeweils über die letzte Hälfte der Simulationsdauer
während des Gleichgewichtszustandes des Staubteilchens durchgeführt wurde.
In Abbildung 5.11 bzw. 5.12 ist für den kleinsten und gröÿten Staubteilchenradius der
gemittelte radiale Verlauf der Elektronen- und Ionendichte nav

e,i(B⊥) (links) und nav
e,i(B‖)

(rechts) für verschiedene Verhältnisse γe und den drei Temperaturverhältnissen β ge-
zeigt. Zum Vergleich ist jeweils der kugelsymmetrische Verlauf der Teilchendichte ohne
ein Magnetfeld (schwarze Kurven) aus Abbildung 4.11 dargestellt. Der Abstand ist auf
die Debyelänge λe normiert, die Dichte jeweils auf die anfänglich angesetzte Plasmadich-
te n0. Die Ober�äche des Staubteilchens be�ndet sich am linken Rand bei r = R. Der
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Abbildung 5.9.: Das gemittelte Potenzial eV av/kTe (links) und die Ladungsdichte ρav/ρ0

(rechts) im gesamten Simulationsgebiet aus den Simulationen mit β = 1, 0 und rmp
ge = 0, 01 µm

für die jeweils fünf Staubteilchenradien R. Die arithmetische Mittelung wurde wieder über
die letzte Hälfte der Simulationsdauer während des Gleichgewichtszustandes des Staubteilchens
durchgeführt. Die Ladungsdichte ist auf eine Superteilchenladung pro Gitterzellenvolumen ρ0

nach (4.7) normiert. Es ist ein mittiger Querschnitt durch das würfelförmige Simulationsgebiet
in der x-z-Ebene gezeigt, wobei der Abstand x und z auf λe normiert ist. Die Farbskala ist
jeweils gleich gewählt, womit die jeweils fünf Abbildungen direkt miteinander vergleichbar sind.
Das magnetische Feld Bz verläuft in z-Richtung.
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Abbildung 5.10.: Schematische Darstellung der Volumengebiete zur Bestimmung der Teil-
chendichten nav

e,i(B‖) und n
av
e,i(B⊥) aus Abbildung 5.11 und 5.12. nav

e,i(B‖) entspricht einer Teil-
chendichte innerhalb eines zylinderförmigen Volumens in z-Richtung ober- und unterhalb des
Staubteilchens, dargestellt durch die rot schattierten Flächen. Die runde Grund- und Deck�äche
des Zylinders wird durch den Radius R+ i ·∆x mit i = 0, 1...Nz−1 gebildet. Die jeweils im glei-
chem Rot schattierten Volumina haben untereinander keine Verbindung, weshalb die jeweilige
Teilchenanzahl aufaddiert und auf das entsprechend doppelte Volumen bezogen wurde. nav

e,i(B⊥)
entspricht einer Teilchendichte innerhalb eines torusförmigen Volumens um das Staubteilchen
herum, dargestellt durch die Blau schattierten Flächen. Die Höhe der Zylinder bzw. die Breite
der Tori entsprechen dem Gitterpunktabstand ∆x.

Abstand r bezieht sich also auf die Mitte des Staubteilchens bzw. des Simulationsgebie-
tes.
Zunächst sei der Verlauf der Elektronen- Ionendichte senkrecht zur Magnetfeldrichtung
nav

e,i(B⊥) für den kleinsten Radius R = 10 µm in Abbildung 5.11 (links) diskutiert. Für
β = 1, 0 sinkt die Ionendichte (durchgezogene Linie) mit steigendem γe in der unmit-
telbaren Umgebung des Staubteilchens im Vergleich zum Fall ohne Magnetfeld, jedoch
nur solange γe, γi ≤ 1, 0 ist. Für γe, γi > 1, 0 nimmt die Ionendichte wieder zu und steigt
sogar höher als im Fall ohne Magnetfeld und fällt zudem langsamer ab. Bei den beiden
kleineren Temperaturverhältnissen zeigt sich ein ähnliches Verhalten, wobei die Ionen-
dichte mit steigendem γe jeweils immer langsamer abfällt. Zudem liegt der Maximalwert
der Ionendichte bei β = 0, 01 und für γe, γi ≥ 1, 0 jeweils deutlich niedriger als im Fall
ohne Magnetfeld. Das Absinken der Ionendichte bei den beiden gröÿten Temperatur-
verhältnissen (z.B. für γe = 10 bei β = 1, 0 bzw. γe = 1, 0 bei β = 0, 1) liegt darin
begründet, dass insgesamt weniger Ionen senkrecht zur Magnetfeldrichtung zum Staub-
teilchen transportiert werden. Für das kleinste Temperaturverhältnis tritt dieser E�ekt
zwar auch auf, jedoch werden aufgrund der relativ kleinen kinetischen Energie immer
noch ausreichend Ionen in Richtung des Staubteilchens beschleunigt. Die Ionendichte
senkrecht zur Magnetfeldrichtung steigt dann mit zunehmenden γe, γi wieder an, da die
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Bewegung der Ionen immer stärker an die Magnetfeldlinien gebunden wird und nur noch
die Ionen absorbiert werden, dessen Magnetfeldlinien die Ober�äche des Staubteilchens
tangieren. Es sinkt also nicht nur die Anzahl der Ionen, welche in Richtung des Staubteil-
chens beschleunigt werden, sondern auch der Ionenstrom auf die Ober�äche (senkrecht
zu Bz), welcher für γe, γi >> 1, 0 gegen Null geht, weshalb die Ionendichte nav

i (B⊥) an-
steigt. Die Elektronendichte nav

e (B⊥) (gestrichelte Linie) sinkt jeweils mit steigendem γe,
da die Anzahl der zum Staubteilchen transportierten Elektronen immer weiter abnimmt
und aufgrund des abstoÿenden Potenzials unabhängig vom Gyrationsradius nur diejeni-
gen Elektronen absorbiert werden, welche eine ausreichende kinetische Energie besitzen,
um das Ober�ächenpotenzial zu überwinden.
Der Dichteverlauf in Magnetfeldrichtung nav

e,i(B‖) ist für den kleinsten Radius in Abbil-
dung 5.11 (rechts) gezeigt. Die Ionendichte sinkt jeweils mit steigendem γe, bis diese
schlieÿlich deutlich unter die Elektronendichte abfällt. Allerdings fällt die Elektronen-
dichte kurz vor der Ober�äche des Staubteilchens stets unter die Ionendichte, womit auch
in Magnetfeldrichtung stets eine geringfügige Abschirmung des Ober�ächenpotenzials
gegeben ist. Die Ionendichte in der magnetischen Röhre reduziert sich mit steigendem
γe, da sich die Ionen für γi >> 1, 0 nahezu entlang der Magnetfeldlinien bewegen und
aufgrund des anziehenden Ober�ächenpotenzials alle Ionen absorbiert werden, dessen
Magnetfeldlinie die Ober�äche des Staubteilchens tangiert bzw. durchdringt. Die Ionen-
dichte nav

i (B‖) wird also für γi >> 1, 0 durch den konstanten Ionenstrom ausgehend
vom Simulationsrand auf das Staubteilchen erzeugt. Mit sinkendem Temperaturverhält-
nis nimmt auch die Ionendichte für γe, γi >> 1, 0 in der Umgebung des Staubteilchens
stark ab, wobei sie für β = 0, 01 fast bis auf Null absinkt.
Für den gröÿten Radius R = 200µm ist der Verlauf der Elektronen- Ionendichte senk-
recht zur Magnetfeldrichtung nav

e,i(B⊥) in Abbildung 5.12 (links) dargestellt. Ähnlich wie
beim kleinsten Radius sinkt die Ionendichte zunächst mit steigendem γe, bevor sie für
γe, γi >> 1, 0 schlieÿlich deutlich höher als im Fall ohne Magnetfeld und sogar gröÿer
als die ungestörte Plasmadichte n0 ausfällt, so wie es auch für das kleinste Staubteilchen
der Fall ist. Es bildet sich also im Gegensatz zum Fall ohne Magnetfeld eine relativ �di-
cke� Schicht (engl. thick sheath) aus Ionen um das gröÿte Staubteilchen senkrecht zur
Magnetfeldrichtung herum aus. Zudem verschwindet die quasineutrale Vorrandschicht
(engl. pre-sheath), in welcher nav

i ≈ nav
e < n0 gilt. Im Gegensatz zum kleinsten Radius

steigt die Elektronendichte nav
e (B⊥) (gestrichelte Linie) für γe, γi >> 1, 0 wieder leicht

an, da die Ionendichte über der ungestörten Plasmadichte n0 liegt und damit entspre-
chend mehr Elektronen durch die positive Raumladungsdichte angezogen werden.
Der Verlauf der Elektronen- Ionendichte in Magnetfeldrichtung nav

e,i(B‖) ist für den gröÿ-
ten Radius in Abbildung 5.12 (rechts) gezeigt. Analog zum Verlauf beim kleinsten Radius
sinkt die Ionendichte jeweils mit steigendem γe bis deutlich unter die Elektronendichte
nav

e (B‖). Die Ionendichte verläuft für γe, γi >> 1, 0 unabhängig vom Abstand zur Ober-
�äche des Staubteilchens jeweils nahezu konstant. Die Elektronendichte steigt auch in der
magnetischen Röhre für γe, γi >> 1, 0 wieder an, ähnlich wie die Dichte senkrecht zum
Magnetfeld, da mit kleiner werdendem Gyrationsradius entsprechend mehr Elektronen
in der magnetischen Röhre verbleiben und entlang der Magnetfeldlinien zurückre�ektiert
werden.
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Abbildung 5.11.: Der gemittelte räumliche Verlauf der Elektronen- und Ionendichte nav
e und

nav
i aus den Simulationen mit dem Radius R = 10 µm bei den drei Temperaturverhältnissen β

sowie verschiedenen Verhältnissen γe. Es sind die räumlichen Teilchendichten nav
e,i(B⊥), nav

e,i(B‖)
(farbige Kurven) und zum Vergleich der kugelsymmetrische Verlauf der Teilchendichte ohne ein
Magnetfeld (schwarze Kurven) aus Abbildung 4.11 dargestellt. Die Dichten wurden alle 1.000
Zeitschritte ausgegeben und die arithmetische Mittelung wurde jeweils über die letzte Hälfte der
Simulationsdauer durchgeführt. Der Abstand ist auf die Debyelänge λe normiert, die jeweilige
Dichte auf die anfänglich angesetzte Plasmadichte n0. Die Ober�äche des Staubteilchens be�ndet
sich am linken Rand bei r = R. Die jeweils gestrichelten und zum Staubteilchen abfallenden
Kurven entsprechen der Elektronendichte, die durchgezogenen Kurven der Ionendichte.
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Abbildung 5.12.: Der gemittelte räumliche Verlauf der Elektronen- und Ionendichte nav
e und

nav
i aus den Simulationen mit dem Radius R = 200 µm bei den drei Temperaturverhältnissen β

sowie verschiedenen Verhältnissen γe. Es sind die räumlichen Teilchendichten nav
e,i(B⊥), nav

e,i(B‖)
(farbige Kurven) und zum Vergleich der kugelsymmetrische Verlauf der Teilchendichte ohne ein
Magnetfeld (schwarze Kurven) aus Abbildung 4.11 dargestellt. Die Dichten wurden alle 1.000
Zeitschritte ausgegeben und die arithmetische Mittelung wurde jeweils über die letzte Hälfte der
Simulationsdauer durchgeführt. Der Abstand ist auf die Debyelänge λe normiert, die jeweilige
Dichte auf die anfänglich angesetzte Plasmadichte n0. Die Ober�äche des Staubteilchens be�ndet
sich am linken Rand bei r = R. Die jeweils gestrichelten und zum Staubteilchen abfallenden
Kurven entsprechen der Elektronendichte, die durchgezogenen Kurven der Ionendichte.
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5.1.5. Verlauf des Potenzialpro�ls

In Abbildung 5.13 sind die radialen, gemittelten Potenzialpro�le aus den Simulatio-
nen mit dem kleinsten und gröÿten Staubteilchenradius bei verschiedenen Verhältnissen
γe und den drei Temperaturverhältnissen β gezeigt. Die Mittelung der Pro�le wurde
dabei ähnlich wie in Abschnitt 4.3.3 beschrieben durchgeführt. Da allerdings der Ab-
fall des Ober�ächenpotenzials mit einem in z-Richtung überlagertem Magnetfeld nicht
mehr kugelsymmetrisch bezüglich des Staubteilchens verläuft, wurden nun die vier ra-
dialen Pro�le in der x-y-Ebene, welche senkrecht zu den magnetischen Feldlinien steht,
zu einem Pro�l V av(B⊥) (durchgezogene, farbige Linien) und die zwei radialen Pro�le
V av(B‖) in z-Richtung (gestrichelte, farbige Kurven) ebenfalls zu einem gemittelt. Die
Pro�le wurden wieder jeweils über die letzte Hälfte der Simulationsdauer arithmetisch
gemittelt, in welchen sich das Staubteilchen im Gleichgewichtszustand befand. Zum Ver-
gleich ist jeweils der Verlauf des Potenzials für den Fall ohne Magnetfeld aus Abbildung
4.12 gezeigt (schwarze Linie). Der Abstand r−R von der Ober�äche des Staubteilchens
am linken Rand ist auf die Debyelänge λe und das Potenzial auf das jeweilige gemittelte
Ober�ächenpotenzial im Gleichgewicht normiert.
Für den kleinsten Radius R = 10 µm (Abbildung 5.13, links) bleibt für β = 1, 0 der
rotationssymmetrische Verlauf des Potenzials für alle γe fast exakt erhalten, obwohl der
Verlauf der Teilchendichten wie im letzten Abschnitt diskutiert recht unterschiedlich aus-
fällt, wie auch in Abbildung 5.9 für γe = 1000 zu erkennen ist. Die radialen Potenzialpro-
�le V av(B⊥) und V av(B‖) verlaufen jeweils nahezu identisch zum Fall ohne Magnetfeld
und damit zum Debye-Hückel-Potenzial nach (2.38) mit der linearisierten Debyelänge
als Abschirmlänge, obwohl das Ober�ächenpotenzial im Gleichgewicht betragsmäÿig viel
höher ausfällt als im Fall ohne Magnetfeld. Dies ist auf den Potenzialverlauf in der Nähe
des Staubteilchens zurückzuführen, welcher auch durch ein unabgeschirmtes Coulomb-
Potenzial approximierbar ist und damit unabhängig von der Teilchendichte ist. Mit sin-
kendem Temperaturverhältnis und steigendem γe fällt das Potenzial dagegen jeweils
etwas langsamer ab, insbesondere in z-Richtung, da der Verlauf nun nicht mehr durch
ein unabgeschirmtes Coulomb-Potenzial approximierbar ist.
Für den gröÿten Radius R = 200µm (Abbildung 5.13, rechts) bleibt der rotationssym-
metrische Verlauf des Potenzials nur noch für β = 1, 0 bei γe = 2, 0 erhalten. Ähnlich
wie beim Verlauf der Dichten fallen die Potenziale senkrecht zur Magnetfeldrichtung
V av(B⊥) mit steigendem γe zunächst langsamer im Vergleich zum Fall ohne Magnetfeld
ab, bevor sie für γe >> 1, 0 deutlich schneller abfallen, da hier wie im letzten Abschnitt
diskutiert die Ionendichte gröÿer als die ungestörte Plasmadichte n0 ausfällt. Mit steigen-
dem γe fällt das Potenzial in Magnetfeldrichtung V av(B‖) nicht auf Null sondern jeweils
auf einen konstanten negativen Betrag ab, da sich wie diskutiert eine magnetische Röhre
mit einer negativen Ladungsdichte ausbildet. Für γe = 20 fällt das Potenzial senkrecht
zum Magnetfeld V av(B⊥) bei allen drei Temperaturverhältnissen zunächst langsamer
und in gröÿerer Entfernung vom Staubteilchen (bis ca. 4λe) schneller ab als im Ver-
gleich zum Fall ohne Magnetfeld. Dies korrespondiert mit dem Verlauf der Ionendichte
in Abbildung 5.12 (links), welche jeweils deutlich geringer ausfällt und somit das negative
Ober�ächenpotenzial schwächer abgeschirmt wird als im Fall ohne Magnetfeld.
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5.1. Dreidimensionale Simulationen von Magnetoplasmen mit Staubteilchen

Abbildung 5.13.: Der gemittelte radiale Verlauf des Potenzials V av aus den Simulationen mit
dem Radius R = 10 µm (links) und R = 200 µm (rechts) bei den drei Temperaturverhältnissen β
sowie verschiedenen Verhältnissen γe. Dabei entspricht V av(B⊥) (durchgezogene, farbige Lini-
en) dem radialen Verlauf senkrecht zu den magnetischen Feldlinien, V av(B‖) (gestrichelte, far-
bige Kurven) dem Verlauf in Magnetfeldrichtung. Zum Vergleich ist der rotationssymmetrische
Verlauf ohne ein Magnetfeld (schwarze Kurven) aus Abbildung 4.12 dargestellt. Das Potenzial
wurde alle 1.000 Zeitschritte ausgegeben und die arithmetische Mittelung wurde jeweils über die
letzte Hälfte der Simulationsdauer durchgeführt. Der Abstand ist auf die Debyelänge λe und das
Potenzial auf das jeweilige gemittelte Ober�ächenpotenzial im Gleichgewicht V av

R normiert. Die
Ober�äche des Staubteilchens be�ndet sich am linken Rand bei r = R.
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5. OPAR-Simulationen von staubigen Magnetoplasmen
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Die Wechselwirkung zwischen einem Plasma und darin enthaltenen Staubpartikeln ist
im Universum allgegenwärtig und hat in den letzten zwei Dekaden sowohl in der Grund-
lagenforschung als auch in industriellen Anwendungen enorm an Bedeutung gewonnen.
Seit der Entdeckung des aus mikrometergroÿen Partikeln bestehenden Plasmakristalls
im Jahr 1994 sind dynamische Prozesse wie Phasenübergänge auf dem elementarem ki-
netischen Niveau direkt beobachtbar. In der Industrie werden in Beschichtungsverfahren
zunehmend Plasmaprozesse eingesetzt, wobei die Kontamination mit Staubpartikeln oft
unerwünscht ist und zu Ausschussware führt. Staubpartikel bestimmter Gröÿe und Be-
scha�enheit können aber auch gezielt eingesetzt werden, um die Abscheidungsraten zu
kontrollieren oder die Materialeigenschaften zu beein�ussen. In einem Plasma laden sich
Staubteilchen durch die Wechselwirkung mit den Elektronen und Ionen im allgemeinen
negativ auf und können eine Ladung von mehreren tausend Elementarladungen aufneh-
men. Die Ladung �uktuiert dabei um einem Gleichgewichtszustand, welcher von der
Gröÿe des Staubteilchens und den Plasmaparametern abhängt. Die Gleichgewichtsla-
dung bzw. das Gleichgewichtspotenzial stellt eines der wichtigsten Charakteristika eines
staubigen oder komplexen Plasmas dar.
Mittels der OML-Theorie lässt sich das Gleichgewichtspotenzial in Abhängigkeit des
Temperatur- und Massenverhältnisses der Ionen und Elektronen analytisch bestimmen.
Allerdings werden in der OML-Theorie keine Potenzialbarrieren im e�ektiven Potenzial
der Plasmateilchen berücksichtigt, welche jedoch insbesondere in einem abgeschirmten
Potenzialverlauf wie z.B. dem Debye-Hückel-Potenzial auftreten können. Der Ionenstrom
wird durch die Potenzialbarrieren verringert, wodurch der negative Betrag des Ober�ä-
chenpotenzials ansteigt. Die OML-Theorie stellt jedoch eine gute Approximation für
den Fall von kleinen Staubteilchenradien im Vergleich von den Debyelängen des Plas-
masystems dar (R < λe, λi), da für diesen Fall der Potenzialverlauf in der unmittelba-
ren Umgebung des Staubteilchens nahezu wie ein (unabgeschirmtes) Coulomb-Potenzial
ohne Potenzialbarrieren verläuft. Die OM-Theorie berücksichtigt auftretende Potenzial-
barrieren und erlaubt die Bestimmung des Ober�ächenpotenzials im Gleichgewicht in
Abhängigkeit des Staubteilchenradius. Die OM-Theorie beinhaltet jedoch implizite Ab-
hängigkeiten, weshalb keine analytische Lösung möglich ist. Zudem ist die Bestimmung
eines Potenzialpro�ls über die numerische Lösung der Poissongleichung erforderlich.
In dieser Arbeit wurde mit Hilfe des Simulationscodes OPAR die Au�adung und das
Gleichgewichtspotenzial von einzelnen, sphärischen Staubteilchen unterschiedlicher Grö-
ÿe untersucht. OPAR basiert auf dem �Particle-In-Cell� Verfahren, wobei die Staubteil-
chen als innere und ortsfeste Randbedingungen mit einer zeitabhängigen Staubteilchen-
ladung implementiert sind. Die Ober�äche eines Staubteilchen stellt eine vollständig
absorbierende Kapazität dar, auf welcher sich die Ober�ächenladung homogen verteilt.
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Dynamisch simuliert wurden Elektronen und Ionen, wobei das Simulationsgebiet durch
die äuÿeren Randbedingungen in ein �unendlich� ausgedehntes, ungestörtes Maxwell-
plasma eingebettet ist. Es wurden ein-, zwei- und dreidimensionale Plasmasysteme mit
insgesamt fünf verschiedenen Staubteilchenradien bei jeweils drei Temperaturverhält-
nissen (Ionen zu Elektronen) simuliert. Die Radien fallen dabei sowohl kleiner als auch
gröÿer als die Debyelängen des betrachteten Plasmasystems aus. Ein Staubteilchen lädt
sich im Verlauf einer Simulation negativ auf bis ein Gleichgewichtszustand erreicht ist.
Zunächst wurden Simulationen ohne ein überlagertes Magnetfeld betrachtet. Mit den
eindimensionalen Simulationen in sphärischer Symmetrie konnte mit relativ geringem nu-
merischen Aufwand gezeigt werden, dass die Simulationsergebnisse für kleine Staubteil-
chenradien eine sehr gute Übereinstimmung mit analytischen Theorien zeigen. Die gemit-
telten Ober�ächenpotenziale im Gleichgewicht entsprechen in guter Näherung denen aus
der OML-Theorie und der Potenzialverlauf wird durch ein Debye-Hückel-Potenzial ap-
proximiert. Mit steigendem Staubteilchenradius nimmt der Betrag des negativen Ober-
�ächenpotenzials gemäÿ der OM-Theorie zu. In den dreidimensionalen Simulationen
wurde dagegen ein gröÿerer Gitterpunktabstand angesetzt, um den numerischen Auf-
wand in einem akzeptablen Rahmen zu halten, wodurch die Ergebnisse aufgrund der
gröberen Au�ösung einen systematischen Fehler von ca. +5% zeigen. Auch die zweidi-
mensionalen Simulationen zeigen eine gute Übereinstimmung mit analytischen Theorien,
wobei der Potenzialverlauf für kleine Radien durch eine Lösung der linearisierten, zylin-
dersymmetrischen Poissongleichung approximiert wird. Die zweidimensionalen Staub-
teilchen stellen dabei �unendlich� ausgedehnte �Stäbe� dar. Die Ionendichte steigt in
der Umgebung des Staubteilchens deutlich über die ungestörte Plasmadichte an, da die
meisten Ionen, welche in Richtung des Staubteilchens beschleunigt werden, nicht vom
Staubteilchen absorbiert, sondern re�ektiert werden. Mit steigendem Radius geht der
Verlauf der Teilchendichten zunehmend in den Verlauf nahe einer ebenen Plasmabegren-
zung über und die Abschirmung des Ober�ächenpotenzials wird durch die auftretenden
Potenzialbarrieren zunehmend nichtlinear. Die OPAR-Simulationen erlauben also die
realistische Untersuchung von Staubteilchen unterschiedlicher Gröÿe über einen weiten
Bereich der Plasmaparameter, wobei insbesondere der Übergang zwischen dem OML-
Fall (R < λe, λi) und dem OM-Fall (R ≥ λe, λi) darstellbar ist.
Eine vollständige Beschreibung von staubigen Plasmen muss auch den Ein�uss von ma-
gnetischen Feldern berücksichtigen. In Magnetoplasmen werden geladene Teilchen ent-
lang der Magnetfeldlinien auf Spiralbahnen gezwungen, wodurch die Elektronen- und
Ionenströme auf ein sphärisches Staubteilchen nicht mehr rotationssymmetrisch verlau-
fen. Eine analytische Lösung des Gleichgewichtspotenzials in Abhängigkeit des Staub-
teilchenradius und der Gröÿe des magnetischen Flusses ist nicht möglich. Die Bewegung
der Elektronen wird aufgrund der viel kleineren Masse stärker an die Magnetfeldlinien
gebunden als die der Ionen, weshalb auch der Elektronenstrom auf ein Staubteilchen stets
stärker beein�usst wird als der Ionenstrom. Auf dieser Grundlage lassen sich mit Hilfe
der OML-Theorie qualitative Aussagen über das Ober�ächenpotenzial tre�en. Ist der
wahrscheinlichste Gyrationsradius der Elektronen kleiner als der Staubteilchenradius,
der der Ionen aber noch gröÿer (γi < 1, 0 < γe), reduziert sich nur der Elektronenstrom
auf das Staubteilchen aufgrund der Einfallsrichtung entlang der Magnetfeldlinien um
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die Hälfte. Durch diese Bedingung von magnetisierten Elektronen aber unmagnetisier-
ten Ionen ergibt sich betragsmäÿig ein kleineres Ober�ächenpotenzial als im Fall ohne
Magnetfeld. Sind die wahrscheinlichsten Gyrationsradien sowohl der Elektronen als auch
der Ionen kleiner als der Staubteilchenradius (γe, γi > 1, 0), reduziert sich auch der Io-
nenstrom um die Hälfte und wird zudem unabhängig vom Ober�ächenpotenzial, da jedes
Ion, welches sich entlang einer Magnetfeldlinie bewegt, die das Staubteilchen berührt,
auch absorbiert wird. Aus dieser Bedingung von magnetisierten Elektronen und Ionen
ergibt sich ein betragsmäÿig höheres Ober�ächenpotenzial als im Fall ohne Magnetfeld.
In OPAR ist ein Magnetoplasma durch die Überlagerung des Simulationsgebietes mit
einem homogenen und konstanten Magnetfeld erzeugt worden. Angesetzt wurden zehn
verschiedene magnetische Flüsse, wobei die jeweiligen wahrscheinlichsten Gyrationsradi-
en sowohl gröÿer als auch kleiner als die fünf Staubteilchenradien ausfallen. Eine signi-
�kante Zunahme des negativen Ober�ächenpotenzials im Gleichgewicht tritt unabhän-
gig vom Temperaturverhältnis erst ein, wenn der wahrscheinlichste Gyrationsradius der
Elektronen deutlich kleiner als die Debyelänge λe wird. Allerdings fällt die betragsmä-
ÿige Zunahme des Ober�ächenpotenzials in Abhängigkeit des Gyrationsradius bzw. des
magnetischen Flusses umso gröÿer aus, je gröÿer der Staubteilchenradius im Vergleich
zur Debyelänge λe ist. Die Ober�ächenpotenziale zeigen insbesondere für kleine Gyrati-
onsradien eine Abhängigkeit mit dem Verhältnis γe, γi und nicht direkt mit der magne-
tischen Flussdichte B. Für γe, γi >> 1, 0 streben die Ober�ächenpotenziale unabhängig
vom Staubteilchenradius einem konstanten Wert zu, welcher sich aus dem OML-Fall für
magnetisierte Elektronen und Ionen ergibt. Im Bereich γi < 1, 0 < γe zeigt sich zwar
ein leichtes Absinken des negativen Ober�ächenpotenzials, jedoch nicht in dem Maÿe
wie vom entsprechenden OML-Fall vorhergesagt. Der Fall von magnetisierten Elektro-
nen aber unmagnetisierten Ionen existiert demnach in einem Maxwellplasma nicht, da
der Ionenstrom auf das Staubteilchen bereits für γi < 1, 0 < γe in stärkerem Maÿe ab-
nimmt als der Elektronenstrom. Die Abnahme des Ionenstroms wird durch die Zunahme
des Gyrationsradius der Ionen verursacht, da diese im anziehenden Zentralpotenzial des
Staubteilchens kinetische Energie aufnehmen. Wie mit den OPAR-Simulationen gezeigt
werden konnte, nimmt der Gyrationsradius im Mittel um ca. 100% zu, wodurch Ionen mit
einem entsprechenden Phasenwinkel die Ober�äche des Staubteilchens verfehlen können
und nicht absorbiert werden. Die relative Zunahme des mittleren Gyrationsradius der
Ionen ist dabei unabhängig von der Gröÿe des magnetischen Flusses und des Staubteil-
chenradius. Für β < 1, 0 tritt kein leichtes Absinken des negativen Ober�ächenpotenzials
mehr auf, da der wahrscheinlichste Gyrationsradius der Ionen aufgrund der geringeren
kinetischen Energie entsprechend kleiner ausfällt und für β = 0, 01 aufgrund des Mas-
senverhältnisses von mi/me = 100 sogar gleich dem wahrscheinlichsten Gyrationsradius
der Elektronen ist (γi = γe). Somit nimmt der Ionenstrom in den Simulationen für alle
γe, γi stets schneller ab als der Elektronenstrom.
Der Verlauf des Potenzials und der Ladungsdichte in der Umgebung des Staubteilchens
zeigt nur noch bezüglich der Magnetfeldrichtung eine Rotationssymmetrie. Entlang des
Staubteilchens und parallel zur Magnetfeldrichtung bildet sich ein zylinderförmiges Vo-
lumen mit einer negativen Ladungsdichte aus (�magnetische Röhre�), welche bis zum
Rand des Simulationsgebietes reicht. Die negative Ladungsdichte wird zum einem durch
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6. Zusammenfassung und Ausblick

niederenergetische Elektronen erzeugt, welche das negative Ober�ächenpotenzial nicht
überwinden konnten und daher entlang der Magnetfeldlinien zurück re�ektiert werden.
Zum anderen werden die meisten Ionen, die sich entlang einer Magnetfeldlinie bewegen
welche das Staubteilchen berührt, auch absorbiert, wodurch die Ionendichte stark ab-
sinkt. Mit steigendem Staubteilchenradius im Vergleich zu den Debyelängen nimmt in
der magnetischen Röhre auch der Betrag der negativen Ladungsdichte zu, da die Bewe-
gung der re�ektierten Elektronen aufgrund des steigenden Radius der Röhre zunehmend
durch das Magnetfeld bestimmt wird. Bei kleineren Staubteilchen können entsprechend
mehr Elektronen und Ionen aus oder in die magnetische Röhre driften.
In der Umgebung des Staubteilchens senkrecht zur Magnetfeldrichtung steigt die Io-
nendichte mit zunehmendem γe, γi sogar für die gröÿten Staubteilchenradien über die
ungestörte Plasmadichte hinaus an, da nur noch die Ionen vom Staubteilchen absor-
biert werden, deren Magnetfeldlinien die Ober�äche des Staubteilchens tangieren. Für
γe, γi >> 1, 0 geht der Ionenstrom senkrecht zur Magnetfeldrichtung gegen Null. Inner-
halb der magnetischen Röhre ist die Ionendichte deutlich reduziert und kleiner als die
Elektronendichte, jedoch fällt die Elektronendichte kurz vor der Ober�äche des Staub-
teilchens stets unter die Ionendichte, womit auch in Magnetfeldrichtung eine geringfügige
Abschirmung des Potenzials statt�ndet.
Für kleine Staubteilchenradien im Vergleich zu den Debyelängen bleibt der rotations-
symmetrische Verlauf des Potenzials für alle γe, γi erhalten, auch wenn der Teilchendich-
teverlauf recht unterschiedlich ist. Zurückzuführen ist dies auf den Potenzialverlauf in der
Nähe des Staubteilchens, welcher im Fall ohne Magnetfeld auch durch ein unabgeschirm-
tes Coulomb-Potenzial oder Debye-Hückel-Potenzial mit der linearisierten Debyelänge
als Abschirmlänge approximierbar und damit unabhängig von der Teilchendichte ist.

Ausblick

Das Forschungsgebiet der staubigen und komplexen Plasmen hat in den letzten zwei
Dekaden ein enormes Wachstum erfahren. Das bessere Verständnis der Vorgänge in ei-
nem mit mikropartikeln durchsetzten Plasmas hat nicht nur wertvolle Beiträge für eine
breite Grundlagenforschung geleistet, sondern auch technologisch viele neue Möglichkei-
ten hervorgebracht, wobei dies auch in Zukunft noch zu erwarten ist. Die erfolgreichen
Plasmakristallexperimente auf der internationalen Raumstation werden ständig erwei-
tert und auch in erdgebundenen Laboren sind einige Groÿprojekte geplant. Dabei rückt
insbesondere die Erforschung der komplexen Magnetoplasmen in den Vordergrund, da
nahezu alle Plasmen auch mit Magnetfeldern durchsetzt sind und deren Ein�uss nicht im-
mer zu vernachlässigen ist. Zudem können externe Magnetfelder als Kontrollinstrument
eingesetzt werden, um beispielsweise in Plasmabeschichtungsverfahren die unerwünsch-
ten Staubpartikel herauszu�ltern oder die Beschichtungsraten zu steuern.
In dieser Arbeit wurden mit dem OPAR-Code einzelne, isolierte Staubteilchen betrach-
tet. In einem komplexen Plasma besteht allerdings eine intensive Wechselwirkung unter
den Partikeln, was zu einer starken Beein�ussung der Ladungsströme und damit des
Ober�ächenpotenzials im Vergleich zum isolierten Fall führt. Die Teilchendichten sind
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innerhalb eines Plasmakristalls stark reduziert, wodurch die Ober�ächenladung relativ
klein ausfällt. Der OPAR-Code erlaubt auch die Berücksichtigung von mehreren inneren
Randbedingungen nebeneinander. Hierdurch wird die Simulation eines ortsfesten Clus-
ters von Staubteilchen möglich, wobei der Abstand zwischen den Staubteilchen einstell-
bar ist. Neben dem Ober�ächenpotenzial im Gleichgewicht könnten auch die Coulomb-
Kräfte unter den einzelnen Staubteilchen in Abhängigkeit des Abstands und des Staub-
teilchenradius studiert werden. Mit OPAR wird also in Zukunft die Simulation eines
komplexen Plasmas mit ortsfesten Partikeln möglich sein. Zusätzlich wäre auch die Im-
plementierung von nicht-sphärischen, inneren Randbedingungen möglich. Somit könnten
beispielsweise elongierte, zylinderförmige Staubteilchen untersucht werden.
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A. Andere Au�adungsprozesse von
Staubteilchen

Die Wechselwirkung mit Plasmateilchen führt zu einer Au�adung von Staubteilchen in
einem Plasma, wie in Kapitel 2 ausführlich diskutiert wurde. In der folgenden Übersicht
sind weitere Prozesse erläutert, welche die Ladung von Staubteilchen unter bestimmten
Bedingungen beein�ussen können. Eine ausführliche Behandlung dieser insbesondere für
astrophysikalische Plasmen relevanten Prozesse ist in Mendis et al. [114] zu �nden. Unter
Laborbedingungen sind diese üblicherweise vernachlässigbar [115].

Sekundäremission

Beim Aufprall von Elektronen, Ionen oder Neutralgasteilchen auf ein Staubteilchen kön-
nen diese in die Ober�äche eindringen und durch Abgabe von kinetischer Energie eine
Sekundäremission von Elektronen und Ionen auslösen. Neben den Material- und Ober�ä-
cheneigenschaften des Staubteilchens ist für diesen E�ekt vor allem die Aufprallenergie
entscheidend. Da Ionen und Neutralgasteilchen eine vielfach geringere kinetische Ener-
gie besitzen als Elektronen, sind Ionen- oder Neutralgasstöÿe in Bezug auf die Beein-
�ussung der Staubteilchenladung zu vernachlässigen. Eine signi�kante Sekundäremissi-
on von Elektronen erfordert allerdings eine Energie bzw. Temperatur der auftre�enden
Elektronen von mehr als 50 eV [97].

Photoelektrischer E�ekt

Tre�en Photonen mit einer ausreichenden Energie auf die Ober�äche eines Staubteil-
chens, können Elektronen freigesetzt werden, falls die Photonenenergie gröÿer als die
Austrittsarbeit des Materials ist. Für die meisten Materialien liegt die Austrittsarbeit
bei einigen eV, weshalb insbesondere ultraviolettes (UV) Licht den photoelektrischen
E�ekt auslösen kann. In der UV-Strahlung der Sonne können durch den Elektronenver-
lust Staubteilchen, Raumsonden und Satelliten eine positive Ladung annehmen. Sehr
junge, neu entstandene Sterne erzeugen eine intensive UV-Strahlung, in welcher sich
Staubteilchen positiv au�aden, was aufgrund der elektrostatischen Anziehung zu einem
beschleunigtem Staubwachstum führen kann, siehe auch Kapitel 1.3. Zur Untersuchung
von Staubteilchen in einem Laborplasma werden UV-Strahler eingesetzt, mit welchen
eine gezielte Manipulation der Staubteilchenladung möglich ist [86].
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A. Andere Au�adungsprozesse von Staubteilchen

Thermionische Emission

Eine starke Erwärmung der Staubteilchen in einem Plasma kann zu einer thermionischen
Emission von Ionen und Elektronen führen, wenn die thermische Energie gröÿer als die
Austrittsarbeit des Materials wird. Thermische Energie wird dabei zum einen durch
Stöÿe mit Elektronen und Ionen auf das Staubteilchen übertragen, zum anderen durch
die Rekombination der Elektronen und Ionen auf der Ober�äche. Wie in Shukla et
al. [97] gezeigt, können Staubteilchen im Mikrometerbereich durch einen Infrarotlaser
ausreichend erhitzt werden, um einen signi�kanten Fluss von thermionischen Elektronen
hervorzurufen.

Feldemission

Nimmt ein Staubteilchen ein sehr hohes Ober�ächenpotenzial an, können Elektronen
und Ionen durch den quantenmechanischen Tunnele�ekt die Potenzialbarriere überwin-
den und emittiert werden. Hierzu ist eine elektrische Feldstärke von 108 bis 109 V/m
nötig [42]. Durch den Verlust von Ladungsträgern wird das maximal erreichbare Ober-
�ächenpotenzial eines Staubteilchens auf eV max

R = 100 · R eV (R in µm) begrenzt [42].
Üblicherweise betragen die Ober�ächenpotenziale für Staubteilchen im Mikrometerbe-
reich allerdings nur einige eV.

Radioaktivität

Sind geladene Staubteilchen α- oder β-Strahlung ausgesetzt, kann der oben beschriebene
E�ekt der Sekundäremission ausgelöst werden. Staubteilchen können aber auch selbst
radioaktiv werden und durch die Strahlungsemission Ladungsträger verlieren. Dieser
E�ekt tritt insbesondere in Fusionsreaktoren auf [6], siehe auch Kapitel 1.1. Die in
Nova- und Supernova-Explosionen entstehenden Staubteilchen aus Nickel (Ni22) und
Aluminium (Al26) sind möglicherweise stark radioaktive β-Strahler und können sich in
Abhängigkeit der Gröÿe des Staubteilchens durch den Elektronenverlust sogar positiv
au�aden [97]. Jedoch ist der natürliche Anteil an radioaktivem Material für gewöhnlich
zu gering, um die Ladung eines Staubteilchens signi�kant beein�ussen zu können [42].

Stoÿionisation

Das Aufschlagen eines Ions oder Neutralgasteilchens mit ausreichender Energie auf die
Ober�äche eines Staubteilchens kann sowohl ein Atom auf der Ober�äche als auch ein
stoÿendes Neutralgasteilchen selbst ionisieren. Das Staubteilchen kann hierdurch einen
Ladungsträger verlieren oder gewinnen. Eine signi�kante Beein�ussung der Staubteil-
chenladung wird durch diesen E�ekt allerdings nur bei einer hohen Neutralgasdichte
oder Energie erreicht [97].
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B. Geschwindigkeit des
magnetischen Führungszentrums

Der Gyrationsradius eines geladenen Teilchens in einem homogenen Magnetfeld lässt sich
über das Gleichsetzen von Zentrifugalkraft und magnetischer Lorentzkraft vektoriell als

~rg =
m

qB2
z

·
(
~v × ~B

)
(B.1)

ausdrücken. Es sei ein homogenes Magnetfeld in z-Richtung angenommen:

~B =

 0
0
Bz

 , ~v =

 vx

vy

vz

 , (B.2)

womit für (B.1) folgt:

~rg =
m

qB2
z

·

 vyBz

−vxBz

0

 (B.3)

und damit für den Betrag:

|~rg| = rg =
m

qB2
z

√
v2

x + v2
y =

mv⊥
qB2

z

siehe (2.49) (B.4)

mit

~v⊥ =

 vx

vy

0

 , |~v⊥| = v⊥ =
√
v2

x + v2
y (B.5)

Der Ort ~rc des Führungszentrums lässt sich nach Abbildung B.1 als

~rc = ~r + ~rg (B.6)

darstellen, wobei ~r der Ort des Teilchens ist. Die zeitliche Ableitung ergibt die Geschwin-
digkeit des Führungszentrums:

d~rc

dt
= ~vc =

d~r

dt
+
d~rg

dt
= ~v +

m

qB2
z

·
(
d~v

dt
× ~B

)
(B.7)
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B. Geschwindigkeit des magnetischen Führungszentrums

Abbildung B.1.: Geladene Teilchen führen eine Spiralbewegung oder Helixbahn (durchgezogene
Linien) um Magnetfeldlinien (gestrichelte Linie) aus. Der Mittelpunkt dieser Spiralbewegung
am Ort ~rc (blauer Punkt) wird Führungszentrum genannt. ~r ist der Ort des Teilchens (roter
Punkt), ~rg ist der Gyrationsradius nach (B.1).

Setzt man in (B.7) die Bewegungsgleichung

m
d~v

dt
= q

(
~E + ~v × ~B

)
(B.8)

ein, ergibt sich

~vc = ~v +
1

B2
z

·
(
~E +

(
~v × ~B

))
× ~B . (B.9)

Mit der Vektoridentität(
~v × ~B

)
× ~B =

(
~v · ~B

)
· ~B −

(
~B · ~B

)
· ~v = −B2

z~v⊥ (B.10)

eingesetzt in (B.9) folgt

~vc = ~v +
1

B2
z

·
(
~E × ~B −B2

z~v⊥

)
= ~v‖ +

~E × ~B

B2
z

, (B.11)

mit

~v‖ =

 0
0
vz

 ,
∣∣~v‖∣∣ = v‖ = vz (B.12)

Der erste Term beschreibt die Bewegung parallel zum Magnetfeld, der zweite Term die
~E × ~B - Drift des Teilchens.

146



C. Debye-Hückel-Theorie

Die eindimensionale Poissongleichung lautet

∆V (r) =
d2V

dr2
+

2

r

dV

dr
=

e

ε0

(ne − ni) , (C.1)

wobei ne und ni die Elektronen- und Ionendichte ist. Für die Dichten sei folgende Boltz-
mannverteilung angenommen:

ne(r) = n0e
eV (r)
kTe und ni(r) = n0e

−eV (r)
kTi . (C.2)

n0 sei dabei eine konstante Plasmadichte in genügend groÿer Entfernung vom Staubteil-
chen. Unter der Annahme |eV/kTe,i| � 1 werden die Dichten nun linearisiert:

ne(r) = n0

(
1 +

eV (r)

kTe

)
und ni(r) = n0

(
1− eV (r)

kTi

)
. (C.3)

Mit den linearisierten Dichten eingesetzt in (C.1) ergibt sich:

∆V (r) = V (r)

(
e2n0

ε0kTe

+
e2n0

ε0kTi

)
. (C.4)

Die Ausdrücke in der Klammer entsprechen dabei der Debyelänge der Elektronen und
Ionen,

1

λ2
e

=
e2n0

ε0kTe

und
1

λ2
i

=
e2n0

ε0kTi

, (C.5)

welche zu der linearisierten Debyelänge zusammengefasst werden:

1

λ2
l

=
1

λ2
e

+
1

λ2
i

. (C.6)

Die linearisierte Poissongleichung lautet damit:

∆V (r) =
V (r)

λ2
l

. (C.7)

Gleichung (C.7) hat folgende analytische Lösung:

V (r) = VR
R

r
e(R−r)/λl , (C.8)
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C. Debye-Hückel-Theorie

wobei VR = V (R) das Ober�ächenpotenzial des Staubteilchens mit dem Radius R ist.
(C.8) wird auch abgeschirmtes Coulomb-Potenzial oder Debye-Hückel-Potenzial [12] ge-
nannt. λl ist die sogenannte Abschirmlänge, welche hier durch die linearisierte Debye-
länge (C.6) gegeben ist. Die Abschirmlänge gibt die charakteristische Längenskala an,
auf der die Ladung des Staubteilchens abgeschirmt wird und das Ober�ächenpotenzial
VR abfällt. In der linearisierten Debyesphäre λl um das Staubteilchen herum ist damit
die Ionendichte signi�kant erhöht. Die Herleitung des Debye-Hückel-Potenzials (C.8)
unterliegt der explizieten Annahme einer linearisierten Boltzmannverteilung. Der Gül-
tigkeitsbereich dieses Potenzialpro�ls wird im Folgenden diskutiert.
Nahe dem Staubteilchen be�ndet sich das Plasma nicht mehr im Gleichgewicht, weshalb
die Annahme einer Boltzmannverteilung insbesondere für die Ionen nicht mehr gerecht-
fertigt ist. Die Ionendichte lässt sich allgemein als Integral über die Verteilungsfunktion
der Geschwindigkeit darstellen:

ni(r) =

∫
v

f 3D(~v)d3v . (C.9)

Mit (2.13) und der Annahme einer monoenergetischen Verteilungsfunktion stellt Daugher-
ty et al. [101] die Ionendichte unter Berücksichtigung der OM-Theorie wie folgt dar:

ni(r) =
n0

2

√1− eV (r)

kTi

+

√
1− eV (r)

kTi

− R2

r2

(
1− eVR

kTi

) , (C.10)

wobei hier einem Ansatz von Bernstein & Rabinowitz [116] gefolgt wird. Der Ausdruck
(C.10) berücksichtigt die ansteigende Ionendichte gegenüber dem ungestörten Plasma
in der Umgebung des negativ geladenen Staubteilchen. Das Ansteigen der Ionendichte
wird dabei durch die sphärische Form des Staubteilchens verursacht. Die meisten Ionen
besitzen einen signi�kanten Drehimpuls, wodurch die Ionen eine orbitale Bewegung um
das Staubteilchen ausführen. Viele der Ionen werden aber nicht vom Staubteilchen ab-
sorbiert, sondern an Potenzialbarrieren re�ektiert, was zu einer Erhöhung der Dichte um
das Staubteilchen führt. Eine charakteristische Längenskala für die erhöhte Ionendichte
gibt dabei die Abschirmlänge λL an. Linearisiert man (C.10) mit R/r � 1, ergibt sich

ni(r) = n0

√
1− eV (r)

kTi

≈ n0

(
1− eV (r)

2kTi

)
, (C.11)

womit sich eingesetzt in die Poissongleichung zusammen mit der linearisierten Boltz-
mannverteilung der Elektronen (C.2) wieder das Debye-Hückel-Potenzial ergibt, wobei
die linearisierte Debyelänge in diesem Fall durch

1

λ2
l

=
1

λ2
e

+
2

λ2
i

(C.12)

gegeben ist. Der Faktor 2 entsteht hier durch die Reihenentwicklung der Wurzeln in
(C.10). Die Poissongleichung (C.1) ist mit der unlinearisierten Ionen- (C.10) und Elek-
tronendichte (C.2) nicht mehr analytisch lösbar. In Daugherty et al. [101] wird daher
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Abbildung C.1.: Das Coulomb-Potenzial V (r) = VRR/r, das Potenzial V (r) = VRR/r
2 (durch-

gezogene Linien) sowie das Debye-Hückel-Potenzial nach (C.8) (gestrichelte Linien) für die
Verhältnisse R/λl = 1; 0, 1 und 0, 01. Der (dimensionslose) Abstand r ist auf den Radius R,
das Potenzial V (r) auf das Ober�ächenpotenzial VR normiert. Nahe dem Staubteilchen verläuft
das Debye-Hückel-Potenzial für R/λl << 1 nahezu wie das Coulomb-Potenzial. Während das
Coulomb-Potenzial stets langsamer als 1/r2 abfällt, fällt das Debye-Hückel-Potenzial im Falle
von R/λl < 1 für kleine r zwar auch langsamer ab als das 1/r2-Potenzial, allerdings strebt es
aufgrund des exponentiellen Abfalls bei groÿen Abständen r � R in jedem Fall schneller gegen
Null als das 1/r2-Potenzial.

eine numerische Lösung der Poissongleichung vorgestellt. Für die Elektronendichte wird
dazu analog zu (C.10) ein ähnlicher Ausdruck verwendet. Allerdings zeigt sich dabei
kein signi�kanter Unterschied im numerisch bestimmten Potenzialpro�l im Vergleich zur
Verwendung einer Boltzmannverteilung nach (C.2), da durch das abstoÿende Ober�ä-
chenpotenzial die Dichteverteilung der Elektronen kaum beein�usst wird. Die Ergebnisse
in Daugherty et al. [101] zeigen, dass das Debye-Hückel-Potenzial für kleine Verhältnis-
se von R/λl eine sehr gute Approximation des numerisch bestimmten Potenzialpro�ls
darstellt, obwohl die Linearisierung der Dichten in (C.3) mit |eV/kTe,i| � 1 nahe dem
Staubteilchen in jedem Fall o�ensichtlich nicht zutri�t. Allerdings fällt das Potenzi-
al in der ummittelbaren Umgebung des Staubteilchen immer nahezu mit 1/r ab, d.h.
wie ein Coulomb-Potenzial. Für kleine r verläuft das Debye-Hückel-Potenzial (C.8) für
R/λl � 1 aber gerade annähernd wie ein unabgeschirmtes Coulomb-Potenzial. In grö-
ÿerer Entfernung vom Staubteilchen wird die Bedingung |eV/kTe,i| � 1 dann schnell
erfüllt. Abbildung C.1 verdeutlicht das Verhalten des Debye-Hückel-Potenzials nach
(C.8) für verschiedene Verhältnisse von R/λl. Zum Vergleich ist das Coulomb-Potenzial
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C. Debye-Hückel-Theorie

V (r) = VRR/r gezeigt. Die Einschränkung R/λl � 1 muss gemacht werden, da diese mit
der Linearisierung R/r � 1 in (C.11) korrespondiert. Ist der Radius R nicht mehr klein
gegen die linearisierte Debyelänge λl, stellt das Debye-Hückel-Potenzial nur dann eine
gute Approximation des numerisch bestimmten Potenzialpro�ls dar, wenn die Abschirm-
länge im Debye-Hückel-Potenzial (C.8) entsprechend angepasst wird. In Daugherty et
al. [101] wird diese Abschirmlänge durch an�tten eines Debye-Hückel-Potenzials an das
numerisch bestimmte Potenzialpro�l für verschieden groÿe Radien bestimmt. Dabei zeigt
sich, dass die Abschirmlänge mit dem Radius bis in die Gröÿenordnung der Debyelänge
der Elektronen ansteigt.
In (2.31) wurde eine Bedingung für den Gültigkeitsbereich der OML-Theorie hergeleitet:

V (r)

VR

>
R2

r2
. (C.13)

Diese Bedingung ist nur dann erfüllt, wenn das Potenzial V (r) stets langsamer als
1/r2 abfällt. In Abbildung C.1 ist ein Potenzial V (r) = VRR/r

2 gezeigt. Während das
Coulomb-Potenzial stets langsamer als 1/r2 abfällt, fällt das Debye-Hückel-Potenzial
(C.8) im Falle von R/λl � 1 für kleine r zwar auch langsamer ab als das 1/r2-Potenzial,
allerdings strebt es aufgrund des exponentiellen Abfalls bei groÿen Abständen r � R in
jedem Fall schneller gegen Null als 1/r2. Die Bedingung (C.13) wird also vom Debye-
Hückel-Potenzial selbst für R/λl � 1 nicht überall erfüllt.

150



D. Abbildungsvorschrift in einem
mehrdimensionalen Gitter

In einem zweidimensionalen numerischen Gitter, siehe Abbildung D.1, wird eine Ladung
q am Ort ~r = (rx, ry) durch lineare Interpolation auf vier benachbarte Gitterpunkte
verteilt:

Qi,j =
q

∆x2
|rx −Xi+1||ry −Xj+1|

Qi+1,j =
q

∆x2
|rx −Xi||ry −Xj+1|

Qi,j+1 =
q

∆x2
|rx −Xi+1||ry −Xj|

Qi+1,j+1 =
q

∆x2
|rx −Xi||ry −Xj| , (D.1)

wobei Xi und Xj die Koordinaten des Gitterpunktes ~X = (Xi, Xj) sind, für den gilt: rx ≥
Xi und ry ≥ Xj, siehe Abbildung D.1. Qi,j bezeichnet die zugewiesene Ladung auf den
entsprechenden Gitterpunkt, ∆x ist der Gitterpunktabstand. In einem dreidimensionalen
numerischen Gitter geschieht die Verteilung einer Ladung q am Ort ~r = (rx, ry, rz) auf
acht benachbarte Gitterpunkte (siehe Abbildung D.2):

Qi,j,k =
q

∆x3
|rx −Xi+1||ry −Xj+1||rz −Xk+1|

Qi+1,j,k =
q

∆x3
|rx −Xi||ry −Xj+1||rz −Xk+1|

Qi,j+1,k =
q

∆x3
|rx −Xi+1||ry −Xj||rz −Xk|

Qi+1,j+1,k =
q

∆x3
|rx −Xi||ry −Xj||rz −Xk+1|

Qi,j,k+1 =
q

∆x3
|rx −Xi+1||ry −Xj+1||rz −Xk|

Qi+1,j,k+1 =
q

∆x3
|rx −Xi||ry −Xj+1||rz −Xk|

Qi,j+1,k+1 =
q

∆x3
|rx −Xi+1||ry −Xj||rz −Xk|

Qi+1,j+1,k+1 =
q

∆x3
|rx −Xi||ry −Xj||rz −Xk| , (D.2)

wobei Xi, Xj und Xk die Koordinaten des Gitterpunktes sind, für den gilt: rx ≥ Xi,
ry ≥ Xj und rz ≥ Xk, siehe Abbildung D.2. Qi,j,k bezeichnet die zugewiesene Ladung
auf den entsprechenden Gitterpunkt. Die Zuweisung der Ladung hängt in beiden Fällen
von den Anteilen des Superteilchens in einer Gitterzelle ab, wodurch das Superteilchen
eine ausgedehnte Form (im PIC Verfahren ein Dreieck) erhält.
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D. Abbildungsvorschrift in einem mehrdimensionalen Gitter

Abbildung D.1.: In einem zweidimensionalen numerischen Gitter wird eine Ladung am Ort
~r = (rx, ry) durch lineare Interpolation auf vier benachbarte Gitterpunkte verteilt.

Abbildung D.2.: In einem dreidimensionalen numerischen Gitter wird eine Ladung am Ort
~r = (rx, ry, rz) durch lineare Interpolation auf acht benachbarte Gitterpunkte verteilt.

152



E. Mathematischer Anhang

Das Integral in (2.24) lässt sich folgendermaÿen ausdrücken:

I =

∫ ∞
c

dE
√
E +D e−aE , (E.1)

mit D = const., a = const. und c = const.. Mit der Substitution:

z(E) = E +D , dz = dE , (E.2)

ergibt sich (E.1) zu:

I =

∫ ∞
z(c)

dz
√
z ea(D−z) = eaD

∫ ∞
z(c)

dz
√
z e−az . (E.3)

Die partielle Integration von (E.3) gibt:

I = eaD

(√
z(c)

a
e−az(c) +

1

2a

∫ ∞
z(c)

dz
e−az√
z

)
. (E.4)

Das verbleibende Integral lässt sich mit Hilfe der komplementären Fehlerfunktion dar-
stellen:∫ ∞

z(c)

dz
e−az√
z

=

√
π

a
erfc

(√
az(c)

)
. (E.5)

Eingesetzt in (E.4) ergibt sich:

I = eaD

(√
z(c)

a
e−az(c) +

1

2a

√
π

a
erfc

(√
az(c)

))
. (E.6)
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