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1 Einleitung

Als Deligne-Tate-Morphismen bezeichnen wir Lifts des Frobenius-Endomorphismus in
Charakteristik p nach Charakteristik Null, die in einem gewissen Sinne kanonisch sind. Es
sei R ein kommutativer Ring mit char R = 0 und p eine Primzahl. Dann ist auf R/pR im-
mer der klassische Frobenius-Endomorphismus F' durch F'(r) = r? gegeben. Ein Deligne-
Tate-Morphismus ist nun ein kanonischer Homomorphismus ¢, so dass das Diagramm

T So T
R/pR —E~R/pR

kommutiert. Wie betrachten dazu folgende Beispiele:

(a) Es sei R = Z. In diesem Fall entspricht der Frobenius F': Z/pZ — 7./pZ der
Identitét idz/,z. Da aber idz der einzige Ringhomomorphismus auf Z ist, existiert
in diesem Fall ein eindeutiger Frobenius-Lift.

(b) Wir betrachten den Fall der Gauf-Zahlen R = Z[i]. Die einzigen Ringhomomorphis-
men auf Z[i] sind die Identitét idzj; und die komplexe Konjugation conj. Fiir p = 2
gilt fiir den Frobenius F' auf Z[i]/pZli] die Gleichung F' (i) = i* = —1 = 1(mod 2),
so dass weder idzj; noch conj ein Lift von F' ist. Folglich existiert in diesem Fall
kein Lift von F' nach Z[i].

(c) Es sei R = Z[T] der Polynomring in einer Variablen. Weiter sei I’ der Frobenius
auf Z[T|/pZ|T]. Dann ist jeder Homomorphismus ¢: Z[T] — Z[T] mit der Eigen-
schaft (1) = T? +p- f(T') fir ein Polynom f(7') € Z[T] ein Lift des Frobenius F.
Daher existieren Lifts des Frobenius F' nach Z[T] die keineswegs eindeutig sind.

Diese Beispiele motivieren die Fragen nach der Existenz eines Frobenius-Lifts und nach
einer auszeichnenden Eigenschaft fiir einen Frobenius-Lift, kurz die Frage nach einem
Deligne-Tate-Morphismus.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die Existenz von Deligne-Tate-Morphismen in einer be-
stimmten Situation nachzuweisen. Dazu begeben wir uns in die geometrische Situation
eines Schemas Y; der Charakteristik p > 2 und betrachten den durch den Frobenius auf
der Strukturgarbe induzierten absoluten Frobenius auf Y;. Unser Anliegen ist es den
folgenden Satz zu zeigen:

Satz 6.3.10. Es sei k ein perfekter Korper der Charakteristik char kK =p > 2, W der
zugehorige Wittring, Y /W ein lokal noethersches, glattes Schema und X/Y eine modu-
lare, gewdhnliche elliptische Kurve oder eine modulare, gewéhnliche K3-Fldche, so dass
die Annahme 6.3.3 erfillt ist. Dann existiert ein ausgezeichneter Lift Fy:Y — Y des
absoluten Frobenius Fy,: Yy — Y1 auf der Reduktion Y1 =Y Xgpec w Spec W/pW, das
heif§t ein Deligne-Tate-Morphismus auf Y .



Dieser Satz ist motiviert durch [Ogus01|, wo die Aussage fiir elliptische Kristalle ge-
zeigt wurde (siehe [Ogus01, Prop. 2.10]). Wir mochten allerdings in dieser Arbeit, abge-
sehen von dem Abschnitt 6.1 iiber kristalline Kohomologie, auf die Sprache der Kristalle
verzichten. Des Weiteren werden wir die Argumentation aus [Ogus01] auf den Fall von
K3-Fléachen erweitern.

Die Idee des Beweises zu dem Satz ist, eine natiirliche Bijektion zwischen der Menge
der Lifts eines Morphismus und der Menge der Lifts einer Geraden herzustellen, so dass
sich aus einem kanonischen Lift einer Geraden der gesuchte Deligne-Tate-Morphismus
ableiten lasst.

Im Folgenden mochten wir kurz den Inhalt dieser Arbeit wiedergeben und dabei zu-
gleich den Beweis des Satzes skizzieren. In Kapitel 2 fixieren wir lediglich etwas No-
tation und zitieren die spater mehrfach gebrauchten Satze iiber Moduln, Garben und
Morphismen aus der Standardliteratur. Wir erinnern in Kapitel 3 an die Definitionen
von elliptischen Kurven und K3-Fldchen, geben Beispiele und betrachten die fiir die
Hodge-Zerlergung interessanten Garben R7p, ()% Iy fiir eine elliptische Kurve oder K3-
Flache p: X — Y.

Den kanonischen Lift einer Geraden, aus dem wir den Deligne-Tate-Morphismus ab-
leiten mochten, erhalten wir durch die spezielle Struktur der de-Rham-Kohomologie fiir
elliptische Kurven und K3-Fléchen. Daher widmen wir uns in Kapitel 4 der de-Rham-
Kohomologie (Abschnitt 4.1) und ihrer Eigenschaften wie der Hodge-Filtrierung (Ab-
schnitt 4.2), der Poincaré-Dualitét (Abschnitt 4.3) und dem Gauk-Manin-Zusammen-
hang (Abschnitt 4.4). Weiter erldutern wir in Abschnitt 4.5 die Kodaira-Spencer-Abbil-
dung k, definieren ein Schema als modular, falls x ein Isomorphismus ist, und zeigen in
Abschnitt 4.6 einen Zusammenhang zwischen der Kodaira-Spencer-Abbildung und dem
Gauk-Manin-Zusammenhang auf.

In Kapitel 5 befassen wir uns nun endlich mit der Problemstellung des Liftens von
Morphismen. Dabei beschrinken wir uns fiir die Betrachtungen in diesem Kapitel auf den
rein algebraischen Fall eines kommutativen Ringes A, eines Ideals J C A mit J? = 0 und
eines Homomorphismus ¢': A/J — A/J. Nachdem wir in Abschnitt 5.1 die Menge A(¢’)
der Lifts des Homomorphismus ¢’ und in Abschnitt 5.2 die Menge Ay (K) der Lifts einer
Geraden K C H/J fiir einen A-Modul H definiert und charakterisiert haben, kommen
wir im Abschnitt 5.3 zu der entscheidenden Aussage iiber die Beziehung zwischen den
Mengen A(g') und Ap: (g™ H) fiir ein fest gewéhlten Lift ho € A(g’). Es existiert ndmlich
ein kommutatives Diagramm natiirlicher Abbildungen der Gestalt (siehe Proposition

5.3.7):

Ag') i Apsr (g™ K) (1.1)

El i%

DerR(A, A) XA g*JwHomA(Lm H/LO) ®4 gs,

wobei hg € A(¢') und Ly € Ay (K) fest gewihlte Lifts sind. Hierbei ist V' ein durch einen
Zusammenhang V induzierter Homomorphismus. Wenn speziell V' ein Isomorphismus
ist, liefert uns das Diagramm (1.1) eine natiirliche Bijektion dp,: A(g") = Ap:m (9™ K),



so dass es Aquivalent ist einen ausgezeichneten Homomorphismenlift & € A(g') oder eine
ausgezeichnete Familie von Geradenlifts (%, )noea(q) mit L, = S (h) € Apzn (K) fiir
alle hy € A(¢’) zu finden.

Die Resultate aus Kapitel 5 wenden wir in Kapitel 6 auf die spezielle Situation
an, fiir die der Hauptsatz der Arbeit 6.3.10 formuliert ist. Fiir den Beweis des Sat-
zes 6.3.10 geniigt es, ausgezeichnete Frobenius-Lifts Fy, fiir jedes Pullback der Ge-
stalt Y, := Y Xgpee w Spec W/p"W zu finden, so dass diese miteinander vertréglich
sind. Daher gehen wir mittels Induktion nach n vor. Durch die geforderte auszeich-
nende Eigenschaft der Lifts Fy, geniigt es das Problem lokal zu betrachten, so dass
wir Y,, = Spec A als affin annehmen kénnen. Um in die Situation von Kapitel 5 zu ge-
langen definieren wir J als das Ideal zu Y,, 1 — Y, und ¢': A/J — A/J als den zu dem
nach Induktionsvoraussetzung bereits gefundenen Frobenius-Lift Fy, | korrespondieren-
den Homomorphismus F;ﬁi _,- Fiir H wiihlen wir den durch die Hodge-Filtrierung auf der
de-Rham-Kohomologie gegebenen Modul F4~1£%(X,,/Y,)(Y,), wobei d = dim X/Y
sei. Dann erhalten wir die kanonischen Geraden

K = FIAG (X /Y1) (Yaor) = HY Q% v, ),

Lo = FIAS(X,/Yo) (Yy) = HO QS ).

Fiir den Zusammenhang V wahlen wir den Gauk-Manin-Zusammenhang. Insbesondere
ist der induzierte Homomorphismus V' ein Isomorphismus, wenn X/Y modular ist.
Daher geniigt es eine wie oben beschriebene Familie von Geradenlifts (%, )noen(e) 21
finden.

Zur Konstruktion von .7}, konstruieren wir einen Homomorphismus Vj,: Ly — h{H
und setzen %, = Vi, (Lo). Dazu definieren wir zunéchst den relativen Frobenius als den
eindeutigen Morphismus F, /v, : X1 — Fy, X; in das Pullback Fy X;:

N FX1
\F}l/iﬁ
\ \
pl\\\ FY1 Xl W Xl
\ ipTYl lpl
\ Fy

Die kristalline Kohomologie, die wir in Abschnitt 6.1 erldutern, induziert einen kanoni-
schen Homomorphismus ¢p, : H55(X,/Y,) = Hh(Fy. X,/ Y,,) fiir jedes n > 1 und je-
den Frobenius-Lift Fy, . Den dazu dualen Homomorphismus kénnen wir mittels Poincaré-
Dualitét als einen Homomorphismus Vi, : Fy. H5(X,/Y,) — HH(X,,/Y,) auffassen,
welcher den gesuchten Homomorphismus Vj,,: Ly — h{H induziert, wenn wir by fiir den
zu Fy, korrespondierenden Homomorphismus F;i schreiben.

Die Bijektivitéit von &, liefert uns nun einen Lift h = O (Vi (Lo)) € Alg'). Wir
werden zeigen, dass dieser Lift von der Wahl von hg € A(¢’) unabhéngig und durch die



Eigenschaft Vj,,(Lo) = h{Lo eindeutig ist. Dabei korrespondiert h zu einem geometri-
schen Morphismus Fyni Y, — Y, welcher Fy, liftet und durch die folgende Eigenschaft
eindeutig ist:

Vi, (F (X [ Y0)) = Fy, FOAGR(X0 [ Y,).

Insbesondere liefert die Folge (Fy, ),>1 formal einen Lift Fy: Y — Y des Frobenius Fy,,
das heifst einen Deligne-Tate-Morphismus auf Y, dessen Existenz gerade die Aussage des
Satzes 6.3.10 war.

Wihrend wir den Beweis fiir elliptische Kurven ohne Probleme fiihren kénnen, ist fiir
K3-Fléchen nicht unmittelbar klar, dass der Morphismus Vi, die Gerade F?#%(X,,/Y,)
in den Untermodul F4 ' % (X, /Y,) C #4(X,/Y,) abbildet. Fiir Kurven ist dies we-
gen d — 1 = 0 trivial. Fiir K3-Fldchen mussten wir daher die zusétzliche Annahme 6.3.3
machen. Dabei ist nicht klar, ob sich diese Annahme allgemein beweisen lésst, so dass
wir den Satz 6.3.10 fiir alle gewohnlichen, modularen K3-Flachen zeigen konnen. Dies
gilt es noch zu untersuchen.



2 Moduln, Garben und Morphismen

In diesem Kapitel m6chten wir einige Notationen definieren und einige fiir die folgenden
Kapitel wichtige Eigenschaften iiber Moduln, Garben und Morphismen zusammenfassen.
Dazu verweisen wir grofen Teils auf die Standardliteratur [Bour74|, [Mats80|, [Hart77]
und [Liu06]. Es sei vorausgesetzt, dass der Leser mit den allgemeinen Definitionen und
der Theorie von Ringen, Moduln, Modulgarben und Schemata vertraut ist. Auch sollten
ihm der Inhalt dieses Kapitels nicht neu erscheinen, das Kapitel dient vielmehr zur
Fixierung der Notation und als Referenz fiir die folgenden Kapitel.

2.1 Moduln

Im Folgenden seien A, B und C' kommutative Ringe, a: A — B und #: B — C Ringho-
momorphismen, M ein A-Modul, N ein B-Modul und P ein C-Modul. Weiter sei J C A
ein Ideal in A und 7: A — A/J der zugehorige kanonische Epimorphismus.

Definition 2.1.1. Wir definieren
(i) den A-Modul a.N als die abelsche Gruppe N zusammen mit der durch
a-n:=afa)-n firacA neN
definierten A-Modulstruktur,
(ii) den B-Modul o*M als die abelsche Gruppe M ® 4 . B zusammen mit der durch
by - (M ®by) :=m®by-by fiirme M, by,by € B
definierten B-Modulstruktur,

(111) den A/J-Modul M/J als den Modul 7M.

Den ersten Fall bezeichnet man als Einschrankung der Skalare und den zweiten als
Erweiterung der Skalare. Bei der Einschrankung der Skalare schreibt man héufig kurz N
fiir den A-Modul a,/N. Allerding ist in dieser Arbeit die Notation von zentraler Bedeu-
tung, da wir hdufig Endomorphismen g {iber einem Ring A betrachten werden, so dass
wir verschiedene A-Modulstrukturen M und g,M fiir einen A-Modul M erhalten.

Proposition 2.1.2. Es gelten folgende Figenschaften:

(a) Transitivitdt der Erweiterung der Skalare:
Die natirliche Abbildung

Ba*M — (foa) M, mbc— m® [(b)-c

st ein Isomorphismus von C-Moduln.



(b) Projektionsformel:
Die natirliche Abbildung

aN@s M — a,(N@pa™M), n@m—»n@me 1
ist ein Isomorphismus von A-Moduln.

(¢) Adjungierte Operatoren:
Die Operatoren Erweiterung und Finschrinkung der Skalare sind adjungiert zuein-
ander. Das heifit die Abbildung

Homy (M, a,N) — Homg(a*M,N), o — (m@b—b-p(m))
1st ewn Isomorphismus.

(d) Erhalt der Projektivitét:
Falls M ein projektiver A-Modul ist, so ist auch o*M ein projektiver B-Modul.
Insbesondere ist M/J fiir einen projektiven Modul M wiederum projektiv.

(e) Falls J*> = 0 gilt, so ist J auf natirliche Weise ein A/J-Modul mittels 7, so dass m,J
und J als A-Moduln isomorph sind. Des Weiteren ist die natirliche Abbildung

M}J®@aygJ = M@aJ, mMmRPARj—mEa.j
ewn Isomorphismus.
Beweis. (a) Siehe [Bour74, Ch. II, §5.1 Prop. 2|.
b) Siehe [Bour74, Ch. I1, §5.2 Prop. 6].

(b)

(c) Siehe |Bour74, Ch. II, §5.1 Prop. 1].
(d) Siehe [Bour74, Ch. II, §5.1 Prop. 4].
(e)

e) Wegen J2=01ist a;-j =ay-j fir j € Jund a;,ay € A mit 7(a;) = 7(ay). Daher
kénnen wir @.j := a - j definieren und erhalten eine eindeutige A/J-Modulstruktur
auf J. Insbesondere sind wegen 7(a).j = a - j die A-Moduln 7,J und J isomorph.
Weiter gilt:

M/J@asg ] =M@sAlT)@asgJ ZM @4 (A)T @aygJ) =M@y J,

woraus die zweite Aussage folgt.
O

Es seien nun E ein A-Modul, F' ein B-Modul und G sowohl ein A- als auch ein B-
Modul. Dann ist Hom4(E, G) auf kanonische Weise wiederum ein B-Modul. Folgenden
Isomorphismus werden wir haufiger benutzen:



Proposition 2.1.3. Fulls E oder I projektiv und endlich erzeugt ist, so ist die natiirliche
Abbildung

Homa(E,G)®@p F — Homa(E,GRp F), o® f— (e ple) @ f)

ein Isomorphismus von B-Moduln.
Beweis. Siehe [Bour74, Ch. II, §4.2 Prop. 2|. O

2.2 Differentialmodul

Es sei R ein kommutativer Ring, A eine R-Algebra und M ein A-Modul. Zunéchst
erinnern wir an den Begriff einer Derivation.

Definition 2.2.1. Eine R-Derivation von A nach M ist eine Abbildung D € Hompg(A, M)
mit
D(a1 . CLQ) = aj - D(CLQ) + as - D(CL1>.

Mit Derg(A, M) bezeichnen wir den A-Modul aller Derivationen von A nach M.
Wir betrachten nun die A-Algebra A @z A. Es sei

m: AQr A —, a1 ® as —> ay - as

die Multiplikation und I := ker m deren Kern. Wir setzen Z := (A®r A)/I* und erhalten
zwei kanonische Einbettungen von A in Z:

PmiA=Z ar (a®1+ 1%,

P A=Z a (1@a+1?%).

Daher besitzt Z zwei verschiedene A-Modulstrukturen p,Z und p9,Z. Da das Bild der
Differenz d := (p; — p2) bereits in dem Ideal I liegt, sind die Modulstrukturen pi.(1/1?%)
und po, (1/1?) auf dem Ideal I/1? C Z jedoch identisch. Daraus lisst sich folgern, dass d
eine Derivation von A nach I/I? ist:

d(ajas) = a1 ®1 —1®@a1a0 = a3 ® 1 —a; ®as + a1 ® as — 1 @ ayas
:a1'(a2®1—1®a2)+a2-(a1®1—1®a1):al-d(aQ)—i—ag-d(al)

Daher kénnen wir folgendes definieren:

Definition 2.2.2. Den Differentialmodul 24,r definieren wir als den kanonischen A-
Modul I/1* zusammen mit der kanonischen R-Derivation d = (p; — pa).

Das Bild d(A) der Derivation d erzeugt bereits den Modul €24z, denn fiir ein beliebi-
gesw =y ap® b, € Qyp gilt Y, apby = 0 und daher:

n n

w:Zak@)bk:Zak@)bk—Zl@akbk:Zbkd(ak) (21)
k=1 k=1

k=1 k=1



Der Differentialmodul besitzt folgende universelle Eigenschaft:

Proposition 2.2.3. Fir jeden A-Modul M und jede R-Derivation d': A — M existiert
genau e f: Qar — M, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

d/

A M

7
7
d LAy

Qa/r

Insbesondere ist folgende kanonische Abbildung ein Isomorphismus:
Homu(Qa/r, M) — Derg(A, M), [+ fod.

Beweis. Siehe [Mats80, Ch. 10, (26.C) Prop.]. O
Folgende exakte Sequenz ist von grofser Bedeutung;:

Proposition 2.2.4. Es sei B eine A-Algebra mittels eines Homomorphismus o: A — B.
Folgende Sequenz natirlicher Homomorphismen von B-Moduln ist exakt:

&*QA/R — QB/R — QB/A — 0.

Beweis. Siehe [Mats80, Ch. 10, (26.H) Th. 57| O

2.3 Garben und Morphismen

Die Grundlagen der Garbentheorie, wie man sie in [Hart77, Ch. II] nachschlagen kann,
seien als bekannt vorausgesetzt. Es seien X, Y Schemata und p: X — Y ein Mor-
phismus. Wie in [Hart77, Ch. II, 5| definieren wir zu einer Ox-Modulgarbe .# die Oy-
Modulgarbe p,.# und zu einer Oy-Modulgarbe ¢ die Ox-Modulgarbe p*¥. Diese No-
tation ist mit der Notation aus Definition 2.1.1 in dem Sinne vertréaglich, dass fiir sur-
jektives p: X — Y gilt:

(peF)(Y) = pl(F (X)) und (p"9)(X) = p"(#(Y)),

wobei p': Oy (Y) — Ox(X) der durch p induzierte Ringhomomorphismus ist.

Analog zu dem Differentialmodul aus der Defintion 2.2.2 definieren wir die Differenti-
algarbe. Zup: X — Y sei A: X — X xy X die Diagonalabbildung. Da A(X) C X xy X
lokal abgeschlossen ist, sieche [Hart77, Ch. II. 4.2 (proof)|, kénnen wir eine offene Men-
ge W C X xy X wiahlen, so dass A(X) C W ein abgeschlossenes Unterschema ist.
Mit .# bezeichnen wir die zu A(X) C W gehorige Idealgarbe.

Definition 2.3.1. Als die (relative) Differentialgarbe von X dber Y definieren wir
die Ox-Modulgarbe Qx/y = A*(F | F?).



Fiir affine Schemata U = Spec R und V = Spec A und einen Morphismus f: U — V
gilt Qyu(V) =2 Qa/p. Daher bekommen wir insbesondere fiir jede offene, affine Teil-
menge U C X und eine offene, affine Teilmenge V' C Y mit p(U) C V die kanonische
Derivation d: Oy — Sy, so dass sich diese zu einer Derivation d: Ox — {1x/y verkle-
ben ldsst. Fiir Details siche [Hart77, Ch. II 8.9.2].

Wir mochten an dieser Stelle definieren, was wir unter Glattheit eines Morphis-
mus p: X — Y verstehen.

Definition 2.3.2. Es sei Y lokal noethersch. Wir nennen einen Morphismusp: X —Y
glatt bzw. X ein glattes Y-Schema, falls p vom endlichen Typ und flach ist und fiir
jedes y € Y die Faser X, — Spec k(y) glatt iber k(y) = Oy, /m, ist. Dabei heifit ein
Schema T idiber einem Korper K glatt, falls fiir den algebraischen Abschluss K von K
der Basiswechsel Tz = T Xgpec K SPEC K regulir ist, das heifit fiir alle Punkte t € T
gilt dim Or_; = dimy m/m?, wobei k(t) = Or_¢/my ist.

Proposition 2.3.3. Basiswechsel, Kompositionen und Faserprodukte glatter Morphis-
men sind glatt.

Beweis. Siehe [Liu06, Ch. 4.3.3, Prop. 3.38] O

Proposition 2.3.4. Es sei Y lokal noethersch und p: X — 'Y ein glatter Morphismus.
Fiir jedes x € X ist dann Qx/y in einer Umgebung von x frei vom Rang dim,X,,
wobei X, die Faser von p dber y = p(x) ist.

Beweis. Siehe [Liu06, Ch. 6.2.2, Prop. 2.5]. O

Als Folgerung erhalten wir fiir glatte Morphismen im Zusammenhang mit der relativen
Differentialgarbe folgende kurze exakte Sequenz:

Proposition 2.3.5. Es seien S ein lokal noethersches Schema, q: Y — S ein lokal
noethersches, glattes S-Schema und p: X — Y ein glattes Y-Schema. Dann ist die
folgende Sequenz natiirlicher Homomorphismen von Ox-Modulgarben exakt:

0— p*Qy/g — QX/S — QX/Y — 0.

Beweis. Die Aussage ist lokal fiir eine Umgebung eines Punktes x € X nachzuweisen.
Nach Proposition 2.3.4 konnen wir daher annehmen, dass €y/g, €0x/g und 2x/y frei
sind mit rk Qy/g = 1k p*Qy/s = dim, Y}, rk Qx/5 = dim, X, und rk Qx/y = dim, X,
fir y = p(x) und s = ¢(y). Die exakte Sequenz aus Proposition 2.2.4 liefert eine exakte
Sequenz

p*Qy/S — QX/S — Qx/y — 0.

Es geniigt daher, tk p*Qly /g = rk Qx5 — rk Qx/y zu zeigen. Das folgt unmittelbar aus
der Dimensionsformel dim, X, = dim, Y, + dim, X,. O

Fiir unsere Bediirfnis ist von grofser Bedeutung, dass glatte Morphismen folgendes
infinitesimale Lifting-Kriterium erfiillen:



Proposition 2.3.6. Es sei S ein lokal noethersches Schema und p: X — S ein glatter
Morphismus. Weiter sei Y = Spec A ein noethersches affines S-Schema und Yo CY ein
abgeschlossenes Unterschema, welches durch ein nilpotentes Ideal definiert wird. Dann
existiert zu jedem S-Morphismus po: Yo — X ein S-Morphismus p: Y — X, so dass
das folgende Diagramm kommutiert:

/W\

Yo——X

NI

Beweis. Siehe [Liu06, Ch. 6.2.2, Prop. 2.15]. O

Einen fiir Garben verallgemeinerten Isomorphismus zu Proposition 2.1.2(b) liefert die
folgende Projektionsformel:

Proposition 2.3.7 (Projektionsformel). Es sei p: X — Y ein Morphismus von Sche-
mata, ¥ eine Ox-Modulgarbe und & eine lokal freie Oy -Modulgarbe von endlichem
Rang. Dann exisitert fiir alle ¢ ein kanonischer Isomorphismus:

R'p.(F Ro, p'E) 2 R'p.(F) R0, &.

Beweis. Dies ist eine direkte Folgerung aus 2.1.2(b). Siehe auch [Hart77, Ch. III. Ex.
8.3]. 0

Fiir die Betrachtungen der Hodge-Zerlegung werden wir auf den Satz von Grauert
zurilickgreifen, so dass wir ihn an dieser Stelle formulieren méchten:

Proposition 2.3.8 (Grauert). Fs sei Y ein ganzes, noethersches Schema, p: X — 'Y
ein projektiver Morphismus noetherscher Schemata, und .% eine kohdrente Garbe auf X,
welche flach iber Y ist. Weiter sei fiir ein i die Funktion h'(y,.#) = dim H'(X,, .%#,)
konstant auf Y. Dann ist R'p.(F) lokal frei auf Y und fiir jeden Punkt y € Y ist die
natiirliche Abbildung

R'p(F) ®o, k(y) = H'(Xy, #,)

ein Isomorphismus von k(y)-Vektorriumen. Insbesondere ist Rip,(F) lokal frei vom
Rang vk R'p.(F) = hi(y, F).

Beweis. Siehe [Hart77, Ch. III, Cor. 12.9]. O
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3 Elliptische Kurven und K3-Flachen

Da wir uns in dieser Arbeit vorwiegend fiir elliptische Kurven und K3-Flichen interessie-
ren, mochten wir in diesem Abschnitt ihre Definitionen und grundlegenden Eigenschaften
notieren und Beispiele aufzeigen.

3.1 Elliptische Kurven

Wir mochten an die Definition einer elliptischen Kurve erinnern. Dazu sei R ein kom-
mutativer, noetherscher Ring und Y ein noethersches, glattes Schema iiber S = Spec R.

Definition 3.1.1. Unter einer elliptischen Kurve X diber Y wverstehen wir ein glattes,
nothersches, projektives Y -Schema p: X — Y wvon relativer Dimension 1, so dass fir
jedesy € Y die Faser X,, = X Xy Spec k(y) von p eine glatte zusammenhdingende Kurve
iber S vom Geschlecht g := dim H'(X,, Ox,) =1 ist.

Beispiel 3.1.2. (a) In dem FallY = S = Spec k fiir einen Kérper k ist eine elliptische
Kurve X dberY bis auf Isomorphie durch eine homogene Gleichung

Y2Z +a XY Z+a3YZ? = X3+ 4o X?Z + auXZ? + ag Z°

fiir Koeffizienten ay, ..., ag € k in der projektiven Fliche ]P% gegeben. Fine Solche
Gleichung wird Weierstrass Gleichung genannt. Fir weitere Details sei auf [Silv09,
Ch. III, Prop. 3.1] verwiesen.

(b) Unter der zusdtzlichen Voraussetzung char k # 2 lisst sich aus dem Beispiel (a)
folgern, dass jede elliptische Kurve bis auf Isomorphie durch eine Gleichung

v =x(x—1)(z — )

fiir ein A € k\ {0,1} und den Punkt (0 : 1:0) im Unendlichen in P2 gegeben ist.
Diese Form der Darstellung einer elliptischen Kurve wird Legendre-Form genannt.
Genaueres findet sich in [Silv09, Ch. III, Prop. 1.7]. Wir konstruieren daraus ein

interessanteres Beispiel, indem wir S = Spec k und Y = Spec k [t, ﬁ] setzen

und X tberY durch die Gleichung
y* =x(r —1)(z —1t)

als Kurve in P% definieren. Jeder Punkt in Py € Y korrespondiert zu einem Ele-
ment ty € k\{0, 1} und die Faser Xp, ist eine elliptische Kurve iber k gegeben durch
die Gleichung y* = z(x — 1)(x — to). Wir nennen X auch die Legendre-Familie.

Aus der Definition einer elliptischen Kurve folgt, dass dim H'(X,, Ox,) = 1 ein kon-
stante Funktion auf Y ist. Da Y glatt ist, lasst sich auf den Zusammenhangskomponenten
von Y der Satz von Grauert aus Proposition 2.3.8 anwenden. Folglich ist R'p,Ox lokal
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frei vom Rang 1. Wegen der Serre-Dualitit sind R'p,Ox und p,.Q x/vy dual zueinander
(siehe [Hart77, Ch. III, Cor. 7.13|), so dass auch p,§2x/y lokal frei vom Rang 1 ist.

Ebenso ist dim H%(X,, Ox,) = 1 konstant auf Y, da X, immer eine projektive, glatte
Kurve ist. Nach dem Satz von Grauert ist somit auch p,Ox lokal frei vom Rang 1. Wegen
der Serre-Dualitét ist dann auch R'p,Qy/y lokal frei vom Rang 1. Insbesondere hat
der Hodge-Diamant, welcher die Hodge-Zahlen h?? = dim H?(X,, Q_@{y) =rk Rip,Q
mit sy = APQly)y reprisentiert, die Form

P
XY

1
1L (3.1)

3.2 K3-Flachen

K3-Fldchen nehmen unter den Flachen eine dhnliche Sonderrolle ein wie elliptische Kur-
ven unter den Kurven. Zur Definition verlangt man zunéchst, dass das kanonische Vek-
torbiindel trivial ist, und schlieftt anschlieftend die abelschen Varietdten aus. Das lésst
sich auf verschieden dquivalente Weisen bewerkstelligen. Fiir uns ist die folgende De-
finition sinnvoll. Es sei wiederum R ein kommutativer, noetherscher Ring und Y ein
noethersches, glattes Schema iiber S = Spec R.

Definition 3.2.1. Unter einer K3-Fliche X tber Y wverstehen wir ein glattes, noether-
sches, projektives Y-Schema p: X — Y wvon relativer Dimension 2, so dass zu jedem
Punkt y € Y die Faser X, = X xy Spec k(y) von p eine glatte Fliche dber S mit
trivialem kanonischen Bindel Q% .\ = Ox, und H'(X,,Ox,) = 0 ist.

Beispiel 3.2.2. (a) In dem FallY = S = Spec k fiir einen Korper k ist ein typisches
Beispiel fiir eine K3-Fliche X diberY die durch die inhomogene Gleichung

2yt 21 =0

gegebene Fermat-Quartik in IP% Allgemeiner ist jede durch eine Gleichung vierten
Grades gegebene glatte Hyperebene in ]P% eine K3-Flache. Siehe dazu auch [FKKP7S,
V.1.2].

(b) Ein interessanteres Beispiel einer K3-Fldche ist die zu (a) korrespondierende uni-
verselle Familie X/Y, welche durch die Gleichung

oyt T+ Z tijkxiyjzk =0
2<itith<a
(=)
in ]P%2 gegeben ist. Dabei ist Y = Spec E[tijk}(%?ﬂ]'ct’;ﬁ) >~ A zu setzen. Siehe auch
)R>
[FKKP75, 1.5.5].

Ebenso wie fiir elliptische Kurven méchten wir fiir K3-Flachen den Hodge-Diamanten

bestimmen. Nach Definition sind dim H*(X,, Ox,) = dim Hl(Xy,Qiy/k(y)) =0 auf Y
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konstante Funktionen. Da X, nach Definition fiir alle y € Y eine glatte, projektive Flache
ist, folgt ebenso, dass auch dim H°(X,, Ox,) = dim H°(X,, Q% ,..,)) = 1 auf Y konstan-
te Funktionen sind. Daher gilt nach dem Satz von Grauert R'p,Ox = Rlp*Q_ZX/Y =0
und die Garben p,Ox und p*Qg( Iy sind lokal frei vom Rang 1. Aus der Serre-Dualitét
erhélt man alle weiteren Hodge-Zahlen bis auf h'' = dim H'(X,, Qx,). Aus dem Satz
von Riemann-Roch kann man allerdings folgern, dass h'' = 20. Fiir Details sei hier auf
[FKKP78, V.1.3] oder auch [Deli81, Prop. 1.1| verwiesen.

Insgesamt bilden die Hodge-Zahlen h?? = dim Hq(Xy,ngy) = 1k qu*Qgc/y den
Hodge-Diamanten:

1
0 0
1 20 L (3.2)
0 0
1

Fiir die nachfolgende Betrachtungen ist es von besonderer Bedeutung, dass die Gar-
ben Rop*Qg(/Y, R'p.Qx/y und R?*p,Ox lokal frei vom Rang 1, 20 bzw. 1 sind. Abschlie-
Kend fassen wir zusammen:

Korollar 3.2.3. Ist X/Y eine elliptische Kurve oder eine K3-Fliche, so sind die Gar-
ben qu*ﬂg’(/y fiir alle p,q > 0 lokal frei, und thre Ringe werden in (3.1) bzw. (3.2)
dargestellt.
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4 De-Rham-Kohomologie

In diesem Kapitel mochten wir die notigen Grundlagen iiber die de-Rham-Kohomologie
und die Hodge-Filtrierung eines relativen Schemas p: X — Y erlautern. Wir betrachten
dabei die allgemeinere als spéter benotigte Situation eines glatten, noetherschen, pro-
jektiven Schemas p: X — Y iiber einem glatten, noetherschen Schema Y — S. Den Fall
von Kurven, insbesondere elliptischen Kurven, und Flédchen, insbesondere K3-Flachen,
werden wir dabei in Beispielen betrachten.

Daher sei im ganzen Kapitel S ein noethersches Schema, Y ein noethersches, glattes S-
Schema und p: X — Y ein noethersches, glattes, projektives Y-Schema. Insbesondere
ist p: X — Y nach [Hart77, Ch. II, Th. 4.9] eigentlich im Sinne der algebraischen
Geometrie (siehe [Hart77, Ch. I1.4, p. 100]). Wir sagen, dass X von relativer Dimension d
tiber Y ist, kurz dim X/Y = d, wenn alle Fasern X, die Dimension dim, X, = d haben.

Das Schema X/Y lésst sich auch als Familie von S-Schemata (X)) ey interpretieren.
In diesem Sinne nennen wir Y auch den Parameterraum der Familie X /Y.

4.1 De-Rham-Kohomologie

In diesem Abschnitt méchten wir die de-Rham-Kohomologie als die Hyperkohomologie
des de-Rham-Komplexes definieren. Es sei {2x/y die in 2.3.1 definierte Differentialgar-
be. Wir notieren ng/y = NQX/Y fiir die dufseren Potenzen. Die kanonische Derivati-
on d: Ox — (1x/y induziert Abbildungen:

d' Qéqy — Qf;r/ly.

Auf einer offenen, affinen Teilmenge Spec A = U C X hat ein Element w € QY /Y(U )
wegen Gleichung (2.1) die Gestalt
w:ij~da1j/\da2j/\---/\daij

j=1

fiir gewisse bj, a; € A fiir 1 < j <nund 1 <k <. Dann operiert d' wie folgt:
dz(w) = Z dbj A\ dalj A\ dagj A A daij.

j=1

Wegen d(1) = 0 folgt d'"*' o d' = 0, so dass wir den de-Rahm-Komplex Q% erhalten:

. d dl d2 difl i d’L

Definition 4.1.1. Die n-te de-Rahm-Kohomologiegruppe von X/Y ist gegeben durch die
Anwendung des n-ten hyperderivierten Funktor von p, auf den de-Rham-Komplex:

Hip(X/Y) = R'p.O% )y
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Um den hyperderivierten Funktor zu berechnen, lasst sich beispielsweise ein Komplex
injektiver Objekte wihlen, so dass es einen Quasiisomorphismus

OHOXHQX/YHQ?X/YH'”

S

0 I° It I?

gibt. Dann gilt Rp. Q% y = H "(p«I*), wobei hier H"(p,I*) die gewohnliche n-te Koho-
mologiegruppe bezeichnet. Fiir den Komplex °® lasst sich wiederum der zu einer Cartan-
Eilenberg Auflésung J** von QB(/Y assoziierte totale Komplex Tot(J**) wihlen, das
heift der durch Tot(J**)" = @
[Weib94, Ch. 5.7].

i+jn J"7 gegebene Komplex. Fiir weitere Details siche

4.2 Hodge-Filtrierung

Wir betrachten in diesem Abschnitt die auf den de-Rham-Kohomologiegruppen gegebene
Hodge-Filtrierung. Diese ist ein sehr gutes Werkzeug um die de-Rham-Kohomologie
zu verstehen. Wir definieren zunéchst die Hodge-Filtrierung und die Hodge-de-Rham
Spektralsequenz, betrachten anschliefend den Spezialfall einer elliptischen Kurve bzw.
einer K3-Flache und zeigen abschliefend die Vertréglich der de-Rham-Kohomologie und
ihrer Hodge-Filtrierung mit Basiswechseln.

Definition 4.2.1. Zu einem Komplex L® ist die Hodge-Filtrierung durch Unterkomple-
ze F'L® gegeben, die wie folgt definiert sind:

(P {0 | fallsg: <i
L7 falls j > 1,
das heifgt F'L* = (0 — -+ — 0 — L' — L' — _..). Die Hodge-Filtrierung des
de-Rham-Komplexes induziert die Hodge-Filtrierung der de-Rham-Kohomologiegruppen
wie folgt: ‘
F'AG(X)Y) == Bild(R/p, F'Q% )y — R7p.Q% )y ).

Wegen der Faktorisierungeigenschaft der Abbildungen fiir 7; > iy > 0:

ij*F“QB(/Y R7p.Q8

\ / h

ij*F”Q;(/Y,
ist die Hodge-Filtrierung absteigend.

Ist X von relativer Dimension d iiber Y, so ist {2x/y nach Proposition 2.3.4 lokal frei
von Rang 1k 1x/y = d, so dass fiir i > d die dukeren Potenzen QfX/Y verschwinden.
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Fiir i > d folgt daher F'Q% ,, = 0 und somit FiA,(X]Y) = 0. Folglich ist die Hodge-
Filtrierung von der From:

Hip(X[Y) = FOAG(X]Y) 2 F' A GR(X/Y) 2 - 2 FIHAG(X]Y) =0

Als néchstes mochten wir die Hodge-de-Rham Spektralsequenz erlautern. Dazu sei J**
eine Cartan-Eilenberg Auflésung von 2% /y - Wir definieren fiir i > 0 eine Filtrierung F"*J*

auf J**, wobei der Doppelkomplex F*.J** durch

0 falls m < i
J™" fallsm >4

(FiJo,o>m,n — {

gegeben sei. Diese Filtrierung ist mit der Hodge-Filtrierung in dem Sinne vertréglich,
dass F'J** eine Cartan-Eilenberg Auflosung fiir den Komplex F'Q% Jy st Auf dem

totalen Komplex Tot(J**) wird die Filtrierung F , Tot(J**) := Tot(F*J**) induziert,
wobei wir Tot(F"J**) als Unterkomplex von Tot(.J**) auffassen. Explizit gilt:

(FioTot(J**)" = € I

Insbesondere gilt fiir die Quotienten
8170 (Tot(J*%)) 1= (F7y Tot (J**))/ (Fpgy Tot(J**)) = J™*.

Dabei ist J™® nach Definition von Cartan-Eilenberg Auflosungen gerade eine injektive
Auflésung von Q% Iy Da der Funktor p, links-exakt ist, erhalten wir durch

Firoy(pTot (J**)) := pyFpy Tot(J**)
eine Filtrierung auf dem Komplex p,Tot(J**).

Definition 4.2.2. Die zu dem wie oben filtrierten Komplex p,Tot(J**) assoziierte Spek-
tralsequenz nennen wir die Hodge-de-Rham Spektralsequenz.

Fiir die Assoziation einer Spektralsequenz zu einem filtrierten Komplex verweisen wir
auf [Weib94, 5.4|. Da J** ein Doppelkomplex injektiver Objekte ist, gilt insbesondere

EPT = H(grpy, (pTot(J*%))) = HO(pugrie (Tot(J**))) = H(p. J"*) = Rip, Q.
Daher hat die Hodge-de-Rham Spektralsequenz die Form

BT = Rip. &Y,

X)y = A (XY,

wobei die Filtrierung auf 7, /(X/Y) die Hodge-Filtrierung aus Defintion 4.2.1 ist, da

die Filtrierung auf der Cartan-Eilenberg Auflosung mit der Hodge-Filtrierung vertrag-
lich ist. Daher gilt nach dem Satz fiir Konvergenz von Spektralsequenzen mit endlicher
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Filtrierung [HS70, Ch. VIII, 3.5|:
B2 = gt A (X)),

Von besonderer Bedeutung ist der Fall, dass die Hodge-de-Rham Spektralsequenz bei E
entartet, das heifst E{*? = EP4 fiir alle p,q > 0. In diesem Fall gilt fiir alle p, ¢ > 0:

Rip. Q% = BP9 = ERI = gi? A7 (XY, (4.1)

Beispiel 4.2.3. (a) Als erstes Beispiel betrachten wir den Fall einer elliptischen Kur-
ve X/Y. Wegen EY" = Rip Q% zeigt der Hodge-Diamant (3.1) von X/Y den
Rang von EV? fiir alle p,q. Da die Oy -lineare Differentialabbildung

. P p+1,q

kein von Null verschiedener Isomorphismus sein kann, folgt aus Dimensionsgrinden
bereits dy = 0, so dass EP = EY? fiir alle p,q gilt. Weiter gilt auch d, = 0 fir
aller > 2, da entweder Quelle oder Ziel dieser Abbildungen bereits Null sein miissen.
Insgesamt folgt, dass die Hodge-de-Rham Spektralsequenz bei Fy entartet, so dass
Gleichung (4.1) gilt. Insbesondere interessieren uns die Fille

HR(XY) P A (X]Y) = R'p.Ox,
F'AR(X]Y) = p.Sxyy.

Folglich sind alle F'6%(X/Y) lokal frei und fiir die Ringe gilt

rk FL2L(X)Y) =1, tk H5(X)Y) = 2.

(b) Als ndchstes Beispiel betrachten wir den Fall einer K3-Fliche XY . Wiederum lie-
fert der Hodge-Diamant (3.2) von X/Y den Rang von EY? fiir alle p,q. Hier sieht
man schnell ein, dass die Differentialabbildung dy Null ist, da entweder die Quel-
le EP oder das Ziel EV*Y9 Null ist. Damit folgt EP = EPY fiir alle p, ¢ und mit der
selben Argumentation erhdlt man, dass d, = 0 fir alle r > 2 gilt, so dass auch fir
eine K3-Fliche X/Y die Hodge-de-Rham Spektralsequenz bei Ey entartet und ebenso
Gleichung (4.1) gilt. Bei einer K3-Fliche interessieren uns besonders die Fllle:

Hgp(X)Y) [ F A p(X]Y) = RPp.Ox,
F A (X)Y) [ FPAGR(X]Y) = RpQyy,
F* AR (X)Y) = p.Qy)y-

Auch hier sind alle F'767%(X/Y) lokal frei und fiir die Ringe erhalten wir:
rk FPA5(X)Y) =1, tk F'H5L(X/Y) =21, tk HR(X/Y) = 22.

Eine weitere Eigenschaft der de-Rham-Kohomologiegruppe und ihrer Hodge-Filtrierung,
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die wir noch bendétigen werden, ist ihre Vertréglichkeit mit Basiswechseln. Zunéchst fiih-
ren wir dazu eine Notation fiir Basiswechsel ein.

Definition 4.2.4. FEs sei f: Y' — Y ein beliebiger Morphismus noetherscher, glatter S -
Schemata. Mit f*X/Y' bezeichnen wir den Basiswechsel X Xy Y'/Y', das heif$t, dass
das folgende kommutative Diagramm ein Pullback ist:

prx

[ X—X

=
f

Y'—Y.

Proposition 4.2.5. Wiederum sei f: Y' —'Y ein beliebiger Morphismus noetherscher,
glatter S-Schemata. Unter der Voraussetzung, dass die Oy -Moduln

RIp.O% 1y, Aa(X)Y)
fur alle p,q,n > 0 lokal frei sind, sind die kanonischen Homomorphismen
f*qu*Q’;(/Y — qu*Q’}*X/Y,,
[T HGRX]Y) = Agp(X]Y),
fur alle p,q,n > 0 Isomorphismen.
Proof. Siehe [Katz70, Cor. 8.3]. O

Beispiel 4.2.6. Fir eine elliptische Kurve oder K3-Fliche X/Y sind nach Korollar
3.2.3 die Oy -Moduln qu*Qg(/Y lokal frei. Da in diesem Fall die Hodge-de-Rham Spek-
tralsequenz bei Ey entartet, sind alle Quotienten grp%?q(X/Y) lokal frei, so dass
auch (XY fir allen > 0 lokal frei sind. Daher lisst sich hier insbesondere die Pro-
position 4.2.5 anwenden. Folglich haben X/Y und f*X/Y' den selben Hodge-Diamanten,
so dass auch die Hodge-de-Rham Spektralsequenz fir f*X/Y' bei E; entartet.

Da FeHL(X]Y) = p*Qg(/Y gilt und die Isomorphismen aus Proposition 4.2.5 die
kanonischen sind, erhalten wir das folgende kommutative Diagramm:

FLA(fFX)Y") = A (f*X]Y") (4.2)

gl lg

FPAL(X)Y) —— [ AL(X]Y).

Analog gilt gr’ 5 (X/Y) = RO und die Isomorphismen aus Proposition 4.2.5 liefern
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einen Morphismus kurzer exakter Sequenzen:

0 — YA (f*X)Y") — Hp(f*X)Y') —= ROy x —0

ig lg lg

0 —— f*FUHGRH(X)Y) —— [ HGHX)Y) — [FRIOx —0,

wobei die Exaktheit der zweiten Sequenz folgt, da R4Ox lokal frei, das heifit insbesondere
flach, ist, so dass nach [Liu06, Ch. 1.2.1, Prop 2.6/ die kurze exakte Sequenz

0— F'L(X]Y) = HH(X)Y) = RIOx — 0

nach Anwenden von f* exakt bleibt.
Da es fiir eine Kurve oder Fliche X/Y aufler

Hip(X]Y), FIAGRX]Y), FUAGR(X]Y)

keine Moduln der Hodge-Filtrierung ungleich Null gibt, ist in dem Fall einer elliptischen
Kurve oder K3-Fliche X]Y die Hodge-Filtrierung von L(X/Y') somit vollstindig mit
Basiswechseln vertraglich.

4.3 Poincaré-Dualitat

In diesem Abschnitt mochten wir an die Poincaré-Dualitdt fiir die de-Rham-Kohomo-
logiegruppen erinnern. Zunéichst machen wir fiir den gesamten Abschnitt die Annahme,
dass die Hodge-de-Rham Spektralsequenz fiir X/Y bei E; entartet. Weiter sei X/Y
immer von relativer Dimension d.

Wegen gri3d(X/Y) = R*ip, Q% sy ist der einzige von Null verschiedene Hodge-
Quotient von JZ7(X/Y) der d-te Quotient gri24(X/Y) = R%p,.Q% /y» S0 dass wir
einen Isomorphismus #24(X/Y) = R%p, Q4 sy erhalten. Mittels der Spurabbildung (sie-
he [Hart75, Ch. II, Prop. 2.1|) bekommen wir einen Isomorphismus

o

A (X]Y) = Rp.O% )y = Oy.

Proposition 4.3.1 (Poincaré-Dualitét). Zusammen mit der Spurabbildung ist das Cup-
Produkt der Kohomologiegruppen

(o) p: Hgp(X]Y) @0y HGH(X]Y) = Hp(X]Y) = Oy (4.3)
eine perfekte Paarung. Insbesondere erhalten wir einen kanonischen Isomorphismus:
Hp(X[Y) = Homo, (Hp(X[Y), Oy).

Beweis. Siehe [Hart75, Ch. II., Cor. 5.3]. O]
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Ist X'/Y ein weiteres glattes Schema der relativen Dimension d, fir das die Hodge-
de-Rham Spektralsequenz bei E; entartet, und ¢: SH(X'/Y) — HL(X/Y) ein Oy-
linearer Homomorphismus, so konnen wir den zugehorigen dualen Homomorphismus
mittels Poincaré-Dualitéat als einen Homomorphismus

b: Hp(X)Y) = HH(X']Y) (4.4)

auffassen.
Die assoziierten graduierten Paarungen der Hodge-Filtrierung

g Ap(X/Y) @ er" A (XY ) — el A (X/Y)

- -

Rd_ip*Qg(/Y ® RiQ?jY de*le(/Y 2 Oy

stimmen mit den perfekten Paarungen der Serre-Dualitdt iiberein (siehe auch [Katz72,
2.3.5.1]). Insbesondere stimmt der zur kanonischen Projektion

Hip(X/Y) = gr" AR(X/Y)
duale Homomorphismus bis auf [somorphismen mit der Einbettung

-

FAAGR(X]Y) Hip(X]Y)

ig lg

A omo, (g’ Hp(X[Y), Oy ) — Homo, (A 3(X/Y), Oy)

tiberein. Ist nun g: X — X’ ein Morphismus iiber Y, so induziert dieser sowohl einen
Homomorphismus:

¢ HGp(X'|Y) = Hp(X[Y)
als auch einen Homomorphismus
V: R, Ox — R¥p.Ox.

Da gr’ 2 r(X/Y) = Rip,Ox gilt und die Hodge-Filtrierung funktoriell ist, erhalten wir
folgendes Diagramm

Hp(X'|Y) —= e’ Hap(X']Y)

N X

H(X)Y) ——=er" Hr(X]Y).
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Dualisieren ergibt bis auf kanonische Isomorphismen das Diagramm:

FIAL(X]Y) ——= H(X]Y) (4.5)

I j
-
FPAAGHX')Y) == HH(XY).
Das heift insbesondere ¢(FI%L(X/Y)) = H(FIAL(X/Y)) C FLAL(X')Y). Ist nun
speziell f: Y — Y ein Endomorphismus, X'/Y = f*X/Y der zugehorige Basiswechsel

und g = pry: f*X — X die Projektion des Faserprodukts, so kénnen wir die Diagramme
(4.2) und (4.5) wie folgt zusammenfassen:

c

FAAGR(X]Y) Hip(X/Y) (4.6)

| &

FAAL(FX]Y) = A (fX]Y)

l: i:

PFLAR(X)Y) > [ AL(X]Y).

4.4 GauB-Manin-Zusammenhang

Auf der de-Rham-Kohomologiegruppe % (X/Y) existiert immer ein kanonischer Zu-
sammenhang, der auch Gauf-Manin-Zusammenhang genannt wird. Wir konstruieren in
diesem Abschnitt zunéchst den Gau-Manin-Zusammenhang. Anschliefend untersuchen
wir seine Vertraglichkeit mit der Hodge-Filtrierung, was uns zur Griffiths Transversali-
tat fithrt, und mit der Poincaré-Dualitédt. Fiir Details zu diesem Abschnitt verweisen wir
insbesondere auf [Katz72, Ch. 1].

Wir erinnern zunéchst an die Definitionen eines Zusammenhangs:

Definition 4.4.1. Es sei & eine quasikohdrente Garbe von Oy -Moduln. Dann ist ein Zu-
sammenhang auf & ein Garbenhomomorphismus:

p: & — & Roy Qyys,
so dass fir alle offenen Mengen U CY und alle f € Oy (U), e € &(U)
p(f-e)=[-ple)+exdf
gilt, wobei d: Oy — (ly,g die kanonische Derivation ist.

Um den Gauf-Manin-Zusammenhang herzuleiten, benétigen wir zunéchst den Begriff
der Koszul-Filtrierung. Dazu sei

0. F595% w0



eine kurze exakte Sequenz lokal freier Ox-Moduln von endlichem Rang.
Definition 4.4.2. Die Koszul-Filtrierung der dufleren Algebra A*9 ist gegeben durch
K':= K'(A\*9) := Bild(A"¥ ®p, A*7'Y — A°Y),

wobei wir F = 4 als Untermodul auffassen und N'.F @p, A*7'Y — A*°G die kanonische
Abbildung ist. Dabei ist K* wie folgt auf kanonische Weise graduiert:

; 0 falls k <1
(K)k = 9 ey 1 ni b k .
Bild(A'F ®@o, A*7'Y — N°9)  falls k > i.

Aus der Definition folgt sofort, dass A*9 = K° O K! D K? D ... gilt. Daher erhalten
wir stets die folgende kurze exakte Sequenz:

0— K'/K*>— K°)K* - K°/K' — 0. (4.7)
Um diese kurze exakte Sequenz besser zu verstehen, rechnen wir K/ K™ aus:
Lemma 4.4.3. Der Homomorphismus B induziert einen kanonischen Isomorphismus

g'(K) = K'/K"' 2 N'.F @0, A",
wobei dies wiederum so zu lesen ist, dass (gr'(K))x = 0 fir k <1 gilt.
Beweis. Durch : 9 — 7 wird fiir k > ¢ ein Homomorphismus

(ANidz @ AF'8): N7 @0, NG — N'.F @0, NF7'0#
induziert. Da fiir ein g € ker(A'F ®0, A* 9 — A*¥) ciner der Faktoren aus A*~'9
bereits in .# liegen muss, folgt wegen 8(.%#) = 0 auch g € ker(Afidz ® A*~¢3). Folglich
Faktorisiert (Alidz @ A*~3) iiber (K?), so dass wir einen Homomorphismus
B: (K = AT @p, A2

erhalten. Fiir ein ¢ € ker 5 miissen mindestens (i + 1) der Faktoren A*¢ bereits aus .

stammen. Folglich gilt ker § = (K1), und somit (K%)./(K™), & ALF @0, A
Wegen (K%)= 0 fiir k < i folgt das Lemma. O

Die kurze exakte Sequenz (4.7) hat damit die Gestalt:
0= .7 Qo, N1 = KY/K? — N — 0. (4.8)
Wir méchten dies nun auf die kurze exakte Sequenz

0— p*Qy/S — QX/S — Qx/y — 0
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aus Proposition 2.3.5 anwenden. In diesem Fall ist (4.8) die kurze exakte Sequenz:
0= p* Qy/s ®oy QB{/; — K°/K*( Y/s) = %y — 0. (4.9)

Durch Anwendung des hyperderivierten Funktors Rip, ergibt sich daraus folgende lange
exakte Sequenz:

. . v % o
s qu*(KO/KQ(QX/S)) — RIp.(Q%)y) — R 'p.(p Qy/s Qox QX/%/) —

Da €y, 5 lokal frei von endlichem Rang ist, gilt nach der Projektionsformel aus Proposi-
tion 2.3.7:

R p. (p"Qyys ®ox Ay) = Dyys ®oy RTp(QYy) = RIp.(Q)y) ®oy Qyys.
Proposition und Definition 4.4.4. Die Randabbildung der langen exakten Sequenz
= RIp Q) 2 R (Q%)y) ®oy Qyys 2 R p, (0" Qys @0, %) = -
ist ein Zusammenhang auf A p(X/Y) = Rip.(Q%y) und bezeichnen wir auch als den

Gauk-Manin-Zusammenhang V = V).

Beweis. Es ist zu zeigen, dass V die Rechenregel eines Zusammenhangs erfiillt. Dafiir
verweisen wir auf den zweiten Abschnitt in [KOG6S|. O

Es ist eine fiir unsere Zwecke wichtige Eigenschaft des Gaufs-Manin-Zusammenhangs,
dass er die Hodge-Filtrierung respektiert. Diese Tatsache wird Griffiths Transversalitat
genannt.

Proposition 4.4.5 (Griffiths Transversalitit). Der Gauf-Manin-Zusammenhang re-
spektiert die Hodge-Filtrierung wie folgt:

Veu(FAHL(X]Y)) C F T AHL(X]Y) oy Qyys fiiri > 1.

Beweis. Fiir einen beliebigen Komplex L* definieren wir die Notation (L*)[n] := L**".
Aus der Definition der Hodge-Filtrierung fiir beliebige Komplexe folgt sofort die Identi-
tat F'(L*T") = (F"t"(L*))[n]. Wenden wir dies auf den Komplex p*Qy,/g Qo Q;;/; an,
so erhalten wir:

Fi(p*Qyvys ®ox A y) = P Qyys @oy (FTHQy)) 1]

Anwenden von F' auf die kurze exakte Sequenz (4.9) ergibt unter Benutzung der obigen
Gleichung folgenden Morphismus von kurzen exakten Sequenzen:

0

P"Qys ®ox Oy KO/ K (9% 5) Vv 0

: T

0——=p" Qys oy (F"_l(Q_‘X/Y))[—l] — F"(KO/KZ(QS(/S)) — Fi(Q;(/Y) —0.
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Wie bei der Konstruktion des Gauk-Manin-Zusammenhangs, liefert Rip, lange exakte
Sequenzen. Wegen der Funktorialitdt von R9p, bilden die Randabbildungen folgendes
kommutierende Diagramm:

qu*<Q;(/Y) —Yem qu*(Q;(/Y) ®oy ly/s

T !

Rp. (F'(Q%y)) —= RIp.(FH(Q 1)) @0y Qs
wobei wir hier wiederum die durch die Projektionsformel gewonnene Isomorphie

R, (p"Qyys @oy (F7HQ%)y))[-1]) = R (F7HQ%, v ) @0y Qs

genutzt haben. Nach der Definition der Hodge-Filtrierung fiir die de-Rham-Kohomologie-
gruppen bedeutet das gerade Vo (F'HL(X/Y)) C F 1L (X]Y) ®o, Qyys. O

Beispiel 4.4.6. (a) Firi= 1 ist die Aussage der Griffiths Transversalitdt trivial, denn
Vou(F' Zp(X/Y)) © Vau(Hp(X/Y)) C A (X]Y) ®o, Qyys.

Da fiir eine Kurve X/Y, das heifft dim X/Y = 1, aber bereits F'H/L(X/Y) = 0
fiir i > 2 qilt, ist Griffiths Transversalitdt fiir Kurven trivial.

(b) Fiir eine Fliche X/Y, das heifst diim X/Y = 2, erhalten wir aus Griffiths Transver-
salitdt eine nicht-triviale Inklusion:

Vou (FPA(X[Y)) € FUAG(X/Y) B0, Qyys.

Im Folgenden mochten wir noch einen Zusammenhang zwischen dem Gauss-Manin-
Zusammenhang und der Poincaré-Dualitat darstellen. Der Gaufs-Manin-Zusammenhang
ist nach Konstruktion mit dem Cup-Produkt von Kohomologieklassen

Hp(X/Y) @ Hp(X)Y) = HGE(X]Y), s1@ 55 51U s
vertréglich, das heifst es gilt
VGM(D)(Sl U 82) = VGM<D)($1) Usy+ 51U VGM<D)(82),

wenn wir Vg (D) fiir eine Derivation D € Zero,(Oy,Oy) = Homo, (dy/s, Oy)
als eine Abbildung Ve (D): FL(X/Y) — HL(X/Y) auffassen. Da die Spurabbil-
dung tr: 4 (X/Y) = Oy den Gauk-Manin-Zusammenhang auf den trivialen Zusam-

menhang d auf Oy abbildet (siche [Katz72, 2.3.5.1]), erhalten wir fiir die Paarung (-, -)p
die Eigenschaft

D((s1,82)p) = (V(D)(s1), 82) p + (51, V(D) (52)) P (4.10)
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fiir ein beliebiges D € Zerp,(Oy, Oy) und Schnitte s, sy € H%L(X/Y).

4.5 Kodaira-Spencer-Abbildung

In diesem Abschnitt méchten wir die Kodaira-Spencer-Abbildung erkldren, um anschlie-
fend die Eigenschaft Modular fiir ein Schema X /Y definieren zu kénnen. Anschliefsend
werden wir den Begriff Modular fiir die Beispiele 3.1.2(b) und 3.2.2(b) diskutieren. Als
wichtigste Referenz zu diesem Abschnitt sei [FKKP75| genannt.

Im Folgenden schreiben wir abkiirzend

Tx/s = Perog(Ox,O0x), Ty)s = Derog(Oy, Oy), Tx)y = Pero, (Ox, Ox).
Nach Proposition 2.3.5 ist
0— p"Qys = Qx/5 — Qx/y — 0 (4.11)

eine kurze exakte Sequenz. Das zu dieser kurzen exakten Sequenz korrespondierende
Element ¢ € ExtéX(QX/y, p*Qy/s) wird Kodaira-Spencer-Klasse genannt. Wegen der
Definition von Ext gilt:

Exty (Qx/v,p*Qyys) = HY(X, #omo, (Qx)v, p*Qyys))
=~ H'(X, Dero, (Ox,O0x) Qoy 0" Qy)s),

so dass wir die Kodaira-Spencer-Klasse als é e HY(X, T Xy ®oy P*Qy/s) auffassen kon-
nen. Wir erhalten eine zu £ korrespondierende lokale Version der Kodaira-Spencer-Klasse

¢ € R'pu(Tx)y ®oyx 0" Qy)s).

Zu & assoziieren wir wie folgt eine Abbildung x: Ty g — Rlp*<Tx/y)Z
Durch die Projektionsformel aus Proposition 2.3.7 ist kanonisch ein Isomorphismus

R'p(Tx;y @0y P Qyss) = R'p(Txv) ®oy Qyys
gegeben. Dieser Isomorphismus induziert eine Paarung:
()1 R'pu(Tx)y @oy p"QUvys) ®oy Tyys — Rpu(Txyy), s®@ D (s,D)y.  (4.12)
Die Abbildung x definieren wir nun durch:
t: Tyys = R'p(Tx)y), D (&, D).

Definition 4.5.1. Wir nennen x: Ty,;s — R'p.(Tx/y) die Kodaira-Spencer-Abbildung.
/ /

Etwas formloser ausgedriickt kénnen wir die Kodaira-Spencer-Abbildung auch als eine
Art Ableitung der Abbildung

Y = {X, |yeY}, y— X,
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die jedem Punkt y € Y seine Faser in X zuordnet, auffassen. In denen fiir uns interessan-
ten Féllen ist X/Y eine relative elliptische Kurve oder eine relative K3-Flache. Dann
sind die Fasern gerade elliptische Kurven bzw. K3-Fléchen iiber der Basis S und Y
ein S-Schema, deren Punkte eben diese elliptische Kurven bzw. K3-Flachen reprasen-
tieren. Die Kodaira-Spencer-Abbildung misst in einem gewissen Sinne die Abweichung
der Familie X/Y von der universellen Familie. Siehe dazu auch [FKKP75, 1.3.3|. Das
motiviert folgende Definition:

Definition 4.5.2. Wir nennen X/Y modular oder auch eine modulare Familie, falls
ein Isomorphismus ist.

Beispiel 4.5.3. Im Folgenden mdéchten wir Beispiele fir eine modulare elliptische Kurve
und fir eine modulare K3-Fliche geben. Zundchst konnen wir wegen der notwendigen
Gleichheit

dimY/S =1k Ty;s =tk R'p.(Tx/v) =tk R'p.(Qx/v) (4.13)

fiir eine modulare Familie X/Y die Dimension von Y /S ableiten.

(a) Fiir eine modulare elliptische Kurve XY muss nach Gleichung (4.13) dimY/S =1
gelten. Die Legendre-Familie XY aus Beispiel 3.1.2(b) ist nach [FKKP75, 1.4.5.A]
in jedem Punkt universell, so dass die Kodaira-Spencer-Abbildung nach [FKKP75,
1.3.3, Kor. 2] fir X/Y ein Isomorphismus ist. Das heif$t, dass die Legendre-Fami-
lie XY modular ist.

(b) Ist X/Y hingegen eine modulare K3-Fliche, so erhalten wir nach Gleichung (4.13)
zundchst dimY /S = 20. Fir jede Wahl einer Polarisierung erhalten wir allerdings
eine Gleichung auf dem Parameterraum Y/S, so dass fir den Parameterraum der
semiuniversellen Familie dimY /S = 19 gilt. Insbesondere ist fir die universelle Fa-
milie zur Fermat-Quartik aus Beispiel 3.2.2(b) die Kodaira-Spencer-Abbildung wie-
derum nach [FKKP75, 1.3.3, Kor. 2] ein Isomorphismus. Fir Details verweisen wir
auf [FKKP75, 1.5.5].

4.6 GauB-Manin-Zusammenhang und
Kodaira-Spencer-Abbildung

Im Folgenden mochten wir den Zusammenhang zwischen dem Gaufk-Manin-Zusammen-
hang und der Kodaira-Spencer-Abbildung erldutern. Dabei ist fiir den Rest der Arbeit
von entscheidener Bedeutung, dass eine bestimmte vom Gaufs-Manin-Zusammenhang
induzierte Abbildung ein Isomorphismus ist, falls X/Y eine modulare elliptische Kurve
oder eine modulare K3-Fliache ist. Es sei X/Y nun immer von der relativen Dimensi-
ond=dimX/Y.

Wir betrachten zunéchst den wegen Griffiths Transversalitdt vom Gauf-Manin-Zu-
sammenhang induzierten Homomorphismus:

__ T d— ®id
Ven: F1 Y% pil g, Qg 0 pa=l/ pd @0 Qy)s, (4.14)

26



wobei prpi-1/pa: Fi=t — pd=1/p? die Projektion ist und wir kurz F' := F' %L (X/)Y)
fiir alle i schreiben. Dabei ist Vg, bereits Oy-linear, denn fiir einen Schnitt s € F4(U)
und einen Schnitt a € Oy (U) fiir eine offene Menge U C Y gilt:

Veaula-s) =a-Veau(s) + (s mod FY) @ da = a- Vea(s).

Wie in den Propositionen 2.1.3 und 2.2.3 beschrieben, existieren folgende natiirliche
Isomorphismen:

Homo, (F', F"7' JF' ®0, Qys)

> Homo, (F', F© P @0, #Home, (Tys, Oy))
& %omoY(Fd, Fd_l/Fd) Ry Homo, (Ty)s, Oy)
> Homoy (Tys, # omo, (F4, F©/FY).

Mit Vi Tyys — Home, (F F1/F?) bezeichnen wir das Bild von Vg, unter
diesen Isomorphismen.

Wir wollen nun zeigen, in welcher Beziehung die Abbildung V,,, zur Kodaira-Spencer-
Abbildung steht. Zunéchst benotigen wir folgendes Lemma.

Lemma 4.6.1. Es existiert ein kanonischer Isomorphismus
0%y = Homo, (Qx)v, Ox) oy Uy
Beweis. Siehe [KM97, Ch. 4, 6.20]. O
Aus dem Cup-Produkt der Kohomologiegruppen
R'p.Tx;y @ pQ%)y — R'p.(Txyy @ Q%)y) (4.15)
erhalten wir durch Dualisieren von p,Q% /y einen Homomorphismus:
0: Rlp*TX/y — Homo, (p*le(/Y, Rlp*(TX/y ® le(/y)).

Unter der Annahme, dass die Hodge-de-Rham Spektralsequenz bei E; entartet, konnen
wir nun F¢ 2 p, Q% sy und mit dem obigen Lemma

(FH/FY) = R'p.Q% )y = Ripu(Homoy (Qx/yv, Ox)@0x W jy) = RIp.(Tx)y @0y % )y)

schreiben, so dass #omo, (P05 )y, R'p«(Txyy @ Q%y)) = Homo, (F9, F1/F) gilt
und wir g als den Homomorphismus

0: Rlp*TX/y — %Omoy (Fd, Fdil/Fd)

auffassen. Den Zusammenhang der Kodaira-Spencer-Abbildung mit dem Gaufk-Manin-
Zusammenhang stellt nun die folgende Proposition dar:
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Proposition 4.6.2. Unter der Annahme, dass die Hodge-de-Rham Spektralsequenz bei 4
entartet, kommutiert das folgende Diagramm:

v/
Ty/s = Homo, (F, Fi1/F?)

S

R'p.Tx)y.

Beweis. Fiir den Beweis untersuchen wir zwei verschiedene Paarungen. Zum Einen haben
wir die Paarung (-,-); aus (4.12). Zum Anderen nutzen wir das folgende Cup-Produkt
von Kohomologie-Gruppen:

()21 R'pu(Tx/y @ox 0" Qyys) ®oy pQ%y = R'p(Txyy ®oy P yvss @0y y)
S®t > (s,t)s.

Durch Anwendung von Lemma 4.6.1 und der Projektionsformel aus Proposition 2.3.7
erhalten wir einen natiirlichen Isomorphismus

a: Rlp*(TX/Y Rox p*QY/S ®ox QSI(/Y) = Rlp*leg/%/ Qoy QY/S'

Da die Hodge-de-Rham Spektralsequenz bei E; entartet, induziert der Gauf-Manin-
Zusammenhang eine Abbildung (siehe (4.14)):

Veu: p*Q‘é(/y — RlP*Q?/; ®Roy Qyys,

da 4 = p*Qg(/Y und Fét/pd =~ Rlp*le;/%, gilt. Die Proposition ist im Prinzip eine
Folgerung aus der Tatsache, dass sich der Gaufs-Manin-Zusammenhang als Cup-Produkt
mit der Kodaira-Spencer-Klasse darstellen lasst, das heifst es gilt

Veu = (s = a((€, 5)2)),

wobei s ein beliebiger Schnitt von F'¢ und & € Rlp, (Tx/y ®oy P*Qy/s) die Kodaira-
Spencer-Klasse ist. Diese Tatsache folgt aus [Katz72, Prop. (1.4.1.7)]. Die Proposition
folgt nun, da das durch die Kohomologiegruppe p*Q‘)Z( Iy induzierte Cup-Produkt und
die durch die Projektionsformel induzierte Paarung mit 7y in dem Sinne miteinander
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kommutieren, dass das folgende Diagramm kommutativ ist:

Rlp*(TX/Y R0y p*Qy/s) ®oy Ty o, p*le(/Y
<.,->1<zz>ic1p*9§(/Y W\
Bp.Txy ©oy p*Qg(/Y R'p.(Txyy ®ox Qg{/y ®ox P Qy/s) ®oy Ty
()3
R'p.(Txyy ®ox le(/y)

[~23

Rl (Qd—l )

X/Y

Dabei ist (-,-)3 das Cup-Produkt von Kohomologiegruppen aus (4.15) und die Paa-
rung (-, -)4 ist ebenso wie (-, -); durch die Projektionsformel induziert. Wenn wir p,Q% Iy
im Diagramm dualisieren und die Kodaira-Spencer-Klasse { € R'p,(Tx/y ®o, p*Qy/s)
festhalten, so erhalten wir das folgende kommutative Diagramm:

Ty

K

R'p.Tx,y

g@x Q?(/Y) oy Homo, (p*Qg(/lﬂ Oy)

Homo, (F, Fi1/F?)

U
VGJW

1%

Das entspricht gerade dem Diagramm der Proposition. O]

Korollar 4.6.3. Ist X/Y eine modulare elliptische Kurve oder eine modulare K3-Fliche,
so ist Vi Tyys — Home, (F F47/F?) ein Isomorphismus.

Beweis. Nach Proposition 4.6.2 geniigt es zu zeigen, dass x und ¢ Isomorphismen sind.
Dabei ist x nach Voraussetzung ein Isomorphismus. Da fiir eine elliptische Kurve bzw.
fiir eine K3-Fliche p,0Q% sy lokal trivial ist, ist die Abbildung des Cup-Produkts in (4.15)
ein Isomorphismus. Ebenso folgt aus der lokalen Trivialitit von p,Q% Iy dass die durch
(4.15) induzierte Abbildung p ein Isomorphismus ist. ]
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5 Lifts

In diesem Kapitel mochten wir die Menge der Lifts von Morphismen und von Geraden
definieren, untersuchen und miteinanader vergleichen. Dies geschieht in einer sehr all-
gemeinen, allerdings rein algebraischen Situation. Spéter werden wir die Resultate in
einer geometrischen Situation verwenden, indem wir unseren Parameterraum Y als das
Spektrum des Ringes A annehmen, den wir hier betrachten.

Im Folgenden sei R immer ein kommutativer Ring und A eine R-Algebra. Weiter
sei J C A ein Ideal mit J*> = 0 und H ein projektiver A-Modul.

5.1 Lifts von Morphismen

Zunéchst untersuchen wir die Menge der Lifts eines Morphismus. Gegeben sei dazu
ein R-Endomorphismus ¢': A/J — A/J. Unter einem Lift von ¢’ verstehen wir einen R-
Endomorphismus h: A — A, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

h

A A
L
AJT L= A) T,

Mit A(g') bezeichnen wir die Menge der Lifts von ¢’. In manchen Féllen ist es einfacher
den R-Homomorphismus g = ¢’ o 7 zu betrachten. Dann verstehen wir unter einem Lift
von g das gleiche wie unter einem Lift von ¢’ und setzen:

A(g) == A(g") = {h € Homg(A,A) | Toh =g on(=g)}.

Nach Proposition 2.1.2(e) ist J auf natiirliche Weise ein A/J-Modul. Folglich erhélt J
mittels g eine A-Modulstruktur ¢,J. Insbesondere gilt:

h(z)-j =n(h(z)).7 = g(x).j fir alle x € A und h € A(g).

Somit erhalten wir Gleichheit der Modulstrukturen h,J = g.J. Die Charakterisierung
der Menge A(g) ist nun durch das folgende Lemma gegeben:

Lemma 5.1.1. Fir jeden fest gewdhiten Lift hy € A(g) ist folgende Abbildung eine
Bijektion
ap,: Derg(A, g.J) = A(g), D~ (ho+ D).

Beweis. Es ist erstens zu zeigen, dass hy + D fiir einen Lift hy € A(g) und eine Deriva-
tion D € Derg(A, g.J) wiederum ein Lift ist. Wegen o D = 0, gilt:

7TO<h0+D):7TOh0+7TOD:gv

so dass in der Tat (hg + D) € A(g) ist.
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Zweitens zeigen wir die Bijektivitit, indem wir zeigen, dass die folgende Abbildung
die zugehorige Umkehrabbildung ist:

apy: A(g) — Derg(A, g«J), h— (h— hy).

Dazu sei neben hy auch h € A(g) ein Lift von g. Wir mochten im Folgenden zeigen,
dass (h — ho) € Der(A, g.J):

(i) Es gilt (h — ho)(x) € kerm = J fiir alle z € A:
m((h = ho)(x)) = m(h)(x) — m(ho)(x) = g(x) — g(x) = 0.

(ii) Der R-Homomorphismus (h—hy) ist eine Derivation, wenn wir J als den Modul g,..J

auffassen:
(h = ho)(@ - y) = h(z) - h(y) — ho(z) - ho(y)
= h(z) - h(y) — h(z) - ho(y) + h(z) - ho(y) — ho(z) - ho(y)
= h(z) - (h(y) — ho(y)) + (h(x) — ho(z)) - ho(y)
= g(x).(h — ho)(y) + g(y).(h = ho)(x).

Folglich ist die Abbildung &y, wohldefiniert. Wegen
Gy (o (D)) = aiy(ho + D) = (ho + D) — ho = D
py (Qpy(h)) = apg(h — ho) = ho + (h — ho) = h
ist es die Umkehrabbildung zu «y,, so dass o, bijektiv ist. ]
In diesem Zusammenhang erldutern wir noch den folgenden Isomorphismus:

Lemma 5.1.2. Die folgende natiirliche Abbildung ist fir jeden Lift h € A(g) ein von
der Wahl von h € A(g) unabhéingiger Isomorphismus:

v1: Derg(A, A) ®4 g.J — Dergr(A, g.J),
D®jr (ar j-h(D(a))).
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Beweis. Nach Proposition 2.1.3 und Proposition 2.2.3 sind folgende natiirliche Abbil-
dungen Isomorphismen:

Derg(A, A) ®4 g«J D®j

=~ | Prop. 2.2.3

Hom(Qa/r, A) @4 guJ (da — D(a)) ®j
=~ | Prop. 2.1.3

Hom(Qa/r, A ®4 g.J) (da — D(a) ® j)

Hom4(Qa/r, g+J) (da — g(D(a)).j)
=~ | Prop. 2.2.3

Derg(4, g.J) (a = g(D(a)).j).

Wegen g(D(a)).7 = h(D(a)) - j folgt die Aussage. O

Daraus lasst sich noch das folgende Korollar schliefien.

Korollar 5.1.3. Fir jedes Paar hy, hy € A(g) von Lifts von g existieren eine natiirliche
Zahl m € N, Dy € Derg(A, A) und jp € J fir 1 <k <m, so dass folgendes gilt:

m

(b1 —ha) =Y ji - (ha 0 D).

k=1

Beweis. Nach dem Beweis von Lemma 5.1.1 ist (hy — hy) € Derg(A, g.J). Nach Lemma
5.1.2 gibt es daher genau ein Y ;" Dy, ® ji € Derg(A4, A) ® g.J, so dass gilt:

(h1 —ha) = (Z Dy, ®jk> = ij “ (hg o Dy,).

5.2 Lifts von Geraden

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Lifts von Geraden in dem projektiven A/.J-
Modul H/J zu Geraden in H. Dazu geben wir zuerst die genaue Definition einer Gerade
in diesem Zusammenhang.

Definition 5.2.1. Es sei S ein kommutativer Ring und M ein projektiver S-Modul.
Einen S-Untermodul L C M mit tk L = 1 nennen wir eine Gerade (iiber S), falls er
direkter Summand von M ist, das heift es gibt einen Modul Q;, C M mit M = L& Qy,.

Folgende Eigenschaft, die wir spater brauchen werden, folgt aus der Definition:
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Proposition 5.2.2. Es sei ¢: S — T ein Homomorphismus kommutativer Ringe, M
ein projektiver S-Modul und L C M eine Gerade. Dann ist auch o*L C ©*M eine
Gerade.

Beweis. Wegen Proposition 2.1.2(d) ist mit M auch ¢*M ein projektiver Modul. Nach
Definition von ¢*L gilt tk L = rk ¢*L = 1. Aus der Vertréaglichkeit des Tensorproduktes
mit direkten Summen folgt ¢*M = ¢*(L @ Qr) = ¢*L @ ¢*Qr. Daher ist ¢*L C ¢*M
eine Gerade. O

Da ein Modul genau dann projektiv ist, wenn er direkter Summand eines freien Moduls
ist [Bour74, Ch. II, §2.2 Prop. 4|, sind insbesondere L und @, = M/L als direkte
Summanden eines projektiven Moduls wieder projektiv. Nach Proposition 2.1.2(d) ist
auch H/J projektiv.

Gegeben sei nun eine Gerade K C H/J tiber A/J. Unter einem Lift von K verstehen
wir eine Gerade L C H iiber A, so dass mg(L) = K gilt, wobei ny : H — H/J
der kanonische Epimorphismus ist. Mit Ay (K) bezeichnen wir die Menge der Lifts der
Geraden K C H, das heifst:

Ag(K)={L C H| L Gerade, my(L) = K}.
Die Charakterisierung der Menge Ay (K) beschreibt das folgende Lemma:

Lemma 5.2.3. Zu jedem fest gewdhlten Lift Ly € Ay (K) der Geraden K erhalten wir
eine Bijektion:

ﬂLOZ AH<K) — HOIHA/J(K, H/LO XA J), L— ﬁLO(L);
wobei Br,(L) fir jedes L € Ay (K) durch die Eigenschaft

(t30Bry(L) omr)(s) = prajr,(s) fir alle s € L

eindeutig bestimmt ist. Dabei ist v3: H/Lo®aJ — H /Ly durch die Multiplikation gegeben
und prig/r,: H — H/Lq ist die Projektion auf den Quotienten H/Ly.

Beweis. Es sei Ly € Ay(K) der fest gewéhlte und L € Ay (K) ein weiterer Lift der
Geraden K C H/J. Da Ly eine Gerade ist, konnen wir Qr, C H mit H = Ly & @y,
wahlen. Aus der Vertréglichkeit des Tensorprodukts mit direkten Summen folgt:

H@aJ = (Lo®aJ) & (Qr, ®aJ)

H/J = (Lo/J) ® (Qr,/J) = K & (Qr,/J)
Insbesondere koénnen wir Qi = 7g(Qr,) € H/J als Représentanten fiir den Quotien-
ten Qx = (H/J)/K wahlen, so dass H/J = K & Qx mit K,Qx C H/J gilt.
Im Weiteren bezeichnen wir mit 7y je nach Situation einen der drei Epimorphis-
men H — H/J, L — K oder Qr, — Qx, wobei nicht die Gefahr eines Missverstandnis-
ses besteht.
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Wir erhalten das folgende kommutative, aber im Allgemeinen nicht exakte Diagramm:

0

0

0 (5.1)

L®A JL(LQ ®A J)@(QLO ®A J)£>QL0 ®AJ

L1

L2

L3

i Pre
L : Lo ® Qr, fo Qro
TH TH TH
i3 PTQy
0 K K& Qk Qx 0
0 0 0,

wobei ¢y, (o, t3 die durch die Multiplikation gegebenen Einbettungen, ;, is, i3 die
kanonischen Einbettungen und pri = pro, .7, pro.,. pro, die jeweiligen Projektionen
sind. Die untere Zeile des Diagramms ist nach Konstruktions exakt. Da L, Ly und Qp,
projektiv sind, sind sie insbesondere flach, so dass jede Spalte des Diagramms exakt ist.

Gesucht ist nun die Abbildung 5;,(L): K — Qr ®4 J, die mit dem obigen Diagramm
kommutiert. Da die untere Zeile exakt ist, gilt:

TH O PrQ,, © % = Pro, otzomy = 0.

Da die rechte Spalte exakt ist, faktorisiert prq,, © i iber Qr, ®a J Zker(Qr, = Qk):

Qr, ®aJ
N, -7 i
- L3
LTLO D Qr, WL())QLO-

Weiter benotigen wir die Figenschaft, dass pry o4y = 0 gilt. Dazusei s® j € L ®4 J
mit is(s) = (s1,82) € Lo @ Qr, Da L ein Lift von K ist, gilt

mr((s1,82)) = (Tu(s1), 7 (s2)) € K,

das bedeutet my(s9) = 0 und somit sy = j's), fiir ein j° € J und ein s, € @Qp,. Folglich
gilt wegen J? = 0:

prici(s ®j) =pri((s1®j,j'sy @) = j's: @ = 52 @j'j = 0,

wodurch wir pry o i; = 0 gezeigt haben. Folglich ist auch fL oty = pryoi; = 0. Wegen
der Exaktheit der linken Spalte faktorisiert somit f; eindeutig iiber K:
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A, -7 %
_ - s L3
— s
— - e
L i 0 QEO/ P, QLO
ﬂ-Hl ///S!fL

oo

Es bleibt zu zeigen, dass

Bro: Au(K) = Homayy(K,Qr, ®aJ), L [

die geforderten Eigenschaften erfiillt:

(i)

(i)

(iii)

Nach Konstruktion gilt (30 fr, omm)(s) = prq,, ois(s) fiir alle s € L. Insbesondere
folgt aus der Konstruktion, dass f; mit dieser Eigenschaft eindeutig ist.

In der Tat ist 8z,(L) A/J-linear, denn (prg,, oiz) ist A-linear, folglich ist auch fL A-
linear, so dass nach Konstruktion f; A/J-linear ist, wenn wir @, ®4 J mit der
von dem A/J-Modul J induzierten A/.J-Modulstruktur versehen.

Um zu zeigen, dass [, bijektiv ist, konstruieren wir eine Umkehrabbildung:

Bro: Homa s (K, Qry @4 J) = A (K),
f —> Lf = {(51,82) € LQ ) QLO | (Lg ) f O7TH)(81) = 52}.

Da f € Homy,;(K,Qr, ®a J) A/J-linear ist und da m,J und J nach Proposition
2.1.2(e) die gleiche A-Modulstruktur besitzen, ist (130 f o my) A-linear, so dass Ly
ein A-Modul ist. Weiter ist der Homomorphismus

Lo — Lg, s (s,(t30 fompg)(s))

offensichtlich injektiv, surjektiv und A-linear, folglich ein Isomorphismus von A-
Moduln, so dass L projektiv und vom Rang rk Ly = 1 ist, da dies fiir Ly gilt.
Daher ist L; eine Gerade. Da die rechte Spalte in (5.1) exakt ist, gilt 75 013 =0
und wir erhalten die Gleichung:

ma(Ls) = 7r(Lo, (t30 f o ma)(Lo))
= (7 (Lo), 7 ((t3 0 fomy)(Lo))) = (7u(Lo),0) = K,

so dass in der Tat L ein Lift der Geraden K ist (L; € Ay(K)).
Ist L € Ay (K), so gilt (Br, o Br,)(L) = L, denn aus (i) folgt unmittelbar:

Ly ={(51,52) € Lo ®Qr, | (t30 fromy)(s1) = s2} = L.
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Ist umgekehrt f € Homy, (K, Qr, ®a J), so ist fi, die eindeutige Abbildung mit
der Eigenschaft (i), wenn wir L = Ly in (i) setzen. Nach Definition von Ly gilt
aber bereits (130 f omy)(s1,52) = so = (prq,, ©42)(s1, s2) fiir alle (s1, s2) € Ly, so
dass f diese Eigenschaft erfiillt. Wegen der Eindeutigkeit folgt f = f1,. Das heilt
gerade (fr, o BLO)( f) = f. Damit ist auch die Bijektivitdt von f, gezeigt.

O

5.3 Zusammenhang zwischen den Lifts von Morphismen und
von Geraden

In diesem letzten Abschnitt des Kapitels mochten wir eine Abbildung § von der Men-
ge A(¢') der Lifts des Homomorphismus ¢': A/J — A/J auf die Menge der Lifts der
Geraden ¢*K C ¢"(H/J) fiir eine Gerade K C H/.J konstruieren und ein Kriterium fiir
die Bijektivitat von § geben.

Nach Proposition 5.2.2 ist ¢" K C ¢"*(H/.J) wieder eine Gerade. Allerding héngt die
Definition von Ay (K) in Abschnitt 5.2 von H ab, so dass sich zunéchst die Frage stellt, in
welchem Modul ein Lift der Geraden ¢"*K C ¢"*(H/J) leben soll. Dafiir kommt zunéchst
jeder A-Modul M mit M/J = ¢"(H/J) in Frage. Dies erfiillt insbesondere h*H fiir jeden
Lift h € A(g’), denn es gilt nach Proposition 2.1.2(a):

[

(h*H)/J = m*h*H —> (w0 h)*H = (¢’ o w)*H —= g m*H = g*(H/J)

s®a; Qag! SR Uiz ——>s® 1 @ a1as = my(s) @ araz,

(5.2)

wobei wir kurz a(= 7(a)) fiir die Nebenklasse von a in A/J schreiben. Somit fassen
wir nach Wahl eines h € A(¢') die Menge der Lifts der Geraden ¢*K C ¢*(H/J)
als Apg(g*K) auf.

Es wére wiinschenswert, dass die Menge Ap«y(¢"*K) in einem gewissen Sinne unab-
héngig von der Wahl des Lifts h € A(¢’) ist. Beispielsweise werden wir zeigen, dass ein
Zusammenhang auf H zu je zwei Lifts hy, ho € A(g’) einen ausgezeichneten Isomorphis-
IMUS €, o) - hiH — h3H induziert, so dass h*H bis auf ausgezeichnete Isomorphie nicht
von der Wahl von h € A(g’) abhéngt. Allerdings werden wir in unserer Anwendung im
Allgemeinen keinen Zusammenhang auf H haben, jedoch einen Zusammenhang auf ei-
nem Modul M mit H C M, so dass wir Isomorphismen €, p,y: hiM — h3M erhalten.
Unter der Voraussetzung €, n,)(Z) C h3H fiir einen Geradenlift £ € Aprp (g™ K) ist
dann aber €, 1,)(Z) € Ay (g™ K) ebenso ein Geradenlift, so dass wir auch hier eine
gewisse Unabhéngigkeit von der Wahl des Lifts h € A(g’) erhalten. Daher mochten wir
im Folgenden die Isomorphismen €, 5,) konstruieren.

In der Notation von Abschnitt 2.2 notieren wir das folgende Lemma, welches sehr
niitzlich ist, um zwei Lifts zu vergleichen:
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Lemma 5.3.1. Zu jedem Paar hy,hy € A(g) zweier Lifts von g existiert genau ein
Homomorphismus fi, ) Z — A, so dass fiir jedes i = 1,2 das folgende Diagramm

kommutiert:
3y hg)
- - = ~
N

£ hi Di

~—A——7

| A

A)T

Beweis. Damit das Diagramm fiir ¢ = 1,2 kommutiert, muss f, py)(a ® 1) = hi(a)
und fin, h)(1 ® a) = ho(a) gelten. Daher folgen Existenz und Eindeutigkeit von fy, s,
aus der Gleichung:

f(h17h2)(a1 ® ay) = f(hl,hg)(al ®1)- f(hl,hg)(l ® ag) = hy(ay) - ha(as).
]

Es sei Q4/r der in Definition 2.2.2 definierte Differentialmodul. Wir benétigen den in
Definition 4.4.1 definierten Begriff eines Zusammenhangs. Da wir uns in diesem Kapitel
jedoch auf die algebraische Betrachtung beschrénken, nehmen wir uns die Freiheit fiir
die folgende Definition:

Definition 5.3.2. Unter einem Zusammenhang auf einem A-Modul M wverstehen wir
eine Abbildung V: M — M ®4 Qa/r, so dass fir alle a € A und m € M

Via-m)=a-V(m)+m®da
gilt, wobei d: A — Q4 /r die kanonische Derivation ist.

Insbesondere erhalten wir einen Zusammenhang in diesem Sinne, wenn wir einen Zu-
sammenhang auf einer quasi-kharenten Garbe im Sinne von Definition 4.4.1 haben und
dort die auf dem Modul der Schnitte {iber einer offenen Menge induzierte Abbildung
betrachten. Ein Zusammenhang liefert die folgende fiir uns sehr wichtige Eigenschaft:

Proposition 5.3.3. Ist M ein A-Modul und V: M — M ®4 Qa/r ein Zusammenhang
auf M, so ist
0: ptM — pyM, (m® 2) = (m®z+z-V(m))

ein Isomorphismus von Z-Moduln.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass die Abbildung 6 wohldefiniert ist. Das folgt aus der
Rechnung:
fla-m®z)=z2-V(a-m)+(a-m)@z=z2-(a-V(m)+m®da) +m®ps(a) -2
=2z (a-V(m)) +m® (p1 —p2)(a) - 2+ m®@pa(a) - 2
=z-pi(a) - V(m)+m®pi(a) -z =0(mpi(a)-2).
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Die Rechnung zeigt insbesondere, dass die Eigenschaft eines Zusammenhangs V fiir
die Konstruktion eines solchen Isomorphismus von entscheidender Bedeutung ist. Die Z-
Linearitét von 6 ist offensichtlich. Um die Bijektivitéit von 6 zu zeigen, konstruieren wir
analog zu 6 die Abbildung:

é:p;kM—>p”{M, (mM®z)— (Mmz—z2-V(m))

und zeigen, dass 0 die Umkehrabbildung zu 6 ist.

Dass 6 wohldefiniert ist, zeigt man analog wie fiir 6. Ebenso folgt aus der Konstruktion,
dass 6 Z-linear ist. Zu einem m € M koénnen wir n € N und m; € M, w; € Qa/r
fiir 1 < i < n so wahlen, dass V(m) = >_1" | m; ® w; gilt. Dann folgt:

(6’09)(m®z)zé(z-V(m)+m®z)zé(z-zn:m“}@wi—l—m@z)

= z-Zé(mi@)wi) +0(m ® 2)
i=1

:z-Z(—wi~V(mi)+mi®w¢)—Z~V(m)+m®z

i

:z-Zmi®wi—z-V(m)+m®z:m®z,

wobel w; - V(m;) = 0 fiir alle 1 < i < n gilt, da Qa/p = I/I? ein Ideal in Z ist, dessen
Quadrat verschwindet: (//1%)*> = 0. Das zeigt (6 o #) = id. Mit einer sehr dhnlichen
Rechnung zeigt man (6 o ) = id. O

Fiir die folgenden Betrachtungen machen wir zunéchst die folgenden Annahmen:

Annahme 5.3.4. (1) Die Menge A(g) der Lifts von g ist nicht leer. Insbesondere wdih-
len wir fest einen Lift ho € A(g).

(2) Die Menge Ag(K) der Lifts der Geraden K ist nicht leer. Insbesondere wdhlen wir
fest einen Lift Ly € Ay (K).

(8) Es existiert ein A-Modul M, so dass H C M ein Untermodul mit projektivem Quo-
tienten M/H ist und ein Zusammenhang V: M — M ®4 Qa/r mit der Eigen-
schaft V(Lg) C H ®a Qayp existiert.

Proposition 5.3.5. Zu jedem Paar hy, hs € A(g) zweier Lifts existiert ein Isomorphis-
MUS €(hy hy): MM — hsM von A-Moduln, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

€(h1,h2)
hiM ) ey

ala e

* * O0Rid  px *
f(hl,hQ)]HM — f(hl,hQ)p2Ma
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wobei die Abbildungen vy,vy die natiirlichen Isomorphismen aus Proposition 2.1.2(a)
sind. Mit der Notation aus Korollar 5.1.3 gilt:

€hiha) (S ®a) =s®a+ Z V(Dy)(s) ® ji - a, (5.3)
k=1

fiir ein beliebiges s @ a € hiM. Insbesondere gilt €, py)(hiLo) € h3H. Weiter erfiillen
die Isomorphismen die Rechenregeln €, n,y = id und €, hy) © €(hy hy) = €(hy,hy) fUr drei

LthS hl, hg, h3 S A(g/)

Beweis. Nach Proposition 5.3.3 ist 6 ein Isomorphismus. Daher ist auch 6 ® id ein Iso-
morphismus, der insbesondere A-linear ist. Nun folgt sofort die Existenz eines A-linearen
Isomorphismus €, 5,), so dass das Diagramm kommutiert.

Um die zweite Aussage zu zeigen, sei zunichst bemerkt, dass wir V(s) = Y7 | s, ®da;
fiir ein n € IN und gewisse s; € M und a; € A schreiben kénnen, da V(s) € M ®Q4,p ist
und 24/ von Elementen da, a € A erzeugt wird (siehe (2.1)). Damit gilt in fj, , p3M:

Vis)@a=) si®du@a=» 5®1® f,n(da)) - a

=1 1=1
ZZSZ‘ ®1® f(hl,hg)((pl - p2)(ai)) - a
=1
Bilzsi X 1 X (hl — hg)(a,) - a
i=1
5':1'32 Z S; (2 1 ®jk . hg(Dk(CLZ)) - a
i=1 k=1

Nun fiihren wir folgende Rechnung durch:

€ (s®a) = (o (@®id)ov;")(s®a) = (1o (I®id))(s®1®a)
=1(s®1®a+V(s)®a)
= V2<5®1®a+zn:zm:8i®1®jk'hg(Dk(ai)) - a)

i=1 k=1

=S®a+zzsi®jk~hz(l)k(w))~a

i=1 k=1

:s®a+ZZsi-Dk(ai)®jk-a

i=1 k=1

:s®a+ZZsi-dai(Dk)®jk-a:s®a+ZV(Dk)(s)®jk-a,

k=1 =1 k=1
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wobei wir fiir die letzte Gleichung sowohl da; € Q4/p = Homy(Derg(A, A), A) als
auch V(s) € M®Q4/r = Homa(Derg(A, A), M) als Abbildungen auffassen. Aus Annah-
me 5.3.4 (3) folgt sofort €, n,)(hiLo) € hsH, wobei wir h3H als Untermodul von h3M
auffassen konnen, da M/H projektiv ist und somit die folgende Sequenz nach [Liu06,
Ch. 1.2.1, Prop 2.6] exakt ist:

0— h3H — hiM — hi(M/H) — 0.

Die Rechenregeln €, p,y = id und € (s, 1) 0€(hy ha) = €1 hy) fiir drei Lifts by, ho, hs € A(g')
lassen sich leicht mit Hilfe der Gleichung (5.3) nachrechnen. O

Nun kénnen wir die zu Beginn des Abschnittes erwdhnte Abbildung ¢ definieren:
5h0 : A(g) — Ath(g,*K)7 h— €(h7h0)(h*L0).

Insbesondere hingt § von der Wahl von V und L ab, was wir in der Notation allerdings
vernachléssigen. Aus der Definition folgt insbesondere 0y, (ho) = hgLo.

Wenn wir den Zusammenhang V auf L, einschrinken und ihn mit der Projekti-
on pri/ry: H @4 Qayp = H/Ly ®4 Qa/r auf den Quotienten verkniipfen, so erhalten
wir eine Abbildung:

V:Lo— H/Ly®a Qap.
Nun gilt aber V(a-s) = a-V(s)+ (s mod Ly) ®da = a-V(s) fiir alle s € Ly und a € A,
so dass V bereits A-linear ist.

Nach 2.2.3 gilt Q4/r = Homy(Derg(A, A), A) und nach Proposition 2.1.3 gibt es
natiirliche Isomorphismen, so dass gilt:

Hom (Lo, H/Lo ®4 Qa/r) = Homa(Lo, H/Ly ® 4 Homa(Derg(A, A), A))
= Homa (Lo, H/Ly) ®4 Hom s (Derg(A, A), A)
=~ Hom (Derg(A, A), Hom (Lo, H/Ly)).

Mit ¥V’ € Homy(Derg(A, A), Hom4 (Lo, H/Lg)) bezeichnen wir das Bild von V unter
diesen Isomorphismen.

Um die wichtigste Proposition dieses Abschnitts zeigen zu konnen, fiihren wir noch
den folgenden natiirlichen Isomorphismus ein:

Lemma 5.3.6. Die folgende natiirliche Abbildung ist ein Isomorphismen:

Yo: Homu (Lo, H/Lg) @4 gsJ — Homa,;(¢" K, hi(H/Lo) ®a4 J),
p®j (Ta(s)@a— ¢(s) ®a®j).
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Beweis. Nach Proposition 2.1.2 und Proposition 2.1.3 sind folgende natiirliche Abbil-
dungen Isomorphismen:

Hom (Lo, H/Ly) ®4 g+J p®J
~|Prop. 2.1.3 |

Hom (Lo, H/Lo ®4 g:.J) (s = o(s) ®j)
= Prop. 2.1.2(b) |

Hom (Lo, g.(9"(H/Lo) ®4 J)) (s = 0(s)®1® )
~ | Prop. 2.1.2(c) 1
Hom (9" Lo, g*(H/Lo) @475 J) (s@ar— p(s)®a j)
~ | Prop 2.1.2(a) |
Hom (g™ Lo, m*hi(H/L) @475 J) (s®@a; ®@ag — 90_(3) ®a, @R j)
Hom 5 (9" K, ho(H/Lo) @4 mA/J @4y5J) (ra(s)@a— p(s)®1®a-j)
~ | Prop 2.1.2(c) |
Hom (9" K, hi(H/Lo) ®4 J) (ma(s) @a s p(s) ®a® j).
O

Folgende Proposition ist von entscheidender Bedeutung fiir die Beziehung zwischen
Lifts von Morphismen und Lifts von Geraden:

Proposition 5.3.7. Das folgende Diagramm kommutiert:

1
A(g) - Mg (9" K)
~ | ap, giﬁaho(ho)
DerR(A, *J) HOH’lA/J(g,*K, hé(H/Lo) ®A ’])
71T~ NTW
V' ®id

Derp(A, A) @4 goJ Hom (Lo, H/Lo) ®a g«J.

Beweis. Zuerst sei bemerkt, dass das Bild von S, (n) streng genommen nach Lemma
5.2.3 in Homy,;(¢"™ K, hiH/hiLo ®4 J) liegt. Nun ist aber H/Lg ein projektiver, insbe-
sondere ein flacher Modul. Daher ist nach [Liu06, Ch. 1.2.1, Prop. 2.6]

0 — hyLo — hiH — hi(H/Lg) — 0

eine kurze exakte Sequenz, so dass h{H/hiL = hi(H /L) gilt. Folglich muss ein Homo-
morphismus im Bild von ﬁgho(ho) noch um diesen Isomorphismus ergénzt werden. Das
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unterschlagen wir aber ohne die Gefahr von Missverstéindnissen in der Notation.

Es geniigt, (35, (ho) © 0o © Qg © 11 = Y2 © (V' ®id) zu zeigen. Dies zeigen wir nur fiir
einen beliebigen elementaren Tensor D®j € Derg(A, A)®4g.J, fiir allgemeine Tensoren
verlauft die Rechnung vollig analog. Nach Lemma 5.1.2 gilt 71 (D ®j) = j- (hgo D). Aus
Lemma 5.1.1 erhalten wir daher:

h = (an, om)(D®j)=ho+j-(hogoD),

so dass 0p, © ap, 0 Y1 (D ® j) die Gerade € p0)(h*L) ist. Folglich geniigt es die eindeutige
Eigenschaft aus Lemma 5.2.3,

L3 o (VQ(VI(D) ® ])) © ﬂ-hSH|5(h,h0)(h*L) = pr|6(h,h0)(h*L)’ (54)

fir (72(V'(D) ® j) nachzuweisen, wobei v3: h§(H/Ly) @4 J — hi(H/Ly) die durch die
Multiplikation gegebene Einbettung und pr: hiH — h{(H /L) die Projektion auf hi(H/Lo)
ist. Weiter ist mysp: hgH — ¢"*(H/J) die Komposition des Isomorphismus (hjH)/J =
g"(H/J) aus Gleichung (5.2) mit dem kanonischen Epimorphismus hjH — (h§H)/J,
das heift:

Ths s holH — ¢"(H/J), s @ a v my(s) @@ (5.5)

Um 5.4 zu zeigen, wéhlen wir beliebig ein (s®a) € h*Ly und setzen ¢ := 12(V'(D) ® j).
Wir fiihren die folgende Rechnung:

(130 0 Ths 1) (€(tuno) (5 @ @) "2 (13 09 0 Tper) (s @ a + V(s)(D) @ 5 - a)
5.5) -
)

(t309)(mr(s) @@+ 7 (V(D)(s)) ®7 - a
"Z0(V'(D)(s) @ a ® j + V'(D)(V(D)(s ))®J a® j)
(

) )
_V’( )(s)®j-a+ V' (D)(V(D)(s) @ j”
Vi(D)(s) &

Andererseits ist pr(s ® a) = 0 wegen s € Lg. Weiter gilt pr = (prg/r, ® id) und
nach Definition von V' gilt gerade pry,.,(V(D)(s)) = V'(D)(s) fiir s € Ly. Somit folgt
insgesamt:

—

Pr(€he) (3 ® @) "Z'pr(s @ a + V(D)(s) ® j - a)
=V'(D)(s) @ j-a= (130 0mhsm)(enn)(s @ a)).

Das zeigt die Gleichung (5.4) und somit die Behauptung der Proposition. O

Insbesondere bekommen wir nun als Korollar ein Kriterium fiir die Bijektivitét von dp,,.
Das bedeutet, dass unser Problem, einen ausgezeichneten Lift zu finden, dquivalent zu
dem Problem ist, eine ausgezeichnete Gerade zu finden.
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Korollar 5.3.8. Falls Abbildung V' ein Isomorphismus ist, so ist 0, : A(g) — Apsu (g™ K)
fiir alle Lifts ho € A(g') eine Bijektion. Ist weiter (£h)nen(q) eine Familie von Geraden-
lifts £, € Apeu(9™K) fiir jeden Lift h € A(g), wobei €n, ny)(Lh,) = Lh, fiir jedes
Paar hy, hy € A(g) gelten soll, so existiert genau ein Lift h € A(g) mit Z = h* L.

Beweis. Ist V' ein Isomorphismus, so sind im Diagramm von Proposition 5.3.7 alle
Abbildungen bis auf o, Bijektionen, so dass auch 4y, eine Bijektion sein muss. Fir
einen Geradenlift £, € Ap; (g™ K) erhalten wir daher genau einen Lift hy € A(g') mit

€ oy (5 L0) = Oy (ho) = L. (5.6)
Ist hy € A(¢') ein weiterer Lift, so erhalten wir analog einen Lift h; € A(g’) mit
€y (B L) = 64, (1) = L4, (5.7)
Wegen €, no)(Lh,) = ZLh, erhalten wir aus den Gleichungen (5.6) und (5.7):
Ono(h1) = €y oy (B L0) =€) (€ iy (RTL0)) = €ty (L) = Ly = 0o (ho).

Wegen der Bijektivitat von 0y, bedeutet dies, dass ho € A(g') nicht von der Wahl

~

von hg € A(g’) abhéngt, so dass wir vereinfacht h = hgy schreiben. Analog zu den
Gleichungen (5.6) und (5.7) erhalten wir:

h*Lo = €,y (" Lo) = 6;,(h) = %,

Wegen der Bijektivitat von 9; ist h durch diese Eigenschaft insbesondere eindeutig.
O
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6 Frobenius-Lifts

In diesem Kapitel moéchten wir endlich den Hauptsatz der Arbeit zeigen, das heifst,
wir weisen die Existenz von kanonischen Lifts des Frobenius, sogenannten Deligne-Tate-
Morphismen, in bestimmten Situationen nach. Zunéchst erlautern wir die kristalline
Kohomologie um anschliefsend die Operation des Frobenius auf der d-ten de-Rham-
Kohomologiegruppen untersuchen zu kénnen. Dann definieren wir fiir elliptische Kurven
und K3-Fliachen die Eigenschaft Gewdhnlich, um anschliefend zu zeigen, dass sich fiir
den Parameterraum einer Familie gewohnlicher elliptischer Kurven bzw. gewohnlicher
K3-Flachen ein ausgezeichneter Frobenius-Lift finden l&asst, der die Hodge-Filtrierung
respektiert.
Fiir das gesamte Kapitel fixieren wir folgende Notation:

Es sei k ein perfekter Korper mit char £ = p > 2. Weiter bezeichne W den Wittring
von k. Es sei Y ein glattes, noethersches Schema iiber W und p: X — Y ein glattes,
noethersches, projektives Schema iiber Y. Wir setzen

S :=Spec W, W,, :=W/p"W, S,, = Spec W,

und definieren Y,, = Y xg S, und X,, = X Xy Y, = X Xg 5, als die entsprechenden
Basiswechsel. Wir schreiben p,,: X,, — Y, fiir den Strukturmorphismus pry, . Wegen der
Vertréglichkeit von Basiswechseln gilt insbesondere

Xy = X, XYy Yo, Yo, =Y, X Sny Sm

fiir ny < mng. In unserer Anwendung wird X /Y eine elliptische Kurve oder eine K3-Fléche
tiber Y sein. Dann ist X, /Y, fir alle n > 1 eine elliptische Kurve oder K3-Fliche.
Insbesondere ist X;/Y; eine Familie von elliptischen Kurven oder K3-Flichen X, iiber
dem Korper k.

6.1 Kiristalline Kohomologie

Um die Ergebnisse des Abschnitts 5 auf den fiir uns interessanten Fall anzuwenden, miis-
sen wir zunachst die Wirkung des Frobenius auf der de-Rham-Kohomologiegruppe un-
tersuchen. Zu deren Verstandnis triagt die kristalline Kohomologie wesentlich bei, die wir
im Folgenden kurz erklaren mochten. Kristalline Kohomologie in Charakteristik p > 0
wurde in [Bert74] entwickelt. Ebenso sei dem Leser das Buch [BOT78| sowie die Uber-
sichtsartikel [Illu75] und [Ilu94] fiir Details empfohlen.

Zunéchst bendtigen wir die Definition dividierter Potenzen:

Definition 6.1.1. Unter einer Struktur dividierter Potenzen v auf einem Ideal I C R
fir einen kommutativen Ring R verstehen wir eine Familie (v;: I — R);ew von Abbil-
dungen, so dass die folgenden Eigenschaften erfillt sind:

(i) Fir alle x € I gilt vo(z) =1, 1(z) = x und ~v;(x) € I firi> 1.

(it) Firz,y € I und k € N gilt vi(x +y) =35, 2 %i(@)(y)-
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(iii) Fiir allei € N, r € Rund x € I gilt ;(r-z) =1r" - v(x).

(iv) Fir alle x € I undi,j € N gilt v;(z) - v;(z) = (") yips(2).

(v) Fir alle x € I und k,l € IN gilt ye(v(x)) = %%l(x)

Insbesondere erhilt man die Eigenschaft klvyy(z) = 2*. Fiir den Wittring W ist auf
dem Ideal pW durch die Gleichung k!vi(x) = z* bereits eine eindeutige Struktur di-

vidierter Potenzen definiert, da ord, (’;—T) > 0 fiir alle £ > 1 gilt. Ebenso ist fiir die

Garbe von W-Algebren Oy auf der Idealgarbe pOy C Oy durch kly,(s) = s* fiir einen
Schnitt s € pOy (U) fiir eine offene Menge U C Y eine kanonische Struktur dividierter
Potenzen definiert. Dies induziert eine kanonische Sturktur dividierter Potenzen auf der
Idealgarbe pOy, C Oy, . Fiir Details zu dividierten Potenzen empfehlen wir das Kapitel
[BOTS, §3].

Als néchstes mochten wir den kristallinen Situs (X;/Y,)eys fir ein n € IN defi-
nieren. Die Objekte von (X;/Y},)eys sind Paare (i: U — T,7), wobei U C Xj ein
offenes Unterschema, i eine abgeschlossene Einbettung von Y,,-Schemata und v eine
Struktur dividierter Potenzen auf dem zu ¢ gehorigen Ideal ist, welche mit der kano-
nischen Struktur dividierter Potenzen auf dem Ideal pOy, vertrdglich ist. Die Mor-
phismen Mor(x,/v,).,.((i1: Uy — T1,m), (ia: Uy — T3,72)) sind durch kommutative
Diagramme

U1L>T1

oy

U2L>T2

gegeben, so dass die Strukturen dividierter Potenzen 7; und v, miteinander vertréglich
sind. Uberdeckungen bilden in (X;/Y},)eys Familien von Morphismen

Uy —T,
U T

so dass die Familie (7, — T), eine offene Uberdeckung von T ist. Eine Garbe .#
auf (X1/Y,)erys lésst sich als Familie von Zarisiki-Garben # 7y auf T fiir jedes Ob-
jekt (U — T,v) mit bestimmten Eigenschaften beschreiben, wie es in [[llu75, 1.1]
erklart wird. Insbesondere wird durch die Familie # 1y = Or eine Strukturgarbe
auf (X1/Y})erys definiert, welche wir mit Oy, 5. bezeichnen.

Aus der Definition folgt, dass die Kohomologiegruppe H'((X1/Y2)erys, Ox, v, ), funk-
toriell in X /Y] ist. Dazu sei X’/Y” ein weiteres glattes, noethersches, projektives Schema
tiber einem glatten, noetherschen Schema Y’/W und Y,) = Y’ x 45, sowie X/, = X'xy/ Y.

la

7
—
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Zu jedem kommutativen Diagramm

X{4>X1

L,

f
}/71,*)1/17

erhalten wir nun einen induzierten Homomorphismus

Hi((Xl/YTL>CTy37QX1/Yn) — Hz((X]i/Yr:)CT‘y&QXi/Y,’L)a

welcher insbesondere Oy, -linear ist, falls Y/ =Y; und f = idy gilt.
Eine bedeutene Eigenschaft der kristallinen Kohomologiegruppen ist ihre Isomorphie
zu den de-Rham-Kohomologiegruppen:

Proposition 6.1.2. Ist Z/Y,, ein glatter Lift von X iber Y,, das heifit Z]Y, ist ein

glattes Schema mit X1 = Z Xy, Y1, so existieren fir alle © > 0 und n > 0 kanonische
Isomorphismen:

H'((X1/Y)erys: Ox, pv,) = Hgp(Z]Yr).
Beweis. Siehe [BOT8, Cor 7.4]. 0

Nach Konstruktion ist X, /Y, immer ein glatter Lift von X; iiber Y, so dass wir
insbesondere kanonische Isomorphismen

H'((X1/Yn)erys, Ox, yv,,) = Hip(Xn/Ya)

erhalten.

6.2 Frobenius-Operation

In diesem Abschnitt mochten wir den absoluten und den relativen Frobenius auf einem
Schema iiber dem Korper k£ definieren, seine Wirkung auf der de-Rham-Kohomologie-
gruppe untersuchen und anschliefend mittels kristalliner Kohomologie einen kanonischen
Frobenius-Lift fiir die de-Rham-Kohomologiegruppe iiber WW,, definieren.

Zu dem Korper k sei Fy: k — k, a — a? die klassische Frobeniusabbildung. Diese
motiviert folgende Abbildungen fiir beliebige Schemata iiber k.

Definition 6.2.1. Zu einem beliebigen k-Schema Z definieren wir den absoluten Fro-
benius Fy als die Identitat auf dem zu Grunde liegenden topologischen Raum Z und auf
der Strukturgarbe Oz als die Abbildung

FF(U): Oz(U) = Oz(U), s+ s

fiir offene Teilmengen U C Z.
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Wir erhalten das folgende kommutative Diagramm:

X4

\\ FX1
\Fxl/y1
\ N

prx,
\ ipryl lpl
N Py

Yi—1>}/17

wobei wir Fy. X als das Pullback definieren und pry,, pry, die jeweiligen Projektionen
des Pullbacks sind. Aus der Eigenschaft des Pullbacks folgt die eindeutige Existenz des
Morphismus F, /v, : X1 — Fy, X1, so dass das obige Diagramm kommutiert. Diesen nen-
nen wir den relativen Frobenius auf X;/Y;. Im Folgenden bezeichnen wir mit Fy Xy /Y]
immer das Schema pry, : Fy, X1 — Y1, so dass F,y; ein Morphismus iiber Y} ist.

Da die d-te kristalline Kohomologiegruppe funktoriell in X;/Y; ist, erhalten wir das
folgende kommutative Diagramm:

on,
Hd((Xl/Yn)crysa QXl/Yn) Hd((Xl/Yn)crysa QXl/Yn)

HY((Fy, X1/ Yn)erys: Ox, v,
(6.1)

wobei ¢, durch Fy,, ¢, durch Fx, y; und v, durch prx, induziert wird. Dabei ist ¢,
ein Oy, -linearer Homomorphismus, da er durch einen Morphismus iiber Y; induziert ist.
Dagegen sind ¢’ und v im Allgemeinen nicht Oy, -linear.

Fiir ein beliebiges n nehmen wir Fy, als Lift der Form:

Fy,,

Yn - Yn

| ]

Yi—Y"

an. Die nachfolgenden Betrachtungen beruhen auf der Annahme der Existenz eines sol-
chen Lifts. Spéter werden wir die Existenz eines solchen Lifts nachweisen. Wenn wir nun
wiederum Fy- X, als das Pullback

* prx

Fr

Y, — =Y,

auffassen und Fy. X, /Y, fiir das Schema pry, : Iy X, — Y, schreiben, so ist F}. X,,/Y,
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ein glatter Lift von Fy, X, /Y iiber Y. Fiir die d-te kristalline Kohomologiegruppe gilt
folglich nach Proposition 6.1.2:

Hd((Xl/Yn>cry57QX1/Yn) = %%(XH/YHL

HY((Fy, X1/ Ya)erys, Oy x1/v,) = Hin(Fy, Xu/ V).
i

Daher konnen wir Diagramm (6.1) auch wie folgt notieren:

¢;L
(X Yy) Hh(Xn/Yy) (6.2)
KL (Fy Xo/Y2),

wobei ¢p, und vg, im Gegensatz zu ¢, von der Wahl des Lifts Fy, abhingen. Da-
bei ist vg, der durch pry,: Fy X,, — X, induzierte Homomorphismus, das heifst es
gilt yp, (s) = s® 1 fir s € HH(X,/Y,)(U), wobei U C Y, eine beliebige offene
Menge ist und wir S5 (Fy. X,,/Y,) mittels des Isomorphismus aus Proposition 4.2.5
als Fy A,5(X,/Y,) auffassen.

Wie in (4.4) in Abschnitt 4.3 kénnen wir den zu ¢, dualen Homomorphismus mittels
Poincaré-Dualitéit als einen Homomorphismus

Oy, Hin(Xn)Ya) = Hp(Fy, X/ Vo)
auffassen, der mittels des Isomorphismus aus Proposition 4.2.5 einen Homomorphismus
Viy, : Hip(Xa/Ys) = Fy, Hp(Xa/Yy) (6.3)

definiert. Diesen Homomorphismus werden wir im folgenden Abschnitt nutzen, um einen
Geradenlift der kanonischen Gerade Fy F9.¢%(X,/Y;) nach Fy #;%L(X,,/Y;) zu kon-
struieren, so dass sich die Ergebnisse aus Kapitel 5 anwenden lassen.

6.3 Deligne-Tate-Morphismen

In diesem Abschnitt méchten wir nun die Existenz von Deligne-Tate-Morphismen auf Y,
das heifst von kanonischen Lifts des absoluten Frobenius Fy; nach Charakteristik Null, fiir
gewohnliche modulare Familien von elliptischen Kurven und K3-Fldchen X/Y nachwei-
sen. Dazu geben wir zunéchst eine fiir unsere Zwecke giinstige Definition von gewohnlich.

Definition 6.3.1. Wir nennen eine elliptische Kurve bzw. eine K3-Fldiche X, /Y1 fiir ein
Schema Y7 tiber einem perfekten Korper k der Charakteristik char k = p > 2 gewdhnlich,
falls die durch den absoluten Frobenius induzierte Abbildung Rép,,Ox, — Rép1,Ox, bi-
jektiv ist. Wir nennen eine elliptische Kurve bzw. eine K3-Fliche X/Y fir ein Schema'Y
tber dem Wittring W gewohnlich, wenn die Reduktion modulo p gewohnlich ist.
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Beispiel 6.3.2. (a) Eine elliptische Kurve ist genau dann gewdchnlich, wenn sie nicht

(b)

(d)

supersinguldr ist. Fir die Definition von gewdhnlich siehe daher auch [Hart77, Ch.
IV.4, p. 382] und [Silv09, V.3]. Insbesondere ist eine elliptische Kurve dber k mit
Charakteristik char k = p > 2 in der Legendre-Form y* = z(x — 1)(z — \), genau

dann gewohnlich, wenn
(p—1)/2 p—1
( 2 ) X £0
1
1=0
gilt (siehe [Hart77, Ch. 1V, Cor. 4.22]).

FEs sei nun X1/Y) die Legendre-Familie aus Beispiel 3.1.2(b). Die Lisungsmenge
von hy(\) = 0 ist die Menge der supersinguldren Punkte von X/Y,. Wenn wir

Y=Y\ {h(t) = 0}

setzen und X/ als das Pullback X = X; Xy, Y| definieren, so ist X|/Y] eine ge-
wohnliche elliptische Kurve iber Y/, die nach Beispiel 4.5.3(a) auch modular ist.

Ist in (b) die Charakteristik insbesondere p = 3, so erhalten wir {t = —1} als
Menge der supersinguldren Punkte, so dass Y] = Spec k [t, m] gilt. War
kénnen durch Y' = Spec W (k) [t, m] einen glatten Lift von Y{ dber dem

Wittring W (k) von k definieren. Wenn wir X' wiederum durch die Gleichung
y? =z(z —1)(z —t)

projektiv iber Y’ definieren, so erhalten wir ebenso einen glatten Lift von X/ iber Y.
Somit ist X%Y’ etne gewohnliche, modulare Familie elliptischer Kurven tber dem
Wittring W (k).

Der Begriff Gewdhnlich lisst sich in einer viel allgemeineren Situation als das Uber-
einstimmen des Hodge-Polygon mit dem Newton-Polygon definieren. Unsere Defini-
tion fiir K3-Flichen stimmt mit dieser Definition tberein. Siehe dazu auch [Szym11,
1.2/. Fiir K3-Flichen ist es schwieriger gewohnliche Beispiele zu konstruieren als fir
elliptische Kurven. Zum Einen ist eine K3-Fliche, die nicht supersinguldr ist, nicht
notwendiger Weise gewohnlich. Zum Anderen ist beispielsweise die Fermat-Quartik
aus Beispiel 3.2.2 fir p = 3(mod 4) immer supersinguldr und somit insbesondere
nicht gewdhnlich (siehe [Tate65]).

Wir moéchten nun den zentralen Satz dieser Arbeit formulieren. Dabei handelt es
sich fiir elliptische Kurven um eine Variante von [Ogus01, 2.10], wobel wir in unserer
Formulierung auf die Verwendung von Kristallen verzichten. Der Satz lésst sich fiir den
Fall von K3-Flachen erweitern, allerdings bendtigen wir folgende zusétzliche Annahme:
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Annahme 6.3.3. Das Schema ){/Y erfiille die folgende Figenschaft:
Fiir alle n > 1 existiert ein Lift Fy, des absoluten Frobenius

Fy,,

Y, —=Y,

| ]

1/'1*>}/17

so dass Vi, (FIAH(Xn/Yn)) C Fy FU AL (X Yn) gilt.

Fiir elliptische Kurven ist die Annahme wegen d — 1 = 0 trivialerweise erfiillt. Fiir
K3-Flachen ist dem Autor nicht bekannt, in welchen Fillen die Annahme erfiillt oder
nicht erfiillt wird oder ob sie sogar nie oder immer erfiillt wird.

Satz 6.3.4. Es sei X/Y eine gewdhnliche, modulare elliptische Kurve oder eine ge-
wohnliche, modulare K3-Fliche, so dass Annahme 6.3.3 erfillt ist. Dann existiert fir
jedes n > 1 genau ein Lift F,,: Y, — Y, des absoluten Frobenius Fy,: Y, — Y1, so dass
zum Einen

VF, (Fd'%’ig%(Xn/Yn)) = F;th%if}l%(Xn/Yn)
gilt und zum Anderen die Lifts in dem Sinne miteinander vertriglich sind, dass fiir zwei

Zahlen nq < ngy das folgende Diagramm kommutiert:

Frq

Yo, — Y5, (6.4)

| L]

Yo, —=Ya,.

Beweis. Wir fiihren den Beweis mittels vollstdndiger Induktion iiber n. Fir n = 1 ist
trivialerweise F; = Fy, bereits ein eindeutiger Lift. Daher folgt der Fall n = 1 aus dem
folgenden Lemma:

Lemma 6.3.5. Es gilt Vi, (FA (X1 /Y1) = Fy, FOAR(X1/ V).

Beweis. Der relative Frobenius F, vy, : X1 — Fy, X induziert wie in Abschnitt 4.3 ein
Diagramm &hnlich zu (4.6):

c

FIAG (X1 /Y1)

H (X1 /Y1)

lw ias \
Viy, [ FULAG(F X1/ Y)) —— AL (F3 X0 /Y1) ) Ve,

lg ig

Fy FUAS (X0 ) Y)) = Fy A5(X1 /YY)
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Dabei ist ¢: FIAL(X /Y1) — FLAL(Fy X1 /Y1) bis auf Isomorphie die zu dem vom
relativen Frobenius induzierten Homomorphismus ) : de*OF{;1 x, — R%p,0x, duale

Abbildung. Da X/Y gewohnlich ist, ist ¢ ein Isomorphismus, so dass auch 1& ein Iso-
morphismus ist. Daher gilt V(FYAL(X1/Y1)) = Fy, FAAL(X0/Yr).
m

Nun méchten wir die Aussage fiir n > 1 zeigen, unter der Annahme, dass sie fiir n — 1
bereits stimmt. Dazu mochten wir die Ergebnisse aus Kapitel 5 auf unseren speziel-
len Fall anwenden. Zunéchst sei bemerkt, dass es geniigt, den Fall eines affinen Sche-
mas Y, = Spec A zu betrachten. Denn fiir ein allgemeines Schema Y,, ldasst sich der
gesuchte Lift F,, durch Verklebung der entsprechenden Lifts F),; auf den affinen Men-
gen U; einer affinen Uberdeckung Y, = |J, U} konstruieren, da fiir i # j die Einschréin-
kungen der Lifts F,, ;, F;, ; auf eine affine Menge V; einer affinen Uberdeckung des Durch-
schnitts U NU? = |U; Vi ebenso die eindeutige Eigenschaft des Satzes erfiillen, so dass F}, ;
und F), ; auf dem Durchschnitt U N UJ iibereinstimmen miissen.

Wir méchten unseren speziellen Fall in die Notation von Kapitel 5 einsetzen:

(a) Essei R=W,.
(b) Die globalen Schnitte der Strukturgarbe Oy, seien A = Oy, (Y,,).

(c) Die globalen Schnitte der Idealgarbe zu Y, 1 — Y, seien J C A. Insbesondere
gilt J =p" 'Aund Oy, (Y, 1) = A/J, folglich auch J? = 0.

(d) Der Homomorphismus ¢’ = F* | sei der zu dem eindeutigen Lift F,_; aus dem Satz
fiir n — 1 korrespondierende Homomorphismus ¢': A/J — A/J.

(e) Es seien H = (F4 1% (X,/Y,))(Y,) die globalen Schnitte der lokal freien Gar-
be F4 1% (X,,/Y,). Insbesondere gilt H/J = (F4 1%L (X 1/ Yo 1)) (Yni1).

(f) Es seien M = #4(X,/Y,)(Y,) die globalen Schnitte der lokal freien de-Rham-
Kohomologiegruppe S5 (X,,/Y,).

(g) Wir wihlen V = Vg (Y,,) als die vom Gauk-Manin Zusammenhang auf den globalen
Schnitten induzierte Abbildung V: M — M ®4 Q4/r.

(h) Die Gerade K C H/J sei das Bild von (F4#%(X,—1/Yn-1))(Ya_1) unter dem Iso-
morphismus (F4 0 ( X, 1 /Y 1)) (Yao1) = H/J.

(i) Der Geradenlift Ly = (F4#%(X,./Y,))(Y,) C H sei die globalen Schnitte der lokal
freien Garbe Fe#%(X,/Y,) und damit ein Lift der Geraden K.

(j) Es sei hg € A(¢') ein beliebig gewédhlter Lift von ¢'. Zu dem bezeichnen wir mit Fy,
den zu hg korrespondierenden geometrischen Morphismus und schreiben entspre-
chend Vi, : M — hiM fiir die von der Abbildung Vg, aus (6.3) induzierte Abbildung
auf den globalen Schnitten.
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Dabei erhalten wir den Isomorphismus aus (e), da X,,_; = X, Xy, Y,,_1 als Basiswechsel
definiert ist und die Hodge-Filtrierung nach Beispiel 4.2.6 mit Basiswechseln vertraglich
ist. Weiter erfiillen K und L, die Eigenschaften einer Gerade, da sie lokal frei vom Rang 1
und der Quotient gr? ' % (X, _1/Yn 1) bzw. gri-l % (X,,/Y,) lokal frei ist, so dass
die kurze exakte Sequenz

0= FUAR(X/Y) = P AG(XY) = g AG(X,)Yi) — 0

fir i € {n —1,n} spaltet. Folglich ist K bzw. L ein direkter Summand in H/J bzw. H.
Dass Ly ein Geradenlift von K ist, folgt wiederum aus der Vertréglichkeit der Hodge-
Filtrierung mit Basiswechsel (siche Beispiel 4.2.6).

Weiter ist die Annahme 5.3.4 erfiillt, denn:

(1) Die Existenz eine Lifts hy € A(¢') folgt in diesem Fall aus dem infinitesimalen
Lifting-Kriterium Proposition 2.3.6, da Y, affin und glatt ist.

(2) Die Existenz eines Geradenlifts Ly € Ag(K) ist durch die Wahl von Ly in (i) gesi-
chert.

(3) Da gr'#%L(X,/Y,) = Rip.Ox, lokal frei ist, ist der Quotient M/H projektiv.
Aus Griffiths Transveralitét (siche Proposition 4.4.5) folgt, dass der in (g) gewéahlte
Zusammenhang auf M die Eigenschaft V(L) C H ®4 Qg erfiillt.

Da X/Y nach Voraussetzung modular ist, ist auch X,,/Y,, modular, so dass V' nach
Korollar 4.6.3 ein Isomorphismus ist. Daher konnen wir Korollar 5.3.8 anwenden, so dass
es dquivalent ist, einen ausgezeichneten Lift von ¢’ oder eine ausgezeichnete Familie von
Lifts %, C hH fiir alle hg € A(g") mit €, 1) (ZLh,) = Zh, zu finden.

Zur Konstruktion einer solchen Familie von Geradenlifts nutzen wir die kanonische
Gerade Ly und den Morphismus Vj,,: M — h{M aus (j). Zunéchst zeigen wir die Unab-
héngigkeit von Vj, von der Wahl des Lifts hg € A(g’) mittels der Isomorphismen €, py)-

Lemma 6.3.6. Es seien hy, ho € A(g') zwei Lifts von g'. Dann gilt Vi, = €y py) © Vi, -

Beweis. Wir zeigen zunéchst eine analoge Aussage fiir den Homomorphismus ¢p, aus
Diagramm (6.2) und zeigen anschliefend, dass die Isomorphismen €y, 4,) in einem ge-
wissen Sinne mit der Poincaré-Dualitéit vertriaglich sind. Wir schreiben dabei ¢, = ¢#,
wobei h € A(g'), h# der zu h assoziierte geometrische Morphismus und ¢,+ der Homo-
morphismus aus Diagramm (6.2) ist. Analog schreiben wir vy, = v,4.

Fiir h € A(¢') erhalten wir wegen der Gleichungen ¢! = ¢ oy, und Y,(s) = s ® 1
sowie der A-Linearitat von ¢, die Gleichungen

or(s®a) =a-dn(s®1) =a-dn(m(s)) =a-¢,(s), (6.5)

On(as) = on(n(as)) = dn(as ® 1) = ¢u(s @ h(a)) = h(a) - ¢,,(s), (6.6)
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wobei s € M und a € A gilt. Wir mochten nun zeigen, dass ¢n, = ¢n, 0 €, ny) gilt.
Setzen wir die Definition von €, ,) aus Proposition 5.3.5 ein, so ist diese Gleichung
aquivalent zu:

S, (s ® a) = bn, (s @ a) + on, (Y V(Di)(s) @ jis - a).
k=1

Unter Verwendung von Gleichung (6.5) liasst sich diese Gleichung umformen zu:
a- ¢ (s) =a-¢,(s) + Y _jn-a- ¢, (V(Dil(s)).
k=1

Daher gentigt es, ;| ji @' (V(Dy(s)) = 0 zu zeigen. Wie in dem Beweis zur Proposition
5.3.5 schreiben wir V(s) = Y. | s; ® da;. Dann gilt V(Dy)(s) = > i, Di(a;) - s;. Unter
der Verwendung von Gleichung (6.6) und Korollar 5.1.3 rechnen wir:

D k- ¢ (V(Di(s) =Y - ¢’(Z Di(a) - 5:) & D k- ha(Delar)) - ¢/ (s:)

i=1 k=1
5.1.3 Z(hl — hg)(a;) - ¢'( (66) Z (a;s;) — ¢'(a;s;)) = 0.
i=1

Wir haben somit gezeigt, dass das folgende Diagramm kommutiert:

€(hy,ho)
WM —S ey
Qh\ ¢h2
M.

Somit kommutiert auch das dazu duale Diagramm, das wir mittels Poincaré-Dualitat
wie folgt auffassen:

(hl h2)

\/

Fiir den Beweis des Lemmas geniigt es daher €4, n,) = €(n,,n,) zu zeigen. Dazu sei zu-
nédchst bemerkt, dass die perfekte Paarung (-, -)p aus (4.3) eine perfekte Paarung

<-,~>2 Ma M — A
induziert. Fiir einen Lift A € A(¢’) induziert dies wiederum eine perfekte Paarung

R*(-; )t WM @4 h*M — A, (51 ® a1) ® (89 ® ag) — ajas - h({s1, s2)),
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so dass der induzierte Homomorphismus
on: h*M — Homy (h*M, A), s1 ® ay +— (S92 ® ag +— ajag - h({s1, s2)))

den bereits verwendeten Isomorphismus h*M = (h*M)Y(:= Hom(h*M, A)) der Poincaré-
Dualitdt beschreibt. Wir mochten nun die Wirkung des zu €, 1,) dualen Homomorphis-
mus €, 50 (h3M)Y — (h{M)" auf ein Element der Gestalt

f = n,(51 ®@a1) = (s2 @ as — aras - ha({s1, 82))) € (W5M)Y

fiir (s1 ® a1) € h3M untersuchen. Unter der Verwendung der Definition von €, 5,) aus
Proposition 5.3.5, der Gleichung fiir (hy — hs) aus Korollar 5.1.3 und der Eigenschaft,
dass j - hy = 7 - hy fiir jedes j € J gilt, rechnen wir:

€l o) (F) (82 @ az) =(f © €y ny)) (52 ® a2) = f(s2 ® ag + Z V(D) (52) ® ji - a2)
k=1

=a1a2 - h2(<51, SQ)) + Z(h “Jkcaz- h2(<31a V(Dk(52)>)

k=1

=ajay - hi((s1,82)) — aras - (hy — ha)({s1, $2))

+ Zal gk - ag - ha((s1, V(Dr(s2)))
k=1

"a1az - ha((51,82)) — aras ij (D51, 52))
k=1

T+ Zal gk - ag - hi((s1, V(Di(s2)))

Nun gilt aber Dg(({s1,s2)) = (V(Dy)(s1),s2) + (s1, V(Dg)(s2)) nach Gleichung (4.10).
Daher folgt

€ o) () (52 @ @2) = araz - ha((s1,52)) = > a1+ i as - i ((V(Dy)(51), 52)).

Fiir den mittels Poincaré-Dualitét korrespondierenden Homomorphismus €, 4,) folgt
daraus:

g(hl,hz)<51 ®ay) = (@}:11 © EE/hl,hg) 0 Ph,) (51 ®ay) = 90;11<€E/h1,h2)(f))

=s1®a1— Y _ V(Di)(51) @ ji - a1 = €(nyony) (51 ® ax).
k=1
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Zunéchst kénnen wir Vj,, (Lo) nur als Untermodul von hjM auffassen. Um die Ergeb-
nisse aus Kapitel 5 anwenden zu konnen benétigen wir allerdings eine Gerade in hiH.
Fiir elliptische Kurven ist dies wegen H = M kein Umstand, fiir K3-Flédchen ist dies der
Grund fiir unsere Annahme 6.3.3.

Lemma 6.3.7. Es gilt V},,(Lo) C hjH.

Beweis. Fiir elliptische Kurven ist die Aussage wegen H = M trivial. Fiir K3-Fléchen
ist nach Annahme 6.3.3 zunéichst klar, dass ein Lift Fy existiert, so dass der zu Fy
korrespondierenden Homomorphismus ho die Aussage des Lemmas erfiillt. Daher lésst
sich bereits Lemma 6.3.9 anwenden, welches besagt, dass V; (L) € Aﬁg r(g"K) gilt.

Wegen der Bijektivitéit von d;, liefert uns dies nach Proposition 5.3.7 einen Lift h € A(g’)

mit der Eigenschaft
€ hho)(h*LO) = 5ﬁ0(h) = VEO(LO)-

Nach Lemma 6.3.6 ldsst sich dies durch die Anwendung von €, ;) zu h*Lo = Vi(Lo)

umformen. Fiir den beliebig gewéhlten Lift hy € A(g¢’) aus (j) gilt nun ebenso nach
Lemma 6.3.6:
Vio(Lo) = €y (Vi(Lo)) = €(no) (R" Lo).

Nach Proposition 5.3.5 folgt somit Vi, (Lo) = €(n,ne)(R*Lo) C hiH. O

Im Folgenden mochten wir nun zeigen, dass V3, (Lo) C hiH eine Gerade ist, die ¢" K
liftet. Dazu benétigen wir vorerst das folgende Lemma:

Lemma 6.3.8. Das folgende Diagramm kommutiert:

VE
FPLAL (X, ) Yy) —— Fy, P A0 (X ) Y,) (6.7)

L |

FUAG(Xoor ) Yuor) — = i P A (X[ Yo,
Beweis. Da die Homomorphismen in den kristallinen Kohomologiegruppen
HY(FS, X1/ Yaderyss O i) =5 HU(X0/ Yaerys: O, )
HY (X0 Yo )erss Oy, ) = HY(X /Yoo Jerys Oy v, ):

durch den gleichen Morphismus iiber Y] induziert sind erhalten wir nach Definition der
kristallinen Kohomologie das folgende kommutative Diagramm:

* Pn
Hd((FYIXl/Yn)crysvQXl/Yn) Hd((Xl/Yn)cryS>QX1/Yn)

| |

* on
Hd((Flel/Yn )crysv OXl/Yn 1) T Hd((Xl/Yn—l)crysvQXl/Yn,l)-
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Durch die natiirlichen Isomorphismen aus Proposition 6.1.2 kénnen wir dieses Diagramm
in das folgende Diagramm iibersetzen:

PR
A (Fy, X | V) ———= Hh(X, ) Yr)

| |

¢ n—1
A X 1) Yor) == A (X1 Yoa),

wobei die vertikalen Homomorphismen die Reduktionen modulo p"~! sind. Dualisieren

der horizontalen Homomorphismen und Komposition mit den Isomorphismen aus Pro-
position 4.2.5 liefert das kommutative Diagramm:

prn

/'/”-ﬂ\

bry, . ~ ,

L |

A (X1 | Yoa) = A (Fi o X1 [ Y1) — Fo Hy(Xo 1/ Vo).

—

VE

n—1

Dabei folgt die Kommutativitat der rechten Hélfte des Diagramms aus der Kommutati-
vitat der Pullbacks

F;_an_l = F;:_l(Xn Xyn Yn—l) = (F;an) Xyn Yn—l-

Wegen Lemma 6.3.7 und der Vertéglichkeit der Hodge-Filtrierung mit dem Basiswech-
sel X,,_1 = X, Xy, Y,_1 nach Beispiel 4.2.6 kénnen wir das Dagramm (6.8) zu dem
Diagramm (6.7) einschrénken, so dass Diagramm (6.7) insbesondere kommutiert. ]

Lemma 6.3.9. Der Untermodul Vj,(Lyo) € hiH ist ein Geradenlift von ¢"* K, das
h@Zﬁt Vho (Lo) c AhaH(g,*K)

Beweis. Zunéchst zeigen wir, dass Vj,,(Lo) eine Gerade ist. Da das Ideal zu Y,,_; — Y,
nilpotent ist, liegt Y,,_; und Y,, der gleiche topologische Raum zu Grunde. Daher kon-
nen wir das Diagramm (6.7) lokal als Diagramm freier Moduln betrachten. Das Bild
von Fi#%L(X,/Y,) in Ff (Fl (X, 1/Y, 1) ist wegen der ausgezeichneten Ei-
genschaft von F,_; lokal nicht Null. Folglich ist auch Vg, (FL#/%(X,/Y,)) lokal un-
gleich Null. Da das Bild eines freien Moduls in einem freien Modul wiederum frei ist
und F925 (X, /Y,) lokal frei vom Rang 1 ist, ist auch Vp, (FY#5(X,/Y,)) lokal frei
vom Rang 1. Somit ist V},,(Lo) C h{H eine Gerade.
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Zu dem Diagramm (6.7) korrespondiert das Diagramm

Vi
Lo—2>hiH

TH lwh,a‘H

Vgl 123
K——=g¢"(H/J).
Da F,,_; die ausgezeichnete Eigenschaft
VFn—1(Fd¢%ilcll%(Xn—l/Yn—l)) = F;—le%%(Xn—l/Yn—l)

erfiillt gilt Vi (K) = ¢" K, so dass wegen mj:p(Vi,(Lo)) = Vy(K) = ¢g*K die Gera-
de Vi, (Lo) € h{H ein Lift von ¢" K ist. O

Wir haben gezeigt, dass die Familie von Geradenlifts (£, )nen(g) = (Vi(Lo))nen(y) die
Bedingungen aus Korollar 5.3.8 erfiillt, so dass sich das Korollar anwenden lasst. Dieses
besagt gerade, dass ein eindeutiger Lift h € A(g) mit der Eigenschaft V;(Ly) = h* Ly
existiert. Da wir Y,, als affin angenommen haben, induziert h einen Lift F,: Y, —>Y,
von F,,_; und somit insbesondere von F; = Fy,, der durch die Eignschaft

VFn(Fd%i%(Xn/Yn)) = F;Fd%%(Xn/Yn)

eindeutig ist. Die Vertréglichkeit der Lifts F,, im Sinne von Diagramm (6.4) folgt aus
der induktiven Konstruktion. Dies schlieft den Beweis von Satz 6.3.4 ab. ]

Da die ausgezeichneten Lifts (F),)nen im Sinne von Diagramm (6.4) miteinander ver-
traglich sind, definieren sie formal einen Lift

YLY

., ]

Yi—Y,

Daher erhalten wir die Existenz eines Deligne-Tate-Morphismus als direkte Folgerung
aus dem Satz 6.3.4:

Satz 6.3.10. Es sei k ein perfekter Korper der Charakteristik char k = p > 2, W
der zugehorige Wittring, Y /W ein lokal noethersches, glattes Schema und X/Y eine
modulare, gewohnliche elliptische Kurve oder eine modulare, gewéhnliche K3-Fliche, so
dass die Annahme 6.3.3 erfillt ist. Dann existiert ein ausgezeichneter Lift Fy:Y — Y
des absoluten Frobenius Fy,: Y1 — Y1 auf der Reduktion Y1 =Y Xgpec w Spec W/pW,
das heifit ein Deligne-Tate-Morphismus auf Y .
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Beispiel 6.3.11. Der Satz 6.53.10 lasst sich beispielsweise auf die Familie X'/Y' aus

Beispiel 6.3.2(c) anwenden. Dann gilt Y' = Spec W (k) [t, m} und wir erhalten

einen kanonischen Lift (einen Deligne-Tate-Morphismus) ¢

W (k) [t’ t(t—l;(t-i-l)] ? W (k) [t’ m}

- 1 Frob 7 1
k |:t’ t(tfl)(t+1)i| k [t’ t(tfl)(t+1)i|

[ /7,

Allerdings ist es schwierig etwas explizites tiber diesen Lift o auszusagen, da er mehrfach
implizit definiert ist.
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